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\uid  fit  Calculus  Differentiatis , atque  in  geftere 
Analyfis  Infinitorum  ? iis  qui  nuUa  adhuc  eius 
cognitione  funt  imhuti^  vix  exfiticari  poteft:  na 
que  hiCy  vti  in  aliis  difciplinis  fieri  folet,  exordium  trac- 
tationis a definitione  commode  fumere  licet.  Non  quod 
huius  calculi  nuda  plane  detur  definitio ; fed  qnoniam  ad 
eam  intelligendam  eiusmodi  opus  eft  notionibus.,  non  folum 
in  vita  communi.,  verum  etiam  in  ipfa  Analyfi  finitorum 
minus  vfitatis\  quae  demum  in  Caiculi  Differentiatis  per- 
trahat ione  euolui  atque  expticari  /olent : quo  fit,  vt  eius 
definitio  non  ante  percipi  queat,  quam  eius  principia  iam 
fatis  dilucide  fuerint  perfpeBa.  Primum  igitur  hic  calca- 
Ius  circa  quantitates  variabiles  verfatur  : etfi  enim  omnis 
quantitas  fua  natura  in  snfintttsm., augeri  ^ dimmui  po- 
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teft  ; tome»  dum  cakulus  ad  certum  quoddam  h^itutum 
dirigitur,  aUae  quantitates  confiant  er  eandem  maguitudi- 

I 

ttem  retinere  concipiantur,  aliae  cero  per  omnes  gradus 
auSionis  ac  diminutionis  variari : ad  quam  difiin£tionem 
notandam  illae  quantitates  confitpttes,  hae  cero  variabiles 
vocari  folent ha  vt  hoc  difcrimen  non  iafn  in  rei  na- 
tura, quam  in  quaefiionis,  ad  quam  calculus  refertur,  in- 
dole fit  pofitum.  Quoniam  haec  differentia  inter  quanti- 
tates cotifiantes  variabiles  exempdo  maxime  iUufirabitur, 
confideremus  iodum  globi  ex  tormento  bellico  vi  pulveris 
pyrii  explofi  ; fiqnidem  Ime  exemplum  -trf  rem  dHucidandam 
imprimis  idoneum  videtur.  IHures  igitur  hic  occurrunt 
quantitates,  quarum  rafto  in  ifia  inuefiigatione  e fi  haben- 
da: primo  fcilicet  quantitas  pudueris  p^ii  : tum.eleuatio 
tormetiti  fupra  horizmtem  ; tertio  longitudo  iadus  fuper 
plano  horizontali ; quarto  tempus,  quo  globus  explofus  i» 
aere  verjatur:  ac  nifi  • xpe  rimenta  eodem  tormento  infii- 
tuantur,  infuper  eius  longitudo  cum  pondere  globi  itt  com- 
putum  trahi  deberet.  Verum  hic  a varietate  tormenti 
globi  animum  remoneamus  f.  ne  in  quaefiiones  nimium  im- 
plicatas incidamus.  Quodfi  ergo  feruata  perpetuo  eadem 
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pidtttris  pyrii' quantitate^  ekuatio  tormettti  continuo  mmu~ 
eetur,  io3 usque  longitudo  cum  tempore  tranjitus  globi  per 
aerem  requiratur ; in  hac  quaeftione  copia  pulueris  feu 
vis  impulfus  erit  quantitas  conflans  ^ eleuatio  autem  tor- 
menti cum  lottgitudifie  iadus  eiusque  duratione  ad  quanti- 
tates variabilei  referri  debebunt  i fiquidem  pro  onmibtss 
eleuationis  gradibus  has  res  definire  velimus , vt  inde  in- 
notefcat,  quantae  mutationes  in  Imgitudine  ac  duratione 
iadus  ah  omnibus  eleuatiottis  variationibus  oriantur.  Alia 
autem  erit  quaeflioy  fi  feruata  eadem  tormenti  eleuationty 
.qmntitas  pulueris  pyrii  coni  imo  mutetur,  ^ mutationes, 
quae  inde  in  iodum  redundant,  definiri  debemt : hic 
enim  eleuatio  tormenti  erit  quantitas  conflans,  contra  ve- 
ro quantitas  pulueris  pyrii,  ^ longitudo  ac  durat  io  iac- 
tus  quantitates  variabiles.  Sc  igitur  patet,  quomodo  mu- 
tato quaeflionis  flatu  eadem  quantitas  modo  inter  conflan- 
tes, mode  inter  variabiles  numerari  queat:  fimul autem  hinc 
imeUigitur,  ad  quod  in  hoc  negotio  maxime  ^ attenden- 
dum , quomodo  quantitates  variabiles  aliae  ab  otiis  itu 
pendeant,  vt  mutata  vna  reliquae  necejfario  immutationes 
rec^itintt.  > Priori  fcitieet  cqfii,  quo  qifantitas  pmkteris 
• A 3 pyrii 
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jSjjrrw  Hdm  manthat^  matata  u>nmnti  ekmuime  ettam 
iot^itvdo  dttratio  iaSus  mutantor;  fuHtque  ergo  lom 
gitudo  dy  duratio  iaSus  quantitates  variabiles  pendentes 
ab  eleuatione  tormenti^  hacqae  mutata  fimal  certas  quas- 
dam mutationes  patientes : pojleriori  vero  caftt  pendent 
a 'quantitate  pulderis  pyrii , cuius  mutatio  in  iMs  certas  * 
mutationes  producere  debet.  Quae  autem  quantitates  hos 
modo  ab  aliis  pendent^  vt  his  mutatis  etiam  ipfae  mu- 
sdtionet  Jubeant , eae  harum  fuaQiones  appellari  foknt; 
tptae  denominatio  latijpme  patet  , atque  omnes  modos,, 
quibus  vna  quantitas  per^aStr  iUtimlnar  i poteft , m fi 
complebitur.  Si  igitur  x denotet  quantitatem  variabi- 
lem, omnes  quantitates,  quae  vtcunque  ab  x pesident,  fiu 
per  eam 'determinantur,  eius  funbiones  vocof/tur  ; cuius- 
modi  funt  quadratum  eius  x x , aUaeue  potentiae  quae- 
•eunque,  nec  non  quantitates  ex  his  vtcunque  compofitae; 
quin  etiam  transcendentes,  in  genere  quaecunque  ita 
ab  x pendent,  vt  auQa  vel  diminuta  x ipjae  mutationes 
recipiant.  Hinc  iam  nafcitur  quaeJHo , qua  quaeritur, 
fi  quantitas  x dMa  quantitate  Jhie  augeatur  fiue  dhni- 
■nuatur,  quantum  inde  quaeuis  eius  fitnbiottes''immusen- 
. A tur. 
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tur^  feu  qaantum  tticrmetrtum  dccrmentimue  accipiant^ 
Cafihus  quidtm  fimpUcioribut  haec  quaeftio  facile  refibd- 
tur:  fi  enim  quantitas  x augeatur  quantitate  cw,  eius 
quadratum  x x hinc  incrementum  capiet  2 x tu  uu  ; 
ficque  incrementum  ipfius  x fit  habebit  ad  incrementum 
^fius  XX,  vt  (u  ad  2Xco-huaf,  hoc  efi,  vt  i ad  2X-t-«; 
fimilique  modo  in  aliis  cafihus  ratio  incrementi  ipfius  x ad 
incrementum  y vel  decrementum , quod  quaeuis  eius  func^ 
do  inde  adipifcitur,  confiderari  folet.  Efi  vero' inuefti- 
gatio  rationis  huiusutodi  incrementorum  aott\  fohm 
maximi  momenti , fed  ei  etiam  vnhterja  Anofyfis  insti- 
torum innititur.  Quod  quo  clarius  appareat  y fumamus 
exemplum  fuperius  quadrati  x x , . cuius  incrementuf» 
axw-Hww,  quod  capit,  dum  ipfa  quantitas  x incre- 
mento w augetur,  vidimus, ad  hoc  rationem  tenere,  vt 
sx-\-u  ad  1 ; vn^  perjpieuum  efi , quo  minus  fuma- 
tur incrementum  tt,  eo  propius  ifiam  rationem  accedere 
ad  rationem  2%  ad  i;  neque  tamen  ante prcrfus  fn  hanc 
rationem  tAit,  quam  intrement  tm  illud  m plane  euanes- 
tpt-  ■ Hinc  htteBlgimus,  fi  quantitatis  variabilis  x incre- 
mentum (tijn  nihilum  abeat  y tum  etiam  quadrati  eius  xx 


m-  ' 
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incrmentum  htde  oriundum  quidem  euanefiere^  verumta- 
men  ad  id  rationem  tenere  vt  ad  i ; ^ quod  hie 
de  quadrato  eft  diilum.,  de  omnibus  aliis  f unitionibus  ip- 
fius  X eft  intelligendum ; quippe  quarum  incrementa  euO‘ 
nefcentia,  quae  capiunt^  dum  ipja  quantitas  x incremeth 
tum  euanefcens  fumit,  ad  hoc  ipfum  certam  ^ ajftgnabi- 
lem  rationem  tenebunt.  Atque  hoc  modo  fumus  deduUi 
ad  definitionem  Calculi  DifTerenrialis , qm  eft  methodus 
determinandi  rationem  incrementorum  euanefcentium, 
quxe  fun£tiones  quaecunque  accipiunt,  dum  quantitati 
variabili , cuius  funt  funfGdBgTj  TiIcniMeuiuiii  eoanes- 
cens  tribuitur : hacque  definitione  veram  indolem  calculi 
different  i alis  contineri^  atque  adeo  exhauriri,  iis,  qui  i» 
hoc  genefe  non  funt  hofpites , facile  erit  perfpicuum. 
Calculus  igitur  differentialis  non  tam  in  his  ipfis  incre- 
mentis  euanefcentibus , quippe  quae  funt  nuUa  , exquiren^ 
dis,  quam  in  eorum  ratione  ac  proportione  mutua  fcru- 
tanda  occupatur:  & cum  hae  rationes  finitis  quantita~ 
• tibus  exprimamur,  etiam  hic  calculus  circa  quantitates 
finitas  verfari  eft  cenfendus.  QMmuis  enim  praecepta^ 
nfi  vulgo  tradi  folent , ad  ifta  incrementa  euanefcentiat 
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definienda  videantur  accommodata:  nunquam  tamen  ex  iis 
abjolute  fpeQatis.,  fed  potius  femper  ex  eorum  ratione  con- 
clufiones  deducuntur.  Simili  vero  modo  calculi  integra- 
iis  ratio  eft  comparata.,  qui  conuenietttifiime  ita  definitur y 
vt  dicatur  efie  methodus  ex  cognita  radone  incremento- 
rum euanefcendum  ip&s  illas  fun£Hones,  quarum  fune 
incrementa , inueniendi.  autem  facilius  hae  ra-  * 

tiones  colligi,  atque  in  calculo  repraefentari  pojfint,  haec 

* 

ipfa  incrementa  euaneficefttia , etiamfi  fint  nulla , tamen 
certis  fignis  denotari  folent : quibus  adhibitis  nihil  ob- 
fiat,  quo  minus  iis  certa  nomina  imponantur.  Procan- 
tur itaque  dijferentialia  y quae  cum  quantitate  deftituan- 
tur,  infinite  parua  quoque  dicuntur;  quae  igitur  fua  na- 
tura ita  funt  interpretanda,  vt  omnino  nulla  feu  nihilo 
aequalia  reputentur.  Ita  fi  quantitati  x incrementum 
tribuatur  w , vt  abeat  in  x -+-  u , eius  quadratum  x x 
abibit  in  x x 2 x w -f-  “ " > ideoque  incrementum 
capit  2 X w H-  w w ; quare  incrementum  ipfius  x , quod 
eft  w,  fe  habebit  ad  incrementum  quadrati,  quod  eft 
2 Tf.cti  -i-  ww , vti  i ad  2 X -f-  w ; quae  ratio  abit  in  x 
ad  2X , tum  demum , cum  w euanefeit.  Fiat  igitur 
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w rr  o , d?*  ratio  iflorum  incrementorum  euanefcentiunit 
quae  fola  in  calculo  di  fierent  iali  fpeBatur^  vtique  eji  vt 

1 ad  2 X ; neque  vicifiim  haec  ratio  veritati  efiet  coih 
fentanea^  nifi  reuera  illud  incrementum  u>  euanefceret^ 
penitusque  nihilo  fieret  aequale.  Quodfi  ergo  hoc  nihi- 
hm  per  w indicium  referat  incrementum  quamitatis  x, 

• quia  hoc  fe  habet  ad  incrementum  quadrati  xts.  vt  i ad 

2 X , erit  quadrati  x x incrementum  ~ 2 x « , i deoque 
etiam  nihilo  aequale:  vnde  fimul  confiat  annihilationem 
horum  incrementorum  non  obftare , quominus  eorum  ra- 
tio , quae  efi  vt  i ad  a-x.  fit  determinata.  Qmd  nihi- 
lum iam  hic  littera  w exhibetur,  id  in  calculo  difieren- 
tiali,  quia  vt  incrementum  quantitatis  x fpeilatur,  figno 
dx  repraefentari , eiusque  difierentiale  vocari  folet ; pofi- 
toque  dx  loco  w,  ipjius  xx  difierentiale  erit  2xdx. 
SimiU  modo  oftenditur  fore  cubi  x^  difierentiale  zzzz 
'3xxdx,  ^.in  genere  cuiusque  dignitatis  x"  (Rfierert- 
tiale  fore  — n x“-  * d x.  Quaecunque  autem  aliae  func- 
tiones ipfius  X proponantur,  in  calculo  difieretitiali  regu- 
lae traduntur  eorttm  dififerentiaUa  inueniendi : verum  per- 
petuo tenendum  efi,  cum  haec  difierentiaUa  abfolute  fint 

ni- 
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tiihila , ex  iis  nihil  aliud  concludi , nifi  eorum  rationes 
mutuas  i quae  vtique  ad  quantitates  finitas  reducuntur. 
Cum  autem  hoc  modo.,  qui  folus  efl  rationi  confient  anens, 
principia  Calculi  differentialis  ftahiliuntur,  omnes  obtrec- 
tationes, quae  contra  hunc  calculum  proferri  fiunt  Jolitae, 
fiponte  corruunt ; quae  tamen  fiummam  vim  retinerent,  fi 
dijfierentialia  fieu  infinite  parua  non  plane  annihilaren- 
tur. Pluribus  autem,  qui  Calculi  differetttialis  praece- 
pta tradidere,  vifium  ejl  differentiaUa  a nihilo  abfioluto 
fiecemere  , .peculiaremque  ordinem  quantitatum  infinite 
parttarum,  quae  non  penitus  euaneficant,  fied  quantitatem 
quandam,  quae  quidem  ejfiet  omni  afiignabili  minor,  re- 
tineant, conftituere  : his  igitur 'iur e eji  obie^um , rigo- 
rem geometricum  negligi,  conclufiottes  inde  deduBas, 
propterea  quod  huiusmodi  infinite  parua  negligerentur, 
merito  ejfie  fiufipe&as : quantumuis  enim  exigua  haec  infi- 
nite parua  concipiantur,  tamen  non  fiolum  fingulis , fied 
etiam  pluribus  atque  adeo  innumerabilibus  fimul  rejicien- 
dis, errorem  tandem  inde  enormem  refiultare  pojfie.  Quam 
obiedionem  perperam  eiusmodi  exemptis,  quibus  per  Calcu- 
lum difieremjalem  eaedem  conclufionet  ac  per  Geometriam 
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tlementarem  eliciuntur  , infringere  conatitur : nam  fi  ea 
infinite  partta^  quae  in  calculo  negliguntnr,  non  fiunt  nihily 
inde  necejfiario  error , isque  eo  maior,  quo  magis  ea  coa- 
cernantur,  refiultare  debet ; hoc  que  fi  minus  eueniat , id 
potius  vitio  calculi , quo  nonnunquam  errores  per  alios 
errores  compenfiantur , ejfiet  tribuendum , quam  ipfie  cal- 
culus ab  erroris  fiufipicione  liberaretur.  Quodfi  autem 
nullo  nouo  errore  huiusmodi  compenfiatio  fiat , talibus  ex- 
emplis luculenter  id  ipjum,  quod  volo,  euincitur,  ea  quae 
fuerint  negleila,  omnino  ^ abfiolute  pro  nihilo  ejfie  ha- 
benda ; neque  infinite  parms^  quae  in  calculo  dififierentiaU 
tradantur , a nihilo  abfioluto  dificrepare.  Minime  etiam 
negotium  conficitur , quando  a nonnullis  infinite  parua  ita 
deficribuntur , vt  inftar  puluisculorum  refipeSu  vafli  mon- 
tis vel  etiam  totius  globi  terreftris  fipeflari  debeant:  etfi 
enim  qui  magnitudinetn  totius  globi  terreftris  calculo  de- 
terminare fiuficeperit,  ei  error  non  vniiis  fied  plurium  mil- 
lium puluisculorum  facile  condonari  foleat:  tamen  rigor 
geometricus  etiam  a tantillo  errore  abhorret , nimisque 
grauis  ejfet  haec  obieltio , fi  vUam  vim  retineret.  De- 
inde etiam  difficile  diUu  eft,  quid  lucri  inde  fperent,  qui 
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infinite  parua  a nihilo  diflingui  voknt:  tnetuunt  emtemy 

ne , fi  plane  euanefcant , etiam  comparatio  eorum  y ad 

quam  totum . negotium  perduci  Jentiunt  y tollatur:  quo- 

modo  enim  abfolute  nihila  inter fe  comparari  queant  y nullo 

modo  concipi  pofie  profitentur.  . Neeejfe  ergo  putant  iie 

aliquam  magnitudinem  relinquerey  quo  habeant  aliquid,  in 
\ 

quo  comparationem  injlituant : hanc  tamen  magnitudinem 
tam  paruam  admittere  coguntur,  vt  quafi  e fiet  nulla  y 
jpedari  ac  fine  errore  in  calculo  negligi  pojfit.  Ne- 
que tamen  certam  ac  definitam  ipfi  magnitudinem , licet 
incomprehenfibiliter  paruam,  afiignare  audent  ; fiemper 
enim  fi  eam  bis  terue  minorem  afiumerent,  eodem  modo 
comparationes  fe  efient  habiturae.  Ex  quo  perjpicuum  eft, 
nihil  plane  ipfam  magnitudinem  ad  comparationem  infii- 
tuendam  conferre , hattcque  adeo  non  tolli,  etianfi  illa 
'magnitudo  penitus  euanefcat.  Ex  dialis  autem  fupra 
manifefium  eft,  eam  comparationem,  quae  in  calculo  dif- 
ferentiati fpeSatur , ne  loctm  quidem  habere , nifi  illa 
incrementa  prorfus  euanefcant : incrementum  etiim  quan- 
titatis X , quod  in  genere  mdicauimus  per  ta , ad  incre- 
mentum quadrati  'xx,  quod  ejl  .ixta-fi-uxa,  rationem 
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habet  vt  I ai  a x -f-  w ; quae  femper  differt  a ratione 
\ ad  i y.,  mfi w — o ; at  fi  ftatuamus  effe  w~o^ 
tum  demum  vere  affirmare  poffumus,  hanc  rationem  fie~ 
ri  exaile  ot  i ad  i x.  Interim  tamen  perfpicitur^  quo 
minus  illud  incrementum  u accipiatur , eo  propius  ai 
ham  rationem  accedi  ; tmde  tum  fidum  licet  ^ fed  etiam 
naturae  rei  conaettit , haec  incrementa  primum  vt  finita 
confiderarty  atque  etiam  in  figuris^  fi  quibus  opus  eft  ad 
rem  iUuftrandam  , finite  repraefentare  ; deinde  vero  haec 
incrementa  cogitatione  continuo  minora  fieri  concipiantur^ 
ficque  eorum  ratio  contim»  magis  ad  certum  quendam 
limitem  appropinquare  reperietur,  quem  autem  tum  de- 
mum  attingant,  cum  plane  in  nihilum  abierint.  Hic  au- 
tem Umes,  qui  quqfi  rationem  vltimam  incrementorum 
iUorum  cottfiUuit , verum  eft  objeftum  CalcuU  differentia- 
Us  : cuius  igitur  prima  fmtdamenta  is  ieciffe  exiftiman- 
dus  eft,  em  primum  in  mentem  vettit,  has  rationes  vlti- 
mas,  ad  quas  quantitatum  variabiUum  incrementa,  dum 
continuo  magis  diminuuntur,  (^propinquant,  ^ cum  eua- 
nefcunt,  tum  demum  attingunt,  contemplari.  Huius  autem 
fpeeulationis  vefliffa  deprehendimus  apud  antiquijfimos  Aue- 
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$9reSf  quihus  idcirco  idea  quaedam  kuisque  cognitio  Ana> 
infinitorum  abiudicari  nequit.  Paullatim  deinde  haec 
/cientia  maiora  accepit  incrementa^  luque  fubito  ad  id 
fafiigium,  in  quo  nunc  cernitur,  efi  eue£la;  etiamfi  qui- 
dem in  ea  multo  plura  adhuc  fint  occuha , quam  in  lur 
cem  protrada.  Cum  enim  Calculus  differentialis  ad  om- 
nis generis  fundiones , vtcunque  fint  compefitae , extett- 
datur,  non  repente  methodus  innotuit,  omnium  plane  func- 
tionum incrementa  euan^centia  inter  Je  comparattdi ; /ei 
fenfim  haec  inumtio  ad  fundiones  continuo  magis  com- 
plicatas procejfit.  Quod  fcilicet  ad  fundiones  rationtP^ 
les  attinet,  ratio  citima,  quam  earum  incrementa  eua- 
nefcentia  inter fe  tenent,  multo  ante  neutoni  ac  lei»- 
«izii  tempora  ajfignari  potuit;  ita  vt  Calculus  differetu- 
tialis,  quatenus  ad  fotas  fundiones  ration/des  applicatur, 
diu  ante  haec  tempora  inuentus  fit  cenfendus.  Tum  ve- 
ro nullum  efi  dubium,  quin  neu  tono  eam  Calculi  diffe- 
rentiatis partem,  quae  circa  fundiones  irrationales  cer- 
fatur,  acceptam  referre  debeamus;  ad  quam  infigni  fuo 
Theoremate  de  euolutiene  generati  poteftatum  binomii  fe- 
ticiter  efi  dedudus  y,  quo  eximio  itmnto  < limites  calcqti 
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differenttaUs  iam  mirifice  erant  ampUficati.  tElBNlzlO 
autem  non  minus  fumus  obftridi.,  quod  hunc  cakulum^  an- 
tehac tantum  velut  fingulare  artificium  /peifatum,  in  for- 
mam difciplmae  redegerit  eiusque  praecepta  tanquam  in 
Jyftema  collegerit  ac  dilucide  explicauerit.  Hinc  enim 
maxima  fubfidia  fuggerehantur , ad  hunc  calculum  vite- 
rius  excolendum.,  ^ ea,  quae  adhuc  defiderabantur , ex 
Certis  principiis  eliciettda.  Afox  igitur  ftudio  cum  Ipfitu 
LEiBNizii,  tum  BERNOUiLLiORUM  ad  hoc  ab  eo  inci- 
tatorum , fines  Calculi  difierentialis  etiam  ad  funSiones 
transcendentes,  quae  pars  adhuc  fuerat  htetdta,  funt  pro- 
moti, tum  vero  etiam  folidijfima  fundamenta  Calculi  ht- 
tegralis  conftituta  ; quibus  inftft entes,  qui  deinceps  in  hoc 
gettere  elaborarunt,  continuo  maiora  incrementa  addide- 
runt. NEUTONUS  vero  etiam  amplijfima  dederat  fpeci- 
mina  Calculi  integraUs,  cuius  prima  inuentio,  cum  a pri- 
ma origifte  calculi  difierentialis  vix  feparari  queat,  mu 
ita  abfolute  conftitui  poteft ; & quoniam  maxima  eius 
pars  adhuc  excolenda  reftat,  hic  calculus  ne  nunc  qui- 
dem pro  abfolute  inuento  haberi  poteft  ; fed  potius  quan- 
tipn  cuique  pro  viribus  ad  eius  perfedionem  conferre 

con- 
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contigerit , id  grata  mente  agnofcere  dehemus.  Atque 
haec  de  gloria  itmentionis  huius  caUttU  tenenda  ejfe  iu- 
dico,  de  qua  quidem  antehac  tantopere  eft  'difceptatum. 
J^od  autem  ad  varia  nomina  y quae  ifti  calculo  a diuer- 
forum  nationum  Mathematicis  imponi -folenty  attinet  y ea 
omnia  huc  redeunt  y vt  cum  data  hic  definitione  egregie 
confentiant : fiue  enim  incrementa  illa  euanefientia  y quo* 
rum  ratio  confideratuTy  dififerentialia.  vocentur  y five  flu- 
tciottes,  ea  femper  nihilo  aequalia  funt  inteBigenda ; in 
quo  vera  notio  infinite  paruorum  conftitui  dehet.  Hinc 
vero  etiam  omnia  y quae  de  dififerfntialihus  fecundi  al* 
tiorum  ordinum  curiofe  magis  quam  vtiliter  funt  difpu* 
tatUy  reddentur  plani jfima , cum  omnia  per  fe  aeque  eua- 
nefcant  y neque  ea  vnquam  per  fcy  fed  potius  eorum  re- 
latio mutua  fpe&ari  foleat.  Cum  enim  ratio  y quam  dua- 
rum fundiotnm  incrementa  euanefientia  tenent  y iterum 
per  funSionem  quandam  exprimatur  y fi  ^ huius  func- 
tionis incrementum  euanefiens  cum  aliis  conferatur,  res  ad 
dijfierenaialia  fecunda  referri  efi  cenfenda  ; ficque  porro 
progreffio  ad  differentialia  altiorum  graduum  intelhgi  de- 
het y ita  vt.  femper  quantitates  finitae  rener  a animo  ob- 
: . c ver- 
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verfentur  ^ fignaque  differetttialtum  tantum  ad  eas  cornmo- 
de  repraefendandas  adhibeantur.  Primo  quidem  intuitu 
ifta  Analyjts  infinitorum  defcriptio  pUrisque  leuis  ac  ni- 
mis ft  er  ilis  videatur,  etfi  Jpecies  illa  arcana  it^ite  par- 
vorum re  haud  plus  polliceatur:  verum  fi  rationes,  quae 
inter  incrementa  euanefcentia  funSionum  ifuarumuis  in- 
tercedunt, probe  cognofcamus,  haec  ctgnitia  .faepenumero 
per  fe  maximi  eft  momenti;  tum  vero  in  plerisque  iisque 
maximi  arduis  inueftigationibus  ita  eft  neceffaria,  vt  fine 
eius  adminiculo  nihil  plane  intelhgi  pojfit.  Veluti  fi  quae- 
ftio  fit  de  motu  globi  eSc  tormento  explofi,  fimulque  ratio 
refiftentiae  aeris  haberi  debeat,  quomodo  motus  per  fpa- 
tium  finitum  fit  futurus,  nullo  modo  ftatim  definire  licet, 

dum  tam  direSio  fimitae , in  qua  globus  incedit , quam 

• 

ipfius  celeritas,  a qua  refiftentia  pendet,  quouis  momento 
immutatur.  Quo  minus  autem  fpatium,  per  quod  motus 
fiat,  confideremus,  eo  minor  erit  illa  variabiUtas , eoque 
facilius  ad  cognitionem  veri  pertingere  licebit:  quodfi  au- 
tem illud  fpatium  plane  euanefcens  reddamus,  quia  iam 
omnis  inaequalitas  tam  in  diredione  viae  quam  in  cele- 
ritate tollitur,  effedum  refiftentiae  per  regulas  motus  ae- 
ca- 
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citrate  dejmire^  motusqae  mutationem  punQo  temporis  pro- 
duQam  affignare  licehit.  Cognitis  autem  his  mutationibus 
momentaneis  y feu  potius  cum  ipfae  fint  nullae  y earum  re-  , 
latione  mutua  y iam  plurimum  fumus  lucrati ; atque  catr 
culi  .integralis  opus  efty  exinde  motum  per  fpatium  fini? 
tum  variatum  concludere.  Minime  autem  necefie  effe  ar- 
bitror vfum  Calculi  differentialis  atque  Analyfeos  infini- 
torum in  genere  pluribus  ofiendere;  cum  nunc  quidem  fa- 
tis fit ‘exploratum  y fi  vel  leuijfimam  imufiigationemy  ih 
quam  motus  corporum  tam  folidorum  quam  fluidorum  itt- 
grediatur,  accuratius  inftituere  velimus,  id  non  filum  non 
fine  Aftalyfi  infinitorum  praefari  poffe,  fid  hanc  ipfam 
fidentiam  faepe  nondum  fatis  excultam  efie,  vt  rem  peni- 
tus explicare  valeamus.  Per  omnes  fcilicet  Mathefeos  par- 
tes vfus  huius  Analyfeos  fublimioris  vsque  adeo  diffunditur , 
vt  omnia,  quae  Jhte  eius  interuentu  adhuc  expedire  licuit, 
pro  nihilo  propemodum  fint  habenda.^ 

Conftitui  igitur  in  hoc  libro  vniuerfum  Calculum  diffe- 
rentialem  ex  veris  principiis  deriuare,  atque  ita  copiofe 
pertradare,  vt  nihil  praetermitterem  eorum,  quae  qui- 
dem adhuc  eo  pertinentia  fiunt  inuenta.  In  duas  opus 
\ c 2 di- 
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diuiji  partti  y in  quarum  priori  ia^is  calcuU  differentia- 
lis  fundamentis  methodum  expofui  omnis  generis  funllio- 
nes  differentiofidi , neque' tantum  differentialia  primi  or- 
dinis, fed  etiam  fuperiorum  ordinum  'tmeniendi  ; fiue  func- 
tiones-vnicam  variabilem  fiue  duas  plure  sue  inuolaant.  In 
altera  autem  parte  amplifiimum  huius  calculi  vfum  in  ip- 
fa  Anafyfi  finitorum  ac  doilrtna  ferierum  expofui ; vbi 
etiam  imprimis  Theoriam  maximorum  ac  minimorum  di- 
lucide expUcttui.  - De  vfu  autem  huius  calculi  in' Geome- 
tria linearum  curuarum  nihil  adhuc  affero,  quod  eo  mi- 
nus defiderabitur,  cum  in  otiis  operibus  haec  pars  ita  co- 
piofe  fit  pertroHata,  vt  adeo  prima  calculi  differentiatis 
principia  quafi  ex  Geometria  fint  petita,  ad  hancque  fid- 
entiam, cum  vix  fatis  effent  euoluta,  fumma  cura  appli- 
cata. Hic  autem  omnia  ita  intra  Analyfieos  purae  limi- 
tes continentur,  vt  ne  vUa  quidem  figura  opus  fuerit,  ad 
omnia  huius  calculi  praecepta  expticanda. 
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'x  iis,  quae. in  Libro  fqperiori  dp 
quantitatibus  variabilibus  atque  func- 
tionibus funt  expolita,  perfpicuum  el^, 
prout  quaijtitas  variabilis  aftu  varia- 
tur, ita  omnes  eius  funtfiones  varia- 
Sic,  fi  quantitas  variabilis  x capiat  incre- 
mentum w,  ita  vt  pro  a-  fcribatur.A-f-w , omnes  func- 
tiones ipfius  >,  aliusmodi  funt  xx'^  x^ ; 

I ' , ^ 

alios  induent  valorcs : Icilicet  a*.v  abibit  in  xx-i-2xu  -f-ww  ; 
A z ■ 

-Ji3 


tionem  pati. 
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jy- 1— j;* 

• «■*  abibit  in  * 3XWW -f- w’ : & — 

' aa-^A-x 

transmutabitur  in  — • Huiusmodi  erg® 

a/i-j-xx-^-zAta-]-ucMt  ° 

alterado  femper  orietur , nifi  fiinQio  fpeciem  tantum 
‘quantitatis  variabilis  mentiatur,  rcuera  autem  iit  quanti- 
c tas  conitans,  vcluti  x°  : quo  cafu  talis  fiin£tio  inuariata 
‘'manet,  vteunque  quantitas  x immutetur. 

2.  Quae  cum  fint  fatis  expofita , propius  acceda- 

mus ad  eas  fun6bonum  affeflioncs,  quibus  vniucrla  ana- 
lyfis  infinitorum  rinnifitur.-  Sic  igitar  jr  fun£Ho  quaecun- 
que quantitatis  ‘ variabilis  x : pro  qtia  fbccefiiue  valores 
in  arithmetica  progreffione  procedentes  fubftituantur,  fei- 
licet:  X]  x-|-w;  x-|-2w;  x-f-jw;  jr-t-4w;  &c.  ac 
denotet  yi  valorem  quem  funftio  y induit , fi  in  ea 
locox  liibfHtuatur  a--4-w  j fimili  modo  ik  y°  is  ipfitis  jr 
valor,  fi  loco  x Icribatur  x-l-zw;  parique  ratione  de- 
notent j'"'  j 5 y ; &c.  valores  ipfiu^  .7,  qui  emergunt 
dum  loco  je  ponuntur  jr-i-3w ; 4r-t-4wj  &c._ 

ita  vt  ifti  diuerfi  valores  ip6rum  x 8c  y fequenti  modo 
fibi  relpondeant ; ■ 

X’  JT-f-tui;  x-f-aw  ; x-f-gea;  ; x-f-jw ; &c. 

j»*  ; ; &c. 

3.  Quemadmodum  feries  arithmetica  x;  x-f-w; 
x-|-aw  ; &c.  in  infinitum  continuari  poteft,  ita  feries 
ex  funftiqne  y orta  y\  y'’,  y";  &c.  quoque  in  infinitum 
progredietur,  ciusque  natura  pendebit  ab  indole  func- 
tio- 
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tionis>  Sic,  fi  fuerit  jr  j vel  ; fe- 
ries jy  ; y ; ; &e.  quoque  erit  arithmetica  r fi  fuerit 

- , feries  prodibit  harmomea : fint  autem  fit 

habebitur  feries  geometrica.  Neque  vlla  exco- 
gitari potefi  feries,  quae  non  hoc  modo  ex  certa  func- 
tione ipfius  y oriri  queat;  vocari  autem  folet  huiusmodi 
funftio  ipfius  x ^ ratione  feriei,  quae  ex  illa  oritur,  eius 
TERMINUS  generalis;  quare,  cum  omnis  feries  cer- 
ta lege  formata  habeat  ■terminum  generalem , ea  vids- 
fim  ex  certa  ipfius  x fvuiftione  oritur,  vti  in  dodrina 
de  feriebus  fufius  explicari  folet. 

4.  Hic  autem  potiffimum  ad  differentias  , quibus 
termini  feriei  jy , jy'  , j“,  &c.  inter  fe  diferepant, 

attendimus ; quas  vt  dd  differentialiuin  naturam  accom- 
modemus, fequentibus  fignis  indicemus,  vt  fit. 

yi—y~Ly\  jf“— j»*'— •,  jiB*— &c. 
Exprimet  ergo  bjy  incrementum,  quod  flinfho  y capit,, 
fi  in  ea  loco  x ponatur  x-j-ou,  denotante  tu  numerum 
quemcunque  pro  lubira  afihmtnm.  In  dofhina  quidem 
ferierum  fumi  folet  u~i  ; verum  hic  ad  noftrum  inftf- 
tutum  expedit,  valore  generali  vti,  qui  pro  arbitrio  au- 
geri diminuiuc  queat.  Vocari  quoque  folet  hoc  incre- 
mentum ^y  funfHonis  y eius  differentia,  qua  fe- 
quens  valor  y‘  primum  y fupcMt , atque  petpetuo  tan- 
quam  incrementum  confideratur;  etiamfi  laepius  re  vera 
decrementum  exhibeat,  id  quod  ex  eius  valore  negatiuo 
agnofcicur. 

A 3 5.  Qi^ 
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f . Quoiiiam^n  oritur  ex  y,  fi  loco  x fcribamr  x-\-va\ 
manifeftum  cft  eandem  quantitatem  effc  oriturom,  fi  pri- 
mum pro  X ponatur  tumque  denuo  x-f-oo  loco 

X ftatuacur.  Hinc  y*>  orietur  ex  , fi  in  hoc  loco  x 
feribatur  x-\-m  ; eritque  ideo  Aj*  incrementum  ipfius 
quod  capit  pofito  jr-l-w  loco  a- ; ficque  vocatur  fi- 
mili  modo  Differentia  iipCms  . Pari  ratione  porro  erit 
differentia  ipfius  .y«,  ieu  eius  incrementum,  quod  ac- 
cipit, fi  loco  X ponatur  ^-f-w  ; atque  erit  differen- 
tia, feu  incrementum  ipfius  & ita  porro.  Hoc  pafto 
ex  ferie  valorum  ipfius  ji,  qui  liint  ^ ; jv* ; ; jy*“  j &c. 

obtinebitur  feries  differentiaj^um  ty &c. 
quae  inueniuntur,  fi  quilibet  tenninus  illius  feriei  a fc- 
quente  fubtraliatur, 

I * 

6.  Inuenta  ferie  differentiarum,  fi  ex  ea  denuo 
differentiae  capiantur , -quamlibet  a fequente  fubtrahen- 
do,  orientur  differentiae  differentiarum,  quae  vocantur 
Differentiae  fecundae}  hocque  modo  per  charafteres  con- 
venientifiime  repraefentantur,  vt  fignificet : 


A zz 

A^«  

Aj» . 

AA>>  zZ 

Ajy“  — 

'Ajy« 

AA>"ZZ 

Ajf“  — 

Aj“ 

A Ajiin  — 

A>"  — 

&c. 

Vocatur  itaque  LS.y  differentia  fecunda  ipfius  j/ ; 
differentia  fecunda  ipfius  y',  & ita  poiTo.  Simili  autem 
nlodo  cx  differentiis  fecundis,  fi  denuo  carum  differen- 
tiae 
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tiae  capiantur,  prodibunt  differendae  tertiae  hoc  moda 
feribendae  ; &c.  hineque  porro  differendae 

quartae  &c.  ficque  vitra  quousque  libuerit. 

y.  Repraelaiteraus  fingulas  has  differentiarum  fe- 
ries ita  in  fchemate,  quo  earum  nexus  facilius  inocubs 
incidat : 

PROGRESSIO  ARITHMETICA. 

*■>  .v-h-aw;  A-t-3w;  A-4-4WJ  &c. 

VALORES  FUNCTIONIS. 

y\  y'  i \ y^^  i y^  j &c. 

DIFFERENTIAE  PRIMAE. 

Ajy  ; Aj»  ; Aj«  j A>“‘  j Aj"  ; &c. 

DIFFERENTIAE  SECUNDAE. 

AAy  5 AAj»  ; AA>“  ; AAjfW  ; &c. 
DIFFERENTIAE  TERTIAE, 

A^>  ; A^jy'  ; A^j»  ; &e. 

• DIFFERENTIAE  qjJARTAB» 

A*jr  ; A^j^»  ; &c. 
DIFFERENTIAE  qUlNTAE. 

. A*^  ; &c. 

&c. 

quarum  quaelibet  ex  praecedente  oritur,  quosque  ter- 
minos a fcquendbus  fubtrahendo.  Quacunque  ergo 
flinfHone  ipfius  x loco  ' y fubftituta  , quoniam  valores 

y" 
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j ytm^  Scc.  pcF  notos  compofitioncs  facile  forman- 
tur, cx  iis  fine  labore  fingulae  dUferendarum  feries  in- 
venientur. 

8.  Ponamus  efle  ; critque  ; 

x"r::r-|-2tn : & ita  porro.  Vnde  differentiis  fu- 

mendis  erit  w;  «;  &c.  ideoque 

omnes  differentiae  primae  ipfius  x erunt  conftantes,  ac 
proinde  differentiae  fecundae  omnes  euancfcent;  pari- 
terque  differentiae  tertiae,  & fequentium  ordinum  om- 
nes. Cum  igitur  fk^x—u,  ob  analogiam  loco  litterae 
u ifte  charafler  Ax  commode  adhibebitur.  Quantitatis 
ergo  variabilis  v,  cuius  valores  fuccefliui  x,  jr»,  ar'«,  &c. 

arithmeticam  prog^eflionem  conftiraere  aflumuntur,  dif- 
terentiae  Ajt,  A*«,  Ax^,  &c.  erunt  conftantes  atque 
inter  fe  aequales  ; ac  proptcrca  erit  AA.v  — o,  A^.v— o, 
A^a-  — o,  ficque  pon-o. 

9.  Pro  valoribus  ipfius  x , qui  ipfi  fuccefliue  tribu- 
untur, progrefiionem  arithmeticam  liic  affiimfimus,  ita 
vt  honim  valorum  differentiae  primae  fint  qonftantes, 
fecundae  ac  reliquae  omnes  euanefeant.  Quod  etfi  ab 
arbitrio  noftro  pendet,  cum  aliam  quamcunque  progres- 
fionem  aeque  adliibere  potuiflemus;  tamen  progreflio 
arithmetica  prae  reliquis  omnibus  commodiffime  vfiirpari  . 
folet,  cum  quod  fit  fimplicifiima  atque  intelle£hi  facillima, 
tum  vero  maxime,  quod  ad  omnes  omnino  valores,  quos 
quidem  x induere  poteft,  pateat.  Tribuendo  enim  ipfi 

w valores  tam  negatiuos  quam  affirmatiuos , in  hac  fe- 
rie  valoruit)  ipfius  x omnes  oQinino  continentur  quan- 

tita- 
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dcates  reales , quae  in  locum  iplius  x (ubdicui  polTunt ; con- 
tra autem  fi  feriem  geometricam  elegiflemus,  ad  valores 
negatiuos  nullus  aditus  patuilTet.  Hanc  ob  cau&m  va- 
riabilitas  funftionum  y ex  valoribus  ipfius  x progreffionem 
ariduneticam  confiituentibus  aptUfime  diiudicatur. 

IO.  Vti  eft  ita  differentiae  vlterio- 

res  quoque  ex  terminis  primae  feriei  y,  y^,  y"^  yj°^  &c. 
definiri  pofllint. 

Cum  enim  fit  A>'~>“— jf* 
erit 

A A>  — j — 3 « -1- jf 
& 

A — — 2^^*  "4” 

ideoqnc 

“ A Aji'  — A A^  — J'"  — 3J"  — f-  3JI»  — y 
fimili  modo  erit 
— 4j«'  -4-  <5^"  — 4y'-hy 
& 

A*>  — — 5y^  “f“  ioj*“  — — f—  yjy«  — y 

quarum  formularum  coefficientes  numcrici  eandem  legem 
tenent,  quae  in  poteffatibus  Binomii  obleruatur.  Quem- 
admodum ergo  differentia  prima  ex  duobus  terminis 
feriei  y;  y'\  &c.  determinatur,  ita  differen- 

tia fecunda  determinatur  ex  tribus,  tenia  ex  quatuor,  & 
ita  de  ceteris.  Cognitis  autem  differentiis  cuiusque  or- 
dinis ipfius  y , fimili  modo  differentiae  .omnium  ordinum 
ipfius  jy' ; j definientur. 

B II.  Pro- 
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. IX.  Pit>pofita  ergo  quacunque  Funftionc^  Hngulae 
eius  differentiae,  tam  prima  quam  fequentes,  quae  qui- 
dem differentiae  w , qua  valores  ipfius  x progrediuntur, 
refpondent,  poterunt  inueniri.  Neque  vero  ad  hoc  opus 
eft,  vt  feries  valorum  ipfius  y vltcrius  continuetur:  quem- 
admodum enim  differentia  prima  A jr  repcritur,  fiin^ 
loco  fcribatur  jr  H- w , atque  a valore  orto  7'  ipfa  func- 
tio y fubtrahatur ; ita  differentia  fecunda  AAjy  obtinebi- 
tur fi  in  differentia  prima  Aj  loco  x ponatur  .r-f-w,  vt 
oriatur  A>',  atque  Ajy  a Ay*  fiibtrahatur.  Simili  modo 
C differentiae  iecundae  AA_y  capiatur  Differentia,  eam 
fubtrahendo  a valore , quem  induit , fi  loco  x ponatur 
.r  -f-  w , proueniet  differentia  tertia  A^^  5 hineque  porro 
eodem  modo  differentia  quarta  A^^ , &c.  Dummodo 
ergo  quis  nouerit  differentiam  primam  cuiusque  fimflio- 
nis  inueftigare,  fimul  poterit  differendam  fecundam,  ter- 
tiam, omnesque  fequentes  inuenire  : propterea  quod  dif- 
ferentia fecunda  ipfius  y nil  aliud  eft,  nifi  differenda  prima 
ipfius  A>  ; & differenda  terria  ipfius  y nil  aliud , nifi  dif- 
ferenda prima  ipfius  AAj;  ficque  porro  de  reliquis. 

12.  Si  funflio  y fuerit  ex  duabus  pluribusue  par- 
tibus compofita,  vt  fit  y~p-{^^-\-r-\-  &c. ; tum , quia 
eft  -H  f*  "+■  *'*  "+■  &c. , erit  differentia  Ajy  “ 

A/  -H  Ay  -f-  Ar  “h  &c. , fimilique  modo  porro  AAj»  “ 
A A;»  •+-  AA/  -+-  AAr  -h  &c. , vnde  inuendo  differen- 
tiarum , fi  funfUo  propofita  ex  partibus  fuerit  compofita, 
non  panim  facilior  redditur.  Quod  fi  vero  funftio^ 
fuerit  produfhun  ex  duabus  funfHonibus  & f , nempe 
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yzzpq^  quia  erit  8c  r:/»-4- A/»  atque 

<7'  — f-f-Aj»,  fiet />f-h;>A/-|-f  Af-f-V^^, 

hineque  ^y~  p^f^^  .j^p~\-C^pC^i/.  Vnde,  fi  fit  p quan- 
titas conflans  “/»,  ob  A(T— o;  erit  funftionis  f , difi 
ferentia  prima  C^y  ~aC^q^  fimilique  modo  differentia  fe- 
cunda C^l^yzza!^  ^ tertia  C^^q  — ^ & ita  porro. 

1 3.  Quoniam  omnis  funftio  rationalis  integra  efl  ag- 
gregatum ex  aliquot  poteflatibus  ipfiusjr;  omnes  differentias 
funflionum  rationalium  integrarum  inuenire  poterimus, 
fi  differentias  {X)teflatum  tantum  exhibere  nouerimus. 
Hancobrem  fingularum  poteflatum  quantitatis  variabilis  x 
differentias  inuefKgemus  in  fequentibus  exemplis. 

Cum  autem  fit  x°  ~ i , erit  Ax°  zi  o ; propterea 
quod  x°  non  variatur,  etiamfi  x abeat  in  x -f-  «. 

Tum  vero  vidimus  effe  A j:— w ; & A Axzro,  fimul- 
que  differentiae  fequentium  ordinum  euanefeunt.  Quae 
cum  fint  manifcfla  a Poteflate  fecunda  incipiamus  ; ^ 

EXEMPLUM  t. 

Imetiire  differ enfias  ommm  ordinum  poteflatis  x*. 
Cum  hic  fit  y — x*^  erit  j»  zz  (•*■-+-“)*  ideoque 
C^y~  2 iax-\-  co  w ; quae  efl  differentia  prima.  lam  ob  w 
quantitatem  conflantem,  erit  AAjy— aww,  & A-^j— o ; 
A'*_y  zz  o ; &c. 

EXEMPLUM  It. 

Inuenire  differentias  omnium  ordinum  poteflatis  x’. 

Ponatur  j zz  jr»  cum  fit  zz  , 

B a erit 
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erit 

3 M |— g w*.r— f-w* 

quae  eft  difTerencia  prima.  Deinde  ob 

C^.XXZZ-i  UX  -J-  (iiU 

erit 

A.  ^uxx  ~ 6uiu>x-\-  3 w* 

& 

A.  3w*j)~3w3*  & A.  M^~o: 
quibus  colle£Hs  erit 

AAj'— 6w*jr-+-6oo5  ; atque  A^j~6w^: 
DiHerentiae  vero  (equentes  euanefcent. 

EXEMPLUM  II L 

Imenire  differentias  omnium  ordinum  poteflatis  x^. 

Pofito  7 zz  ; ob 
erit 

A jr  ~ 4ux^  -f-  6w*x*  <4-  -f-  *>>♦  ; 

quae  eft  differentia  prima.  Tum  ex  praecedendbus  eft: 
A.  4Wjr®  ~ laco^jT* 12  4Co^ 


A.  6w*a-*~  . . . i2W^2r-f-6w^ 

A.  4(t)^x  ~ — f-4&i< 

A,  ~ o 


His  colligendis  erit  differentia  fecunda  : 

AAj»  ~ i2w’jf*  — |-  24W^Ar  -f-  14»^  : 

Qma  deinde  porro  eft : 

A.  12W*.V*“  24w’4r-f— T2t«)^ 

A.  2401)^2:  ~ . . . 24«* 

A.  I4W^  IZ:  . . . . o 
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prodibit  differentia  tertia : 
atque  tandem  differentia  quarta; 

~ 24bi* 

quae  cum  fit  conflans,  differentiae  fequentiuin  ordinum 
«uancfccnt. 


EXEMPLUM  IV. 

Inueulire  differentias  cuiusuis  ordinis  potejlatis  x*. 

Ponatur  jy~  X»  ; &,  cum  fit  ; 

~C-r-f-2£n))";  1:1  (^-t- 3«)" ; &c.  Poteflates 

euolucae  dabxuu: 


y — X» 

= X» 

y^ZZx* 

y^^Z^x" 

yPZZx» 


”±Z}1  _L. »C«>-0  C«-a) 

I.  2 1.  2.  3 

&c, 

»(»— l)  , , n(a— i)(n-2> 

-I  -I-  -i i i 

1,  2 I.  2.  3 

ga)3jr»-)  -+-&C. 

■ ”("-0  C”-A) 

2 I.  2.  3 

27w3  2r»-J-t-&C. 
-46tar»-‘-f--i i6u*x"-^~i — - ■■ 

tf  ' I.  2 I.  2.  3 


- 04  jr  •-*-!- 


n 

— 204.V" 

1 


— 3W2"*-*- 
I 


B 3 


6404’2r»-J-i-&c. 

Hinc, 
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Hinc,  difierendis  fumendis,  prodibit: 

~ 

•'  l l.  2 


A » . «(»—0  « 

4>*  z:  — wa"-»H ^ 3«*Ar»-» 

1.1-2 


(»-2) 
I.  2.  3 

n(n-i)  (g-a) 
I.  2.  .3 

»(a— i)  («— 2) 


. « . i) 

~ — oajf*-'  -f-  -f 

I ■ I,  a I.  a.  3 

«(»-0  (»-2) 


. » . n(a—i) 

war"-*  H ^ 7«*ar»-*-t 

I I.  3 I.  3.  3 

3 7 td  ^ jc  &C. 

fumanmr  denuo  differentiae,  atque  obtinebitur : 

zr  |— 

I • 2 • 3 


»(a-i)(ff-2)  (»-3) 
I.  a.  3.  4 


i4W*ar»-4 


50W^ar*-4 


I.  a.  3 
»(«-!)(«- 2)  Ca-3) 


1.  a.  3.  4 

AAjf*  “ »(a-i)  w*jr»->  ^”(”“0  i8ej3i»-}»|_ 

1 • 2«  3 

ifco  &. 

I.  a.  3.  4 ^ 


Ex 
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Ex  his  per  fd}tra£Hoaem  vicerius  cnutur ; 

— —$60**X»~4-^^ 
' 1.  2.  3*  4* 


&c. 


£i3y 


atqne  porro : 


«(w-tXg-aXg-a) 

I.  2.  3-  4- 

&c. 


£ow*;«r»-4-}- 


j — »(«— 1)(«— 2)  («  — 3)w^jr 
&C. 

14-  Qno  lex  infecundum  quam  iftac- differentiae 
poteftatisA"  progrediuntur,  facilius  peredatur.  Pona- 
mus primo  breuitads  ergo : 

A=1  • 

B = 

i.  2. 


C r: 

1.  2.  3. 

Q — »(«-!)  (g-2)  (g-3) 

I.  3.  3.  4 

E — O («"2)  (g-3)  («f-a) 

1.  2.  3-  4-  5 

&C. 


De- 
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Deinde  fequens  formetur  Tabula,  quae  pro  Imgulis  dif- 
ferentiis inferuiet : 


y 

i; 

0; 

0; 

0;  0; 

0 ; 

0 

0 ; 

0 ; 

&c. 

^y 

0; 

i; 

15 

i;  i; 

I ; 

I 

I ; 

I 5 

&c. 

o; 

0; 

2; 

6;  14; 

305 

62 

126  ; 

254  ; 

&c. 

^3  y 

OJ 

0; 

0; 

6;  36; 

lyoj 

540 

1806  ; 

S79S  ; 

&c. 

^*  y 

0; 

0; 

0; 

0524; 

140; 

I j6o 

8400  ; 

40824  ; 

&c. 

CSy 

0; 

OJ 

0; 

0;  05 

1 20; 

1800 

16800J 

126000; 

&C. 

O) 

0; 

0; 

0;  0; 

0 ; 

720 

15120; 

i$iy2o; 

&c. 

c^7y 

0; 

0; 

0; 

0;  0; 

0 ; 

0 

5040  ; 

141110; 

&c. 

in  qua  Tabula  numerus  cuiusuis  feriei  inuenitur,  fi 
eiusdem  feriei  praecedens  ad  numerum  fupra  pofituin  ad- 
datur, atque  fumma  per  indicem  chara^ri  A infixum 
multiplicetur.  Sic,  in  ferie  differentiae  refponden- 
te,  terminas  16800  inuenitur,  fi  praecedens  igoo  ad 
fupra  feriptum  ij6o  addatur,  4!^’^  Summa  3360  per  5 
multiplicetur. 

ry.  Tabula  ergo  hac  conftimta,  fingulae  differen- 
tiae Poteftatis  x"~y  fequenti  modo  fe  habebunt : 

— A W X»-*-}- -J- 
&c. 

~ a B -4- 6Cw^x»-j-J- i4D«^x?-4-f- 

&c. 

y ZZ  6Cw’x*’“!-4- 36Dc«)^x^4-J-i  yoEw*x*~r-4— 

&c. 

ii*  y ZZ  34D«^x^4-|-24oE«*x^f-l-* 

&C.  Cjc- 
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Generarim  autem  poteftaris  x"  differentia  ordinis  'w,  feu 
^7)1,  lequenti  modo  exprimetur. 

Sit  ' 

j 2)  ....  («-OT-f-'l) 


K = 


I.  2.  3 

n — m 


m 


m- 


I; 


L = ^ K ; 


. - « — /«  — 2 - 

M r=  ^ L; 


■ 3 

&c. 


Deinde  vero  fit : 

«?  ■ 

o ~ (»;+ 1 )" -t- 

^ I I.  2 


O,  . 

— i (m—  I )<"-  — i <— i. 

I.  a I.  2.  3 

(»1  — 2)»  -f-  &c^ 

- . . . w 1 , . ..  *»(«-! Xw-2) 

Z—(m -1- 1 >"+1  - - 4-  ^ (w- 1 >-+•  - i- 

(»»— 2)«4>  -f-  &C. 

m . , . . «(w-iYot-2) 

- «•+>+ 

(iW-2)«+»  -|-  &c. 

quibus  valoribus  inuentis  erit 

A"^  :z:  H-  5K  o)«+i  a-»-"-' + y L &c. 

cuius  expfeffionis  ratio  ex  modo,  quo  fingulac  differen- 
tiae ex  valoribus  y,  y,  y'>  &c.  eliciunnzr,  (ponte 

fequitur.  „ 

C 16.  Ex 
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16.  Ex  his  perfpicuum  eft,  fi  exponens  « fuerit 
numerus  integer  aflirinatiuus,  tandem  ad  differentias 
perueniri  conflantes,  hisque  ylteriores  omnes  efle  zz  o. 
Sic  erit 

X ~ M 

A*.  JT*  ~ 2 w* 

A’,  “ 6 

A+.  zz2^(t.*  & tandem 

A".  2T"  ~ I.  2.  3.  . . . ».  tll* 

Omnis  ergo  fiinftio  rationalis  integra  tandem  ad  diffe- 
rentias conflantes  deducetur.  Scilicet,  fun£lio  ipfius  x 
primi  gradus , n x i differentiam  primam  iam  habet 
conflantem  ~/iu.  F un£lio  fecundi  gradus  «a-ar-j-  ix-\-c 
differentiam  fecundam  habebit  conflantem  ~ 2awu>. 
fun^onis  autem  tertii  gradus  dU^enda  tertia  erit  con- 
flans; quarti  quana,  & ita  porro. 

17.  Modus  autem,  quo  inuenimus  differentias  po- 
teflatis  X”,  quoque  latius  patet,  atque  ad  eas  poteflates, 
quarum  exponens  n efl  numerus  negatiuus,  vel  fraftus, 
vel  adeo  irrationalis,  extenditur.  Quod  quo  clarius  ap- 
pareat, differentias  tantum  primas  praecipuarum  huius- 
modi  poteflatum  exhibebimus,  quoniam  lex  differen- 
tiarum fecundarum  ac  fequeutium  non  tam  facile  cer- 
nitur: erit  ergo, 

A.  JT  “ (I) 

A.  2T*  — 2U  X —f-  u 

A.  ~ 3 w 2'*  — ft  3 w*  jr  -j—  eo’ 

X*  ~ 401  X^  — j—  6 £0*  4«^  A ic. 

Si- 
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l . . 

A.  x-i  — 

0) 

"jr» 

H-  — 

60^  * 

■ 

&c. 

‘ 

A.  X-^ZZ 

/ 

2(0} 

4W*  , ^ 

&c. 

- 

x-i  — 

3W 

rocfc^  , » 

A"* 

^ or* 

“ . X . . 

&C. 

3 , ■ 

^.x-^ZZ 

1. 

, lOW* 
\ ~x~ 

2oa^ 

4. 

&c. 

1 • 

Et  inde  pro  reliquis.  Pariter  erit 


w 

0j3 

■ • 

00 

l6x^. 

&c. 

w 

— -f- 

5W^ 

2 

3-v^ 

A • ! 

&C. 

^.x-i : 

: 


b». 

«*  1 

cn| 

fW* 

i 

i6x^ 

&c. 

(Ii 

<*  1 
3 

ti  1 

I4U^ 

9Jr^ 

~io 

8ix  ^ 

&C.  i.  'ili', 

C 5 


i8.  Ap- 
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18.  Apparet  itaque  has  differentias,  fi  exponens  ip- 
fius  X non  fuerit  numerus  integer  affirmaduus , in  infini- 
tum progredi , fcu  ex  terminorum  numero  infinito  con- 
fhre.  Interim  tamen  eaedem  differendae  quoque  per 
cxpreflionem  finitam  exliiberi  pofllint.  Cum  enim , po- 

fito  y~x-^  ~ — ^ fit  II*  , erit  x~^  zz^,  — ':zz 

X * , X-|-W  X 

—7 — ; vndcf  fi  frafiio  — in  feriem  conueitatur, 

X-|-£»  X ’ JT-fCO  ’ 

prodit  exprefilo  fuperior.  Simili  modo  erit 

. ^ ^ j ^ _i_ 1 

• ‘xx‘~  XX* 

atque  pro  irradonalibus  erit 

quae  formulae  fi  more  folito  in  feries  explicentur , fupe- 
riores  expreffiones  praebent. 

19.  Hoc  Vero  modo  quoque  differentiae  funOio- 
num , fiue  fra£lamm  fiue  irradonalium , inueniri  pofliint: 

fic,  fi  quaeratur  dififerentia  prima  fraShonis.  - pona- 
tur > = — ? — ; &,  quia  cft  y*  zz  — ; ; — - 

aa  XX  * ’ ^ <M-f  3T3r -j- 2 GU3T w* 

*-  *“  * * • r 

erit  uy  u. ; 

aa  '{-  XX  ' /uJ-j-xx  ■\j2wx  woj  ■ iht  -|-  xx 

quae  expreffio  quoque  in  feriem  infinitam  conuerd  poteff. 
' ; Pona- 
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Ponatur  — P&awjr  + wwrr Q^; 

eric 


ai 


P + CL“  P 


pa  -f-  p3 
& 


P^ 


+ &C. 


. ^ A.  SCC 

+ P3  P+  ' 


Reftitutis  ergo  loco  P & Q^vatoribus  erit  r 

I 2!tlX—C»U)  4(Mt)XX-^4U^X-\-U)* 

^ "aa-^xx  ((7<T  + Arjr)*  ^ + 

gw^jf^  — 12  W*jr*+ 6 w*jr  — w*  , „ 

__  4-  &c. 

(aa+xx*  ^ 

qui  termini  fi  fecundum  poteftates  ipfius  w ordinentur 
erit  : 

I 2U)x  oj*(xx  — /ta)  4U}^(x^—aax}  , 

“ + -TZZTZZTs /~~T'  — T 


' aa-{xx  (rt/7  + 4f4r)»  ' {aa-{xxy  (aa  ■{■  xx^ 
• &C. 


20.  Similibus  feriebus  infinitis  differentiae  funftiG«- 
num  irrationalium  quoque  exprimi  polTunt. 

Sit  propofita  ifta  fun6iio  y ~ V(na  -i-xx)  j 
&,  cum  fit  y^  —V  («/j  + 4rT+  2 war-f  wca)  , 
ponatur  fla-f-rxizzP&awAr  + wwiz:^ 

ent  Aif=:y(P+0)-l/P=: 

_ • &C. 

C 3 Vnde 
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vndc  fiet 


. . . awjr-fww 

t^y  ~ A,  V(<M  -}-  XX)  ~ — 


2V(/ia-i-xx) 

vel 


8 (<M  + A .»■)  V (<M  -|-  AJr) 

&c. 


WT  /T/rw*  nattt^x 

>/(./« -)-A.r)  2(iW-j-AA-)>  y(rt/l-fa.r) 

• . &C. 

Hineque  adeo  colligimus  fiinftionis  cuiuscunque  ipfius  r, 
quae  fit  _)»,  differentiam  hac  forma  exprimi  pofle,  vt  fit 
A^  — Pw  + Qw*  4-  Rw*  -+-  Sw^  4-  &c. 
exiftentibus  P , Q^,  R , S , &c.  certis  ipfius  x funfKoni- 
bus , quae  quouis  cafu  ex  fun£Hone  y definiri  pofliint. 


\ 


21.  Neque  etiam  ex  hac  forma  differentiae  func- 
tionum tranfeendentium  excluduntur,  id  quod  ex  fequen- 
dbus  exemplis  clarius  apparebit. 


EXEMPLUM  L 

Inuemre  differmtiam  primam  logarithmi  Itypcrholki 
ipjius  X. 

■Ponatur  yz^/x’,  & cum  fit  y^~l(x+u), 

- erit 

Ajy  ZZy^  ” > — i(x+w)  — IxZZ  /^I  . 

Huiumsodi  autem  logarithmum  fupra  docuimus  per  fc- 
riein  infinitam  exprimere ; qua  adhibita,  erit 


w OU*  ' w*  (ii* 

X 2XX  3A*  ^* 


&c. 


-7 


EX- 
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EXEMPLUM  II. 

Jftuenire  differentiam  primam  Quantitatis  exponen- 
tialis  a*. 

Pofito  y~a*  erit  ~ a*+<^  ZZ  n*.  a»‘  : 
at  fupra  offendimus  effe 

1 ^ 

t 


&c. 


I.  2 I.  2.  3 

quo  valore  introdufto  erit 

. a*  (sila  (1  ay^  (J  a)'^  „ 

£i.a‘zzy^-y—^y— 1 + &c. 


I.  2.  3 


EXEMPLUM  III. 

Th  circulo , cuius  radius  — i ^ inuenire  differentiam 
Jinus  arcus  x. 

Sit  fin  2-  “ ^ , erit  y^  ~ ffn  (jr-t-w)  , 

• vnde  Ajy  — ji*  — fin  (r-f-w) fin  2- . 

At  eft  fin  (jf+w) ::::  cof  w,  ffn  r ffn  w.  cof -v , 

atque  per  feries  inffnitas  offendimus  effe , 


w* 


co’ 


cofw:=:i h 

1.2  1.2.  3.  4 1.2.  3. 4. 5.6 


+ &c. 


& 


+ 


CD' 


fin  w ~ w — 

1.2.3  1.2.  3.4.5  1,2.  3.4.  5.6.7 

quibus  feriebus  fubffitutus  erit : 


&C. 


A.  fin^^^w.cof^-— — fin^r  — ^cofr4-  — fin2T+-^  cofr— 
2 6 24  120 


a>J 


&c. 


EX- 
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exemplum  ly, 
lu  circulo  cuius  radius  ~i  inuenirt  differentiam 
cojinus  arcus  x. 

Pofito  jy  — cofA-,  ob  cof  (a-+w) 

erit  ~ cof  w.  cof  a;  — fin  w.  fin  a- 

& ^yzz  cof  w.  cof  A-  — fin  w.  fin  a:  — cof  x 


Seriebus  ergo  ante  expofitis  adhibendis  prodibit : 

K r r OD*  _ „ W*  ^ 

ii.colA-::;-  wiin.v cofA-+  — finA-f  — cofA- imAr- 

2 6 24  120 


' &C. 

22.  Cum  igitur  propofita  quacunque  fimftione 
ipfius  .r , huc  algebraica  fiue  transcendente  , quae  fit  y , 
eius  dificrentia  prima  ciusmodi  habeat  formam  vt  fit: 

00  H- Qtt)*  -4-Sm*  &c. 

fi  huius  differentia  denuo  capiatur,  patebit  differendam 
fecundam  ipfius  y huiusmodi  formam  effe  habituram : 
AAj»  ~ Pw*  + Ru)^  + &c. 

fimilique  modo  differenda  tertia  ipfius  erit  huiusmodi 
— Pc«j3  -f-  Qw^  +■  + &c. 

ficque  porro. 

notandum  eft  litteras  P,  CbR>  &c.  hic  non 
pro  valoribus  determinatis  adhiberi,  neque  eadem  littera 
in  diuerfis  differendis  eandem  funftionem  ipfius  a-  deno- 
tari: ideo  enim  tantum  iisdem  litteris  vtor,  ne  fufHciens 
diueifarum  litteranim  numerus  deficiat. 


Ceterum  ijlae  differentiarum  formae  probe  funt  tiotan- 
dae,  cum  in  Analyfi  infinitorum  maximum  vfum  offerant. 

23.  Cum' 
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»3,  Cum  igitur  modum  expofuerim,  quo  cuiosuis 
fun^ionis  differentia  prima,  ex  eaque  porro  differentiae 
fequentium  ordinum  inueniri  queant;  quippe  quae  ex 
valoribos  functionis  y fucceffiuis  , y"  t y‘“  , y'^ , &c. 
reperiuntur  : vicilfim  ex  differentiis  ipfius  y cuiusque 
ordinis  datis , ifti  ipfi  variati  valores  ipfius  y elici  pote- 
* runt.  Erit  enim 

zzy  -+-  2^y  -f-  ^^y 

ytll  — y _p. 


^ -f- 4AJ- -f- -4- 4A3j, 
&c. 


vbi  coefficientes  numerici  iterum  ex  euolutione  binomii 
nafcuntur.  Quemadmodum  ergo  y'  ■,  y"  , y"^ , &c.  liint 
valores  ipfius  y,  qui  oriuntUr  fi  loco  x fucceffiue  ponantur 
hi  valores  x -1-  w,  .v  -f-  200,  x -+-  3W,  &c.  ffatim  valo- 
rem  ipfius  y("^  affignare  poterimus,  qui  prodit  fi  loco  x 
feribatur  x -p- » w , erit  (cilicet  ifte  vdor : 


rt  , »C«-Oa.  . ”C«-OC«“2).'  . o 


Hineque  adeo  etiam  valores  ipfius  y p>raeberi  pofTunt  fi  a 
fuerit  numerus  negatiuus.  Sic,  fi  loco  x ponatur  at — w, 
funCtio  y abibit  in  hanc  formam : 

y — -4-  A*j(  — A^jy  -f-  &c. 


D 


fin 
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Cn  aiuem  loco  x ponacur  a-  — aw , fun£Ho  y tranfibit  in  : 

. y aAj -f- 3A*j  — &C. 

24.  Pauca  quaedam  addamus  dc  methodo  inuerfa, 
qua,  fi  detur  differentia,  ex  ea  ipfa  illa  fun£Ho , cuius 
eft  differentia,  inueftigari  debeat.  Cum  autem  hoc  fit 
difficillimum  atque  &cpe  numero  ipfam  analyfin  infinito- 
mm  requirat , cafus  tantum  quosdam  faciliores  cuolua* 
mus.  Primum  igitur,  regrediendo,  fi  fiinftionis  cuius- 
piam differentiam  inuencrimus , vicifiim  hac  differentia 
propofita,  ipfa  illa  funftio,  vnde  efl  nata,  exhiberi  po- 
terit. Sic,  cum  fiinftionis  ax  A{-  b differentia  fit  /w,  fi 
quaeratur  cuiusnam  funftionis  differentia  fit  //w  j relpon- 
fio  erit  in  promtu,  eam  fun£Honem  effe  ax-\-  b.  In  hac 
igitur  reperitur  quantitas  conflans  b,  quae  in  differentia 
non  inerat,  & quae  propterea  ab  arbitrio  noffro  pendet. 
Perpetuo  autem  fi  funftionis  cuiusuis  P differentia  fuerit 
Q^,  quoque  fiinfHonis  P-f-A,  (denotante  A quantita- 
tem quamcunque  conflantem,)  differentia  erit  Hinc,  fi 
ifla  differentia  proponatur,  fiinftio,  ex  qua  ea  eft  orta, 
erit  P -h  A , atque  idcirco  determinatum  valorein  non 
habet,  cum  conflans  A ab  arbitrio  pendeat. 

2j.  Vocemus  eam  fiinftionem  quaefitam  cuius  dif- 
ferentia proponitur,  summam;  quod  nomen  commode 
adhibetur,  cum  quod  fumma  differentiae  opponi  folet, 
tum  etiam,  quod  funfHo  quaefita  reuera-fit  fumma  om- 
nium valorum  praecedentium  differendae.  Quemadmo- 
dum 
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dom  enim  eft  )r«  — jy Aj» , & jy»  — jf -f- Ajf -f- 
(i  valores  ipHus  y retro  continuentur;  ita,  ut  is,  qui  va- 
lori  x — <ti  recondet,  fcribatur  yi  , huncque  praedens  j m , 
& qui  vitra  praecedunt  jym  , >rv  , > , &c.  hincque  feries 
formetur  retrograda,  cum  fuis  differendis : 

> ; > ; jvui ; 

& 

; Ajiv  ; Aj/n,  ; ^ya  j Ay, 

erit 

y — l^yi-\-  yi 
& 

ob  ;>i  r:  Ajy„  -4-  , porroque  jn  ~ Aj,„  + jym 

erit  vdquc 

y — Aji  — J—  Aj,„  4“  Aj)'iv  4"  A)v 

&c. 

ficque  erit  funftio  y , cuius  differentia  eff  Aj , fumma 
omnium  valonim  antecedendum  differentiae  Aji,  qui  ori- 
untur, fi  loco  A-  feribantur  v^alores  antecedentes  x — w; 
*• 260  ; X 360  ; &c. 

i6.  Quemadmodum  ad  differentiam  denotandam 
\'fi  fumus  figno  A,  ita  (iimmam  indicabimus  figno  S:  fei- 
licet,  fi  funftionis  y differentia  fuerit  z , erit  a zz  Aj^  ; 
vnde,  fi  y detur,  differentiam  a inuenire  ante  docuimus. 
Quodfi  autem  data  fit  differentia  a , ciusque  fumma  y re- 
periri  debeat , fiet  jy  ~ 2a  ; atque  adeo , ex  aequatione 
a rz  Aj  regrediendo,  formabitur  haec  aequatio  zz  Sa ; 
vbi  conffans  quantitas  quaecunque  adiici  poterit  ob  ratio- 

D i Jies 


28 
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nes  fupra  datns;  cx  quo,  aequario  crrA;-,  fi  imiertamr, 
dabit  quoque  Deinde,  cum  quantitatis  ny 

differentia  fit  a\yzz/K,,  erit  "S-az—ay^  fi  quidem  iit  quan- 
titas confians.  Quia  ergo  eft  Ajr  — w;  erit 
& ; atque  ob  w quantitatem  conflantem, 

erit  C j ~ C ; & ita  porro. 


27.  Si  igitur  differentias  poteflatum  ipfius  x fupra 
inuentas  inuertamus,  erit 

Zw  zz  X j hineque  2r  — — ; 

Deinde  habemus 

Z ( 2U1X  W*  ) ZZ  2T*  J • 

vnde  fit 


Porro  efl 

2 (3WJrr— 3 w*jr  — w^)  ZZ  x^ 

feu 

3 co  2 * -l-  3 «*  'Ex -l—  0)^  2 1 ZZ:  2-^ 


ergo 

Ex*  ZZ  — — oiEx  — — 
3«  3 

feu 

= ii  — il  + 

3«  26» 


2i 


fimili  modo  erit 


Ex^  ZZ  — — — Z.T»  — w*Ex  . 
4W  2 


u 


— Et 
4 


vbi 
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vbi,  (i  loco  2x* , & 2i  valorcs  ante  inucnd  fub- 

ftituantur,  repcrietur: 


(arx 


.400  2 4 

Deinde,  cum  fit 

2W^X^  2W*S2-*— W^SuTt—  — 

5«  5 

erit,  adiiibendis  fubiHtutionibus  : 

- , X’  j . , I , I - 

~ H cax^  — - — co^.v 

5w  2 . 3 30 

fimili  modo  vlterius  progrediendo  repcrietur 

Sx^  ~ — X’  —I—  — UiX^  — — Jf* 

6'j}  2 .13  12 


2i 


& 

22-®.“ 3-®  H u)x‘ H la^x 

70)  2 3 6 42 

quas  expredlones  infra  facilius  inuenire  docebimus. 


28.  Si  ergo  differentia  propofita  fuerit  fiinfHo  ra- 
tionalis integra  ipfius  2-,  eius  fumma , (feu  ca  funfHo, 
cuius  lea  eff  differentia)  ex  his  formulis  &cile  inuenitur. 
Quia  enim  differentia  ex  aliquot  poteftatibus  ipfius  x con- 
flabit , quaeratur  vniuscuiusquc  termini  fumma , omnes- 
que  iffae  flunmae  colligantur. 


EXEMPLUM  I. 

^/teratur  fundio^  cuius  differentia  Jit  ~axx-\-ix-\-c. 

Quaerantur  fingulorum  tenninorum  fummae  ope  for- 
mularum ante  inucntarum,  erit 

D 3 "Zaxx 
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u.t^ 

axx 

/toix 

SrtA‘X  ~ 

■ . 

4- 

3W 

2 

6 

M 

II 

& 

l/xx 

hx 

2(0 

2 

atque 

U 

II 

. . . 

. 

cx 

Hinc  colligendo  has  fummas  erit 

■C'/  I ; I ^ . , 07W*-3^6u4-6c)  , ^ 

2(/7A*.r-f  ^A-  4-  r)  = — jr » -4-  i i — I — 4-  C 

' 3&J  2(ti  6 0)  ' 

quae  eft  funtlio  quaefita,  cuius  differenda  eft  7JArx-j-^A--|-c. 


EXEMPLUM  II. 


Quaeratur  funcUoy  cuius  differentia  eft  Ar*-20)*A-Ar-f ou«. 
Operationem  fimili  modo  inftituendo  habebitur. 


•S.-4  ■ 


-Lx*—- 


5W 


oiur^ 


& 


30 


■ ux^ 


— 22wix»r=  . — — — A- 

3 3 

atque 

— f-  2W*  ~ Ci)3^ 

vnde  fun£Ho  quaelica  erit ; 

— -V* — — WA-5  i 

50»  2 3 30 


Si  enim  hic  loco  x ponatur  x <d  , atque  a quantitate 
refultante  fubtrahatur  ifta  inuenta , remanebit  propofita 
differenda  x'*  — 2w*x*  -J-  . 

2g.  Si 
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29.  Si  fummas , quas  pro  potedotibus  ipHus  x in- 
venimus , attentius  infpiciamus , in  terminis  primis , fe- 
- eundis,  ac  tertiis  mox  quidem  legem  obferuabimus,  qua 
illi  fecundum  fingulas  poterfates  progrediuntur  : reliquo- 
rum autem  terminorum  lex  non  ita  eft  perfpicua  , vt 
fummam  poteftatis  x"  in  genere  inde  colligere  liceat.  In* 
tcrim  tamen  in  fequentibus  docebitur  effe: 


2^1 


(n-f  i> 


1 . I 7/  w 

. X» 

2 2 2.3 


I 2)w* 

--  . 2*-l 

6 2.  3,  4.  y 


j_  — OC” — -)  (” — 3)  C” — 

6'  2.  3.  4.  J.  6.  7. 

3 »(«— i) (»—6)u^ 


IO  ' 2.  3 . 

....  8.  9 

. y — 0 • • 

. . (« 8)“*' 

' 6 ■ 2.  3 . . 

. . .10.  11 

»(w  — i)  . 

. . . (7;-io)w” 

210  ' 2.  3 . 

. . . 12.  13 

. 35  »(» 0 • 

. . a 12)w*3 

2 ■ 2.  3 . 

. . .14.  15 

3617  . 

. . (a-i4)w** 

30  ■ 2.  3 

. . . 16.  17 

1 

438^7  «(« 0 • • • 

42  ■ 2.  3 . . . 

1222277  1)  . . 

. . (a i8)t«)'* 

110  ■ 2.  3 . . 

. . . 20.  21 

854513  »(« — 0 • • ■ 

. . (a 20)  w** 

x"-r 


A-»- 7 


x"-9 

A«-n 

x"-t} 

V 

X»-t7 

x"->9 


22.  23 
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I. 


ii8i82o4jy  n{n 1)  . . . 


546  ■ 2. 

3 • 

...  24,  2 y 

, 7^977927  — 0 

. ^ . 

. . (a >24) 

2 2,  3 

- 

. . . 26.  27 

237494^1029  «(« — 

•’)  . 

. . 2ff)w*’’ 

30  '2. 

3 • 

. . . 28.  29 

861  S 84127^005  »(«- 

zlL. 

. . . (n 28)u*o 

462  ‘ 2.  3 . , . 30,  31 


&c.  -+-  C 

cuius  progreillonis  praecipuum  momentum  in  coefRcien- 
tibus  mere  numericis  eft  fitum,  qui  quemadmodum  for- 
mentur, hic  locus  nondum  eft,  \'bi  exponi  queat. 


30.  Apparet  autem  nifi  » fit  numeras  integer  affir- 
inatiuus , hanc  fummae  expreflionem  in  infinitum  pro- 
gredi , neque  hoc  modo  fummam  in  forma  finita  exhi- 
beri pofle.  Ceterum  hic  notandum  eft,  non  omnes  pote- 
ftatcs  ipfius  X propoiita  x"  inferiores  occurrere ; defunt 
enim  termini  , x>’-4  , x”-i  , , &c.  quippe 

quomm  coefficientes  funt  ~o , etiamfi  tennini  iecundi  a-" 
coefficiens  hanc  legem  non  fequatur,  fcd  fit  :rr— Pote- 
runt ergo  huius  cxprcfiionis  ope  fummae  poteftatum,  qua- 
rum exponentes  funt  vel  negatiui  vel  fiufti  in  forma  infi- 
nita exhiberi  folo  excepto  calii  quo  — i,  quia  tum  fit 

terminus  ob  »-l-i=:o  infinitus.  Sic,  pofito 

» rr  — 2 ; erit 

2 — 
XX 
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XX 


I 

mx 


I 

iXX 

uT 


k- 


I. 

(a) 


35 


I 

T) 


7^ 


w*  w"  w'  591  w’ * 

nx^  ® «jf*  *iiar“  210’ igj:** 


— V. 


1 3 


U 

I 5At' 


ifiZ.  J?l! &c. 

30  lyjf*' 


31.  Si  ergo  differentia  propofica  fuerit  poceffas 
ipflus  X quaecunque,  eius  fumma  hinc  perpetuo  affig- 
nari,  feu  funftio,  cuius  ea  fit  differentia,  exhiberi  pote- 
rit. Sin  autem  differentia  propofita  aiiam  habeat  for- 
mam, vt  in  poteftates  ipfius  jr,  tanquam  partes,  diftri- 
bui  nequeat , tum  fumma  difficillime  ac  faepenumero 
prorfus  non  inueniri  potefl: : nifi  forte  pateat , eam  ex 
quapiam  fiinfKone  efle  ortam.  Hanc  ob  caufam  conue- 
niet  plurium  fixn£Honum  differentias  inuefHgare  easque 
probe  notare,  vt  fi  quando  huiusmodi  differentia  propo- 
natur, cius  fumma,  feu  funfHo  vnde  efl:  orta,  ffatim 
exhiberi  queat.  Interim  tamen  methodus  infinitorum 
plures  regulas  fuppeditabit,  quanim  ope  inuentio  fum- 
marum  mirifice  fubleuabitur. 


32.  Facilius  autem  faepe  fumma  quaefita  reperi- 
tur,  fi  diffierentia  propofita  ex  fatforibus  fimplicibus  con- 
flet, qui  progreffionem  arithmeticam  conflituant,  cuius 
differentia  fit  ipfa  quantitas  w.  Sic,  fi  propofita  fuerit 
funftio  (jr-t-  w)  (a-|-2w),  cuius  differentia  quaeratur; 
quia,  polito  a- -f- w loco  haec  funcHo  abit  in 

. E 


f 


I 
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(x-t-  3 «),  eius  diflerentia  erit  2 w(x-4-  2 w).  Quare 
viciilim,  fi  proponatur  difTerenda  2o>(x -+- 2 u>),  eius 
fumnia  erit  (Ar-f-w)  (■«■-j-aw),  hinc  ergo  erit 

2 (x  -+-  2 w)  ~ ^ (x  -|-  w)  (x  2 w). 

Siinili  modo,  fi  proponatur  fun^io  (Ar-j-»w)(x -f  (a-f  i», 
cum  fit  dus  differentia  2wCAr-f- (a-f- 1 ) w)  erit 

2(x-l-(a4-i  )w)  ^(a— i-*'")  («-H0") 

& 

2rx-4-aw):i:  — 

' 2W 

33.  Si  fiin£Ho  ex  pluribus  fafloribus  confiet,  vt 

fif  y (» (at-I— aw)  (a-|-i)w), 

cum  fit 

yz=  (AT-f-aw)  (x-l-(a-|-i)w)(x>-4-Ca-f-2)w), 

erit 

A y — — 3fc)(x-4-aw)  (x-hC«-|-i)  w) 
ac  propterea 

2(x-|-awXA'+C»+ »»  = («+  0“) 

Pari  modo  reperietur  efle : 

2 (x-l-a  w)  (x-1-(b-H  i)w)  (xH-Ca-+-2)w)=z= 
(x-\-(n — I»  (x-\-nu>)  (x-Ka-4-i»(x-K«-h-2)w)- 

4C1U 

vnde  lex  inueniendi  fummas,  fi  differentia  ex  pluribus 
huiusmodi  faftoribus  confiet,  fponte  patet,  ^ainuis 

au- 
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autem  hae  differentiae  fint  fun£l:iones’  rationales  inte- 
grae , tamen  earum  lurnmae  hoc  modo  facilius  reperiun- 
tur,  quam  per  methodum  praecedentem.  y 

34.  Hinc  quoque  via  patet  ad  differentiarum  frafta- 
rum  fummas  inueniendas.  Sit  enim  propofita  frafHo 

I . . I 

— — 7 — ; quia  ent  y =:  — ; — 7 — ; — 

^ A'— ^ (» -j-I  )m 

erit 

I I 


' b) 


A— f-(n— H l)c«>  (A-j-»w)  (A-j-(w-f  i)w) 

ac  propterea 


(a— }—«(«;)  (a -f-(»  — ^ I )b» 

Sit  porro 


to  A — |—  » w 


y = 


(A-H»w)  (A-f- (« -H  i )a) 
(A-f-(«-H  l)w) 


ent 


l^y  = 


2 Ui 


(a (A-4-(n-+-  O (^”+-(»-1-3)0«) 
Hinc  ideo  fiet 


(A-4-a w)  (a-+-(»-H  0“) 

— * * 

*«  ■ (a-)— »w)  (a ■+•  (»-H  I ) «) 

E a 


Simili 


3» 
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EXEMPLUM  IT. 

Quaeratur  fumma , cuius  differentia  eft 


x(x-\-iu)  ‘ 

Pofita  hac  difTcrcncia  a , erit  e = — 

X 

idcoque 

2arz  2 — — 2 ^ 


A-+-3W 


Ar-^3W  ^ 


v_J 1 = 2—1 


X X-\-2M  X 

(I  I 


X 


•2U> 


quae  eft  fumma  quaefita.  Quoties  ergo  hoc  modo  %- 
na  fummatpria  2 fcfc  tandem  tollunt,  toties  differentiae 
propofitae  fumma  exhiberi  poterit ; fin  autem  haec  des- 
truftio  non  liicccdat,  fignum  hoc  eft,  fummara  inueniri 
iion  pofle. 


CAPUT 
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DE  VSU  DIFFERENTIARUM 

IN  DOCTRINA  SERIERVM. 

37. 

Naturaih  ferierum  per  differentias  maxime  illuftrari, 
ex  primis  rudimentis  fatis  eft  notum.  Progrefflo- 
nis  enim  arithmeticae , quae  primum  conffderari  Iblet, 
praecipua  proprietas  in  hoc  verfatur , vt  eius  differentiae 
primae  iint  inter  fe  aequales  ; hinc  differendae  fecundae 
ac  reliquae  omnes  erunt  cyphrae.  Dantur  deinde  feries, 
quarum  differentiae  fecundae  demum  funt  aequales,  quae 
hanc  ob  rem  fecundi  (rrdinis  commode  appellantur,  dum 
progrefliones  arithmeticae  feries  primi  ordinis  vocantur. 
Porro  igitur  feries  tertii  ordinis  erunt,  quarum  differen- 
tiae teniae  funt  conftantes ; atque  ad  quartum  ordinem  8c 
fequentes  eae  referentur  feries,  quarum  differentiae  quar- 
tae, & vlteriores  demum  funt  conftantes. 

38.  In  hac  diuiffone  inffnita  ferierum  genera  com- 
prehenduntur , neque  tamen  omnes  leries  ad  haec  gene- 
ra reuocare  licet.  Occurrunt  enim  innumerabiles  feries, 
quae,  differentiis  fumendis,  nunquam  ad  terminos  con- 
ftantes deducunt:  cuiusmodi,  praeter  innumeras  alias  fimt 
progrefliones  geometricae,  quae  nunquam  praebent  dif- 
ferendas conftantes,  vd  ex  hoc  exemplo  videre  licet. 
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■ I,  2,  4,  8,  32,  «4,  118,  &c. 

1,  2,  4,  8,  16,  32,  54,  &C. 

I,  2,  4,  8,  x5,  32,  &c. 

Cum  enim  feries  differentiarum  cuiusque  ordinis  aequalis 
fit  ipfi  feriei  propofitae  , aequalitas  differentiarum  prorfus 
excluditur.  Quocirca  plures  ferierum  claflcs  confiitui  de- 
bebunt , quai'um  una  tantum  in  hos  ordinet  , qui  tan- 
dem ad  differentias  conffantes  revocantur , fubdiuiditur  ; 
quam  claflcm  in  hoc  capite  potiiiimum  confiderabiraus. 

39.  Duae  autem  res  ad  naturam  ferierum  cognofeen- 
dam  imprimis  requiri  folent,  Terminus  generalis  atque 
Summa  feu  Terminus  fununatorius.  Tenninus  generalis 
efiexpreffio  indefinita,  quae  vnumquemque  ieriei  terminum 
complcQ:itur,  atque  eiusmodi  propterea  eft  funfitio  quan- 
titatis variabilis  x,  quae,  pofito  i,  tenninum  lerici 
primum  exliibct ; fecundum  vero  pofito  .r  — 2 ; tertium 
pofito  -v  ~ 3 ; quartum  pofito  a'  ~ 4 ; & ita  porro.  Co- 
gnito ergo  tennino  generali , quotuscunque  feriei  tenni- 
nus inuenietur , etiamfi  lex , qua  /inguli  termini  cohae- 
rent, non  refpiciatur.  Sic  verbi  gratia  ponendo  at— 1000, 
ftatim  terminus  millefimus  cognofeetur.  Ita  huius  feriei 
I,  5,  15,  28,  45,  66,  91,  120,  &c. 

Tenninus  generalis  cft  2xx  — a-;  pofito  enim  .*~i, 
haec  formula  dat  terminum  primum  i ; pofito  a:  — 2 , 
oritur  tcrmintis  fecundus  6 ; fi  ponatur  a-  — 3 , oritur 
tertius  i s i vnde  patet  huius  feriei  terminum  centefi- 
mum  , pofito  Ajzzioo  fore  ^2.10000  — 100  “19900. 

40.  In- 
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‘ 40.  Indices  fcu  exponentes  in  qualibet  fcrie  vocan- 
tur numeri,  qui  indicant  quotus  quisque  terminus  Ht  in 
ordine  : ific,  cermini  primi  index  erit  i , fecundi  2,  ter- 
tii 1,  & ita  porro.  Hinc  indices  fingulis  cuiusque  fcrici 
terminis  infcribi  folent,  hoc  modo 

I K D I c c s. 

I,  s,  3.  4,  y>  7>  &c. 

TERMINI. 

A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  &c. 

vnde  Batim  patet  G efle  feriei  propofitac  terminum  fep- 
timum,  cum  eius  index  fit  7.  Hinc  terminus  generalis 
nil  aliud  erit,  nifi  terminus  feriei,  cuius  index  vel  expo- 
nens eft  numerus  indefinitus  x.  Quemadmodum  ergo  in 
quolibet  (erierum  ordine,  quarum  differendae  vel  primae, 
vel  fecundae,  vel  aliae  fequentes  funt  confiantes , termi- 
num generalem  inucniri  oporteat,  primum  docebimus: 
tum  vero  ad  inueftigadonem  fummae  fumus  progrelTuri. 

41.  Incipiamus  ab  ordine  primo,  qui  continet  pro- 
greliiones  arithmeticas , quarum  differendae^  primae  fuqt 
conftantes ; fitque  a teiminus  feriei  primus i' termi- 
nus primus  feriei  differendarum,  cui  fequentes  omnes 
funt  aequales:  vnde  feries  ita  erit  comparata. 

INDICES. 

1,2,  3,  4,  5,  s, 

TERMINI. 

<j , a-\-h  y y /i-q— 3^,  /i— f— 4^> 

DIFFERENTI  Ae. 
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Ex  qua  ftadm  patet,  terminum,  cuius  index  fore 

i)^,  eritque  ergo  terminus  generalis  zrix-fj—/’, 
qui  ex  terminis  primis  cum  ipiius  ieriei,  tum  ferid  dif- 
ferentiarum componitur.  Quodii  autem  terminus  fecun- 
dus feriei  a-\-b  vocetur  ob  b ~ — a , erit  termi- 
nus generalis  ~ («»-/»)  — a^—a^{x-i) — a(x—2') 

vnde,  ex  cognitis  terminis  primo  & iecundo  progreflio- 
nis  arithmeticae,  eius  terminus  generalis  formabitur. 

42.  Sint  in  ferie  fecundi  ordinis  termini  primi, 
ipiius  Ieriei  “ a ; differendarum  primarum  ~ b ; diffe- 
rendarum fecundarum  ~c  \ eritque  ipfa  feries  cum  fuis 
differendis  ita  comparata. 

INDICES. 

*>  3)  4>  5i  7» 

TERMINI. 

e\n\bja\2b-{c\a\-ib\^c‘^a\^-{6c\a-{^b\ioc'jn\6b-{i'ic'^ 

DIFFER.  1.  &C. 

b‘j  j \ \ \ Hkj  &c.  ■ 

DIFFER.  II. 

f,  r,  f,  c,  f, 

ex  cuius  inlpe^one  liquet  terminum,  cuius  index  ~ x 

fore  “ ^ — r~^~2 — ^ ^ 

minus  generalis  feriei  propofitae.  Ponarar  autem  ipfius 
feriei  terminus  fecundus  n ««,  terminus  tertius  —a», 
cum  fit  ^ ~ r»  > & e i::  «■  — aa  * -+-  <7  j vd  ex  na- 

tura 
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rara  dtfrerendarum  (§.  lo.)  inccUigitur  , erit  terminus 
generalis 

rt-+-  i)  a) -f- (aa  j 

• I • i 

qui  reducitur  ad  hanc  formam 

0“  (r-i)  (^-2)  2fl»  (y  — i)  (y— 3)  a(.r-a)  (jr-3) 

I.  a I.  2 I.  2 

vel  edam  ad  hanc 

^'(jr-i)  (x-2) ^ (jr-i)  (x-3).-h  ^ (jr-a)(jr-3) 


aut  denique  ad  hanc 

ideoque  ex  tribus  terminis  ipfius  feriei  definitur. 


43.  Sit  feries  tertii  ordinis  a,  /i\  a»,  //m^  g:c. 
eius  differentiae  primae  i’,  b»',  &c.  & differen- 
tiae fecundae  f,  r|,  <•“,  &c.  & tertiae  </,  </,  </,  &c. 

quippe  quae  funt  conflantes. 

INDICES. 

I ~i  3»  4»  5» 

TERMINI. 

/r,  /»",  &C. 

D I F F E R.  I. 

b»,  b»\  i'v,  &c. 

DIFFER.  II. 

f,  r',  £•“,  £•“,  &C. 

DIFFER.  III. 

V ^tC. 

: F a Quia 
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Quia  dl/i’— 3^-4- 
3f-4-</;  fliT— /»+4^-h6f-f-4</;  &c,  j erit  terminus 
generalis,  leu  is  cuius  index  eft  Xy 

1 1.  2 I.  2.  3 

(icque  terminus  generalis  ex  differentiis  formabitur. 
Cum  autem  porro  fit 

— a\  f~/i“ — 2</‘— 1— 5 d~a^ — 3/j“-4-3/z*  — /» 

fi  hi  valores  fubftituantur  erit  terminus  generalis 
ui  C^-0  (^-3) u C-*--0(-»'"2)(y“4) 

1.  2.  3 ’ I,  2.  3 

- . , c^- !)(■*•- 3)  (•*'-4) ^ C-y-2)  (2--3)  (2--4) 

’ I.  2.  3 I.  2.  3 

qui  etiam  hoc  modo  exprimetur,  vt  fit 

““  2.  2.  3 Vo--4  X-2  X-lJ' 

44.  Sit  nunc  feries  cuiuscunque  ordinis  propofica: 


INDICES 

* » 

2 , 

3,  4,  y, 

TERMINI, 

a^y  «l>, 

DIFFER.  I. 

hy  h\  h^y  h»iy  h^y  SCC. 
DIFFER.  II. 

Cy  <■*,  f“,  <•“,  &C. 

DIF- 
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/f.  ‘ 


niF  FER.  .1 IL  .)  i • 

■ </»*,  </»,  &c. 

^ ■ ■ differ.'  IV.' 

’ ■ ty  'eK  ' &C.' 


.1«. 


X-!',  :;.r 


- irfi  M 


, . . DI.FF^  R. 

• ■ , :•  f,  u^9>  1 ^ 

cx  ipfius  ferici  termino  primo,  atque  ex  difTerentiarHm 
tenninis  primis  ^ , c ^ d,  * f &c.  terminus  generalis 
ita  exprimetui',' ' vt  fit : 


I.  a - -I.  2.  3 ' 


(x-i)  (x-2)  (.r-3)  jx-^y-  , 

I.  2.  3t  i' 

donec  ad  differentias  conftantes  perueniatur..  Ex  quo 
patet,  fi  nunquam  prodeant  differentiae  conflantes,  ter- 
minum generdem  per  expreflioncm  infinitam  exhiberi. 

4j.  Quia  differentiae  ex  ipfis  terminis  feriei  for- 
mantur, fi  earum  valores  fubflituantur , prodibit  termi- 
nus generalis  in  eiusmodi  forma  expreflus,  cuiusmodi 
pro  feriebus  primi,  fecundi,  & tertii  ordinis  exhibui- 
mus. Scilicet,  pro  feriebus  ordinis  quarti,  erit  termi- 
nas generaHs  ‘ ’ •’  • '' 

(.r 1 ) (x a)  (x 3)  (jr-i-4)  {x j) 


ii 


2. 


3‘  - 


Cfftr  4^7  m • 44hs‘,  \ 

r-5  x—4  ^ X— 3 x-a-^'  x-1^ 

F 3 


vnde 
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vndc  lex,  qua  fcquemiuin  ordinum  termini  generales 
coinponnntui- * iaeile  ^ peripicitur,.  Ex  lys  autem  patet 
pro  quouis  ordine  terminum  generalem  fore  funftionem 
ipfius  X rationalem  integram , in  qua  maxima  ipfius  x 
dimenfio  congruat  cum  ordine,  ad  quem  feries  refertur. 
Ita  fericrum  primi  ordinis  erit  terminus  generalis  funftio 
primi  gradus,  fecundi  oiidinis  fecundi  gradus  , & ita 
porro.  - ' 

45,  Differentiae  autem,  vti  liipra  vidimus,  ex  ipfis 
terminis  feriei  ita  refultant,  vt  fit 

* ' , h “ fl*  — a ' ' 

/I"  — • <1* 

h^zz  /in 

• &c. 

t - — - 2a‘  a 

2/7«  -f-  /7« 

f«~  2/7«>— f— 

&c. 

d — /7««  — «•  3/7«  -f-  3/7»  a 

d^~  «nr  _ 3rfiu_|_ 

d'^~  a'>  3/jiT-j~  3rt'« /7" 

j . - &G. 

Quare,  cum  in  feriebus  primi  ordinis  fint  omnes  valo- 
res  ipfius  f ~ o ^ erit 

/1« zr 2/7‘— ./7,;  /7“i— a/i“— «» ; /i"  — 2/1“ — &c. 

vnde  patet  h|^  ferie^  firauJ  effe  recurrentes , & fcalam 
relationis  effe  2^1.  Deinde,  cum  in  feriebus  fecundi 

. i . ordi- 
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etdinis  fint  omnes  vak)res  ipfius  </=zo,  oie  • • 

- <!>»“  3/f«— — 3«*  -\-a  'j  a"  ~ 3/1™  — 3«®-f-tf*5  &C.  • 

ideoque  & hae  erunt  recurrentes  fcaia  relatione  exiflente 

,1  » k I* 

3i 

Simili  modo  apparebit  omnes 'huius  cla^  ieries,  cnius- 
cunque  fint  ordinis , fimul  ad  claflem  ferierum  recurren- 
tium peninere,  atque  ita  quidem,  vt  fcaia  relatimiis  con- 
ftet  ex  coefficientibus  poteftatis  binomii',  vno  gradu  fii- 
perioris,  quam  eft  ordoj^  ad  quem  feries  refertur. 

• • * I 

47.  Quia  vero  pro  feriebus  primi  ordinis  quoque 
omnes  vatores  ipfins  d , & fequendam  differemianim 
omnium  funt  =0,  erit  quoque  in  bis  . « 

3/jd__  g 

a^ZZ.  3(i*“—  3<>B-f-  «» 

&C. 

aut  5/in— p. 

a»  — 

&c. 

Pertinebunt  ergo  & hinc  ad  feries  recurrentes  idqoe  in- 
finitis modis,  cum  fcalae  relationis  efle  queant; 

3, 3tH-*  ; 4, ^,-+-4, 1 ; U— IO, -Hio, y,H-i; 

&c.  ^ 

Similique  modo  intelligitur  vnamquamque  fcriem  hiuus, 
quam  traftamus,  clafiis  fimul  efie  feriem  recurrentem  in- 
numeris modis':  fcaia  enim  relationis  erit 

a(«— 1)*  , »(»— i)(g— 2)  »(»-i)(ff—a)(ff-3) 

i’  1.  I.  2.  3 ’ ~T.  a^  J.  4 ’ 
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dammodo  >rih  nnmerus  integer  maior,  qnam*  numeras 
q^o.prdo  indicatur.  Orietur  ergo  haec  feries  quoque  ex 
euo^utione  fraOionis,  cuius  denominator  eft  (i—j')",  p>ro- 
uti  in  fuperiori  libro  jic  .feriebus  recurrentibus  fufius  eft 
onenfiun. 

48.  Quemadmodum  vidimus,  omnium  huius  claiHs 
fcricnim , cuiuscunque  iint  ordinis , terminos  generales 
clIL*  ftinftiones  ipfius  x rationales  integras,  ita  viciflim. 
apparebit  omnes  feries,-  quarum  termini  generales  fint 
huiusmodi  funftiones  ipfius  x , ad  hanc  claflem  penine- 
rc,  atque  tandem  ad  differentias  confhmtes  perduci.  Et 
quidem , ii  terminus  generalis  iuerit  fiin£tio  primi  gra- 
dus dumieries  inde  orta  erit  primi  ordinis  lea 

arithmetica , differcudas  primas  habebit  conftantes.  Sin 
autem  tenninus  generalis  fuerit  funftio  lecundi  gradus  in 
hac  formo  <7a-a— )— ^x-|- r contenta,  tum  feries  ex  co 
oriunda,  dum  loco  x fuccelfiue  numeri  i,  2,  3,  4,  j,  &c. 
fubflituuntup,  erit  ordinis  fecundi,  atque  differentias  fe- 
cundas habebit  conftantes:  fiinili  modo,  terminus  gene- 
ralis tertii  gradus  dabit  feriem  teri 

di  ordinis  atque  ita  porro.  ^ - 1 ; 

' “497  Ex  termino  ^iiri  generali  non  foluiiToinnes 
feriei  termini  inueniuntur , fcd  etiam  feries  differentia- 
rum’  tam  ‘primarum  quam  fcquentium  deduci  polfunt. 
Cum  ' enim  , fi  feriei  terminus  primus  fubtrahatur  a fe- 
cundo , prodeat  leriei  differentiarum  terminus  primus : 
fecundus ‘autem  , fi  ipfius  feriei  terminus  "fecundus  a ter- 
tio auferatur , ka‘  feriei  differentiarum  in  obtinebitur  ter- 
minus, 
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minus,  cuius  index  eft  x;  H ipfius  feriei  terminus,  cuius 
index  eft  jv,  fubcrahatur  a iequente  cuius  index  eft  x-\-u 
Quare  fi  in  tennino  feriei  generali  loco  x ponatur  ^-1-r, 
ab  hocquc  valore  terminus  generalis  fubcrahatur,  rema- 
nebit terminus  generalis  feriei  difFcremiarum:  fi  igitur  X 
fuerit  feriei  terminus  generalis , erit  eius  differentia  ^ X, 
(quae  modo  in  praecedente  capite  ofienfb  inuenietur  , fi 
ftatuatur  ibi  w~i,)  terminus  generalis  feriei  differenria- 
nim  primarum.  Simili  igitur  modo  erit  AAX  terminas 
generalis  feriei  differentiarum  fecundarum  j A^X  tertia- 
rum, ficque  deinceps. 

fo.  (Juodfi  autem  terminus  generalis  X fuerit  fim- 
ftio  rationalis  integra , in  qua  maximus  exponens  potes- 
tatis ipfius  X Iit  « ; ex  capite  praecedente  colligitur,  eius 
differentiam  AX  fore  funftionem  vno  gradu  inferiorem, 
nempe  gradus  » — i.  Hineque  porro  AAX  erit  hme- 

rio  gradus  » — '2  , & A^X  fiinfHo  gradus  »•— 3,  & ita 
porro.  Quare,  fi  X fuerit  funffio  primi  gradus,  vti 
ax-^b,  tum  eius  differentia  AX  erit  conffans  — « ; 
quae  cum  fit  terminus  generalis  feriei  primarum  differen- 
tiarum , perfpicitur  feriem , cuius  terminus  generalis  X 
fit  fim£Ho  primi^p^dus,  fore  arithmeticam  feu  primi  or- 
dinis. Simili  modo  fi  terminus  generalis  X fuerit  funfHo 
fecundi  gradus  ob  AAX  conflantem,  feries  inde  orta  dif- 
ferendas fecundas  habebit  conflantes,  eritque  propterea  • 
ordinis  fecundi;  ficque  perpetuo,  cuius  gradus  fuerit  func- 
tio X terminum  generdem  confHtuens,  eiusdem  ordinis 
erit  feries  ex  eo  nata. 

G SI. Hanc 
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51'  Hnnc  ob  rem  feries  potcfhtum  numerorom  na* 
turalium  ad  differentias  coiiftantes  perueniunt , vti  cx  fe- 
quenti  fchemace  fit  manifeftum.:-,|-..‘^  . \\ 


I,  .2,  3,  4,  5,  6,  '1-*  8,  • • &c. 


fc,  t 4,  9,  i6,  25,  3<S,  J»'  49»'i!!  64,  &c. 

DIFFER.  1. 

3,  y,  7,  9,  II,  13,  ly,  &c. 


7»  »9,  37,  «I,  91,  127,  &c. 

DIFFER.  II. 


POTEST.  IV.-^ 

1,  1«,  81,  2J«,  625,  12$^,  2401,  &C. 

O I F F E R.  I.  ^ 

*y,  ^y,  i7y,  3^9,  «71,  1105,  &c.' 

DIFFER.  II. 

yo,  110,  ii>4,  302,  434,  &c. 

D I F F E R.  I 1 I. 

^o,  84,  108,  132,  &c. 

. DIFFER.  IV.  -! 

i 54,  34,  24,  &C. 


POTES  T.  i I.  > 


DIFFER.  1. 


I i-w  •!'  . 


I,  i &c. 


POTEST.  II, 


12,  18,  24,  30,  3(J,  &c, 

DIFFER.  III. 

6,  6,  6.  &C. 


Quae 
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Qaae  igitiH-  in  capite  praecedente  de  differentiis  cuius- 
que ordinis  inueniendis  funt' praecepta',  ea  hic  inlerutent 
ad  terminos  generales  differentiarum  quarumuis,  quae 
cx  feriebus  naifcuhtur  ,'  inueniendos.  “ ’ 

J2.-  Si  terminus  generalis  cuiusquam  feriei  fuerit 
cognitus,  eius  ope  nonrfofum  omnes  eius  termini  in  in- 
finitum inueniri , fed  etiam  feries  retro  continuari',  eius- 
que  termini ,'  quorum  exponentes  fint  numeri  negatiui, 
exhiberi  poterunt,  loco  jt  numeros  negatiuos  fubftituen- 

do:‘f|c,;fi  tenninus  generalis  fuerit  — ^ ponendo 

loco  *■  tam  negatiuos  quam  affirmatiuos  indices',  feries 
vtrinque  continuata' erit  huiusmodi. 


INDICES. 


fj  ,4)  3}  a,  I,  o,  r. 

« • 

3.  4,  5,  &C. 

. SERIES. 

&C-  + 5,+2,  O,— 0,  2, 

J, 

9y  14,  20,  27,  &C. 

D I F.  F E R. 

I. 

t 

o,  I,  ' 2,  3f  4>  y,  ff,  7,  &c. 

DIFFER.  II. 

i ' 'i 

I,  r &c. 

Cum  igitur  ex  differentiis  terminus  generalis  formetur 
quaeque  leries  ex  differentiis  retro  continuari  poterit ; ita 
quidem , vt , fi  differentiae  tandem  fiant  conflantes , hi 
termini  finite  exhiberi , contra  vero  per  expreflionem  in- 
finitam aifignari  queant.  Quin  etiam  ex  termino  gene- 

G * rali 


N 
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rali  ii  termini , quorum  indices  fune  fraSi , deflnientur, 
in  quo  ferierum  interpolatio  continetur. 

53.  His  de  termino  ferierum  generali  monids, 
progrediamur  ad  ilimmam , feu  terminum  fummato* 
rium  ferierum  cuiusque  ordinis  inuelUgandum.  Pro- 
podta  autem  quacunque  ferie , terminus  fummato- 
ritts  eft  fun£Ho  ipfius  r,  quae  aequalis  efl  fummae  tot 
terminorum  feriei , quot  vnitates  continet  numerus  x. 
Ita  ergo  terminus  fummatorius  erit  comparatus , vt  Ii 
ponatur  x— i , prodeat  terminus  primus  feriei ; fin  au- 
tem ponatur  x — a , vt  prodeat  fumma  primi  & fecun- 
di ; fa£l:o  autem  t — 3 , fumma  primi , fecundi  ac  ter- 
tii; ficque  deinceps.  Hinc,  fi  ex  ferie  propofita  noua 
feries  formetur,  cuius  primus  terminus  aequalis  fit  pri- 
mo illius,  fecundus  aequalis  fummae  duorum,  tertius  ae- 
qualis fummae  trium  , atque  ita  porro,  haec  noua  feries 
vocatur  illius  fummatrixy  huiusque  feriei  fummatricis  ter- 
minus generalis  erit  terminus  fummatorius  feriei  propo- 
fitae : ex  quo  inuendo  termini  fummatorii  ad  inueodo* 
nem  termini  generalis  reuocatur. 

54.  Sit  ergo  feries  propofita  haec 

fl,  fl» , <»“,  /1“',  ««»,  a»,  &c.  ^ 

huiusque  feriei  fummatrix  fit 

A,  A«,  A“,  A“,  A»y  A»,  &c. 

erit  ex  eius  natura  modo  expofita : 

A = 
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A =r « 

A» 

A”IZ  a -{—  (7»  -j— /x“ 

A*H“  a — f— /»’  — <»““4“/»®* 

A»>'  Z=  fl  /7*  -f-  -f-  /1“  -4-  a*» 

&c. 

Hinc  feriei  fummatrkis  differentiae  erunt: 

A* — ^A— Au — ^A»— rt";  A'® — ^A"=:<»'";  &c. 
vnde  feries  propjofita  termino  primo  minuta  erit  feries 
differentiarum  primarum  feriei  (ummatricis.  Quodfi  igi- 
tur feriei  fummatrici  praefigatur  terminus — o vt  ha- 
beatur : 

o , A , A* , A"  , A'u , A" , A» , &c. 
huius  feries  primarum  differentiarum  erit  ipfa  feries 
propofita : 

tf,  /7> , «■,  «w,  fl’,  &c. 

Hanc  ob  rem  feriei  propofitae  differentiae  pri- 
mae, erunt  differentiae  fecundae  fummatricis,  atque  dif- 
ferendae fecundae  illius  erunt  differentiae  ternae  huius, 
tertiae  autem  illius  quartae  huius,  atque  ita  porro.  Qua- 
re , fi  feries  propofita  tandem  habeat  differendas  conftan- 
tes,  tunc  edam  eius  fummatrix  ad  differendas  conffantes 
deducetur,  eritque  igitur  feries  eiusdem  naturae,  at  vno 
ordine  fuperior.  Huiusmodi  ergo  ferierum  perpetuo 
terminus  fummatorius  exhiberi  poterit  per  exprefiionem 
finitam.  . Namque  tenninus  generalis  feriei : 
o,  A,  A',  A",  A®',  A",  &c. 
feu  is,  qui  indici  x conuemt  exhibebit  fummam  x — i 

G 3 ter* 
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tenninorum  fcriei  huius 

atque  fi  tum  loco  x fcribatur  -r-f-i,  orietur  furnina  r 
terminorum,  ipfeque  terminus  fiimmatorius. 


S6.  Sit  igitur  Seriei  propofitae 

n,  «>,  /7",  «>u,  J",  &C. 

Series  differentiarum  primarum 

b',  i", 

Series  differentiarum  fecundarum 
f,  rS  r«,  r'%  r-v , , ^v.  , &c. 

Series  differendarum  terriarum 

d,  «/"S 

ficque  porro  donec  ad  differentias  conffantes  perucniatur. 
Deinde  formetur  feries  fummatrix,  quae  cum  praefixa'© 
in  locum  termini  primi,  cum  fuis  differentiis  continuis  fe 
habebit  fequenti  modo : 


INDICES. 

I, 

2 , 

3 > 4»  S 5 

m 

< > 

&c. 

S U M M A T R I X. 

o> 

A, 

A>,  A'<,  A"',  A>'-, 

A% 

&c. 

SERIES  PROPOSITA. 

“i 

rt»,  /7>»,  /7*'^,  «V, 

&c. 

DIFFER.  I. 

^ii, 

i '7  , 

&c. 

differ.  II. 

f', 

c«,  cw, 

CVI, 

&c. 

• 

DIFFER.  III. 

</> 

d'. 

du  ^ ^/in  j </iv  ^ ^ 

Jv, 

&c. 

erit 
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erit  ftrici  lummatricis  terminus  generalis,  feu  qui  indici 
X relpondet 

1.2  I.  2.  3 

qui  itmul  exhibet  fununam  x — i terminorum  feriei 


propofitae , /»,  /j*. 


flUi^  rti»,  &c. 


57.  Quod  fi  ergo  in  hac  fumma  loco  — i feri- 
batur  2T,  prodibit  feriei  propofirae  terminus  fummatorius 
fuminam  x terminorum  compleftens 


—xn-if  -^10^+  2-C.r-.iX-* -2)^  .v(2--0(2--2)C2--3)  ^ 

' 1.  2 I.  2.  3 ' I.  2.  3.  4 ^ * 

Hinc , fi  litterae  i , <■ , d , f , valores  ipfis  afligna- 
tos  retineant,  erit 

SERIEI. 

ir,  /I*,  <T«,  /I»,  &c. 


TERMINUS  GENERALIS. 

^ 1 C2-  IV- 1 f I C-^-OC^-OC-^-9)C^-4) . 

' 1.  2 ' I.  2.  3 ' 1.  2.  3.  4 

&C. 


ET  TERMINUS  SUMMATORIUS. 


x{x-\)  ^ . 2-(2--.l)(2--2)  ^ 2-C.V-i)(2--.2)Ca--3) 

I.  2 ' I.  2.  3 ' I.  2.  3.  4 ' ' 


Inuento  ergo  feriei  cuiusuis  ordinis  hoc,  quem  ofiendi- 
mus,  modo  termino  generali,  non  difficulter  ex  eo  ter- 
minus fummatorius  reperietur,  quippe  qui  ex  iisdem 
difrereudis  conflatur. 

Sf.  Hic 


k 

V 
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jg.  Mc  modus  terminam  fummatorium  per  diffe- 
rentias feriei  inueniendi  imprimis  ad  eiusmodi  feries,  quae 
tandem  ad  differendos  conflantes  deducum,  efl  accom- 
modatus ; in  aliis  enim  cafibus  exprelOo  ffnita  non  repe- 
ntur. Quodfi  autem  ea , quae  ante  de  indole  termini 
fummatoiii  funt  expolita  , attendus  perpendamus  , alius 
modus  fe  offert  terminum  fummatorium  immediate  ex 
termino  generali  inueniendi , qui  multo  ladus  patet  , at- 
que in  infinids  cafibus  ad  exprefliones  finitas  deducit,  qui- 
bus prior  modus  infinitas  exhibet.  Sit  enim  propofita 
feries  quaccunque. 

'»  />  &C. 

cuius  terminus  generalis,  feu  indici  x relpondens  fit 
= X ; terminus  aiuem  iummatorius  fit  =:  S , qui  cum 
fummam  tot  terminonim  ab  initio  cxliibeat,  quot  nume- 
rus X continet  vnitates,  erit  fumma  x — i terminorum 
— S — X;  eritque  adeo  X differentia  expreflionis  S— X, 
cum  relinquatur,  fi  haec  a fequente  S fubtrahatur. 

S9-  Cum  igitur  fit  XzrA  (S — X)  differentia  eo  mo- 
do fumta,  quem  capite  praecedente  docuimus,  hoc  tantum 
diferimine,  vt  quantitas  illa  conflans  <•>  hic  nobis  fit  :=i. 
Quare,  fi  ad  fummas  regrediamur,  erit  2X=  S— — X, 
ideoque  terminus  fummatorius  quaefitus 
S 2X  “f—  X -“l — c . 

Quaeri  ergo  debet  fumma  functionis  X methodo  ante 
tradita,  ad  eamque  addi  ipfe  terminus  generalis  X,  erit- 
que aggregatum  terminus  fummatorius.  Quoniam  autem 

in 
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in  fummis  fumendis  inuoluitur  quandtas  conftans , (iue 
addenda  Hue  fubcrahenda  ; ca  ad  praeientem  cafum  accom- 
modari debebit.  Manifeftum  autem  eft,  fi  ponatur  x—o, 
quo  cafu  numerus  terminorum  fummandorum  e(t  nullus, 
iummam  quoque  fore  nullam ; ex  quo  quantitas  illa  con- 
flans C ita  determinari  debebit vt  pofito  x — o , fiat 
quoque  S — o.  Pofids  ei^  in  illa  aequatione  S — sX 
-1-X-l-C  tam  S~  o quam  x—p , valor  ipfius  C in- 
venietur. 

6o  Quoniam  ergo  hic  totum  negotium  ad  fiimma- 
donem  funfHonum  fupra  monftratam  reducitur,  ponendo 
<D  “ r , exinde  depromamus  fummadones  traditas  ; ac 
primo  quidem  pro  potefladbus  ipfius  x erit 

—-ZlZZX 

ix 

2at*  ^x^  — ix'  ■+■  ix 

2*^  n ix*  — -h  J-v* 

^x*  — ix'  — ix*  -+-  ix'  — j'sX 

=ix* ix'-i-^x* r\x' 

Sx*  z=.  ix'  — i*'®  -Hix*  — ix' -+-  ^'^x 

quibus  accenfeatur  fummatio  generalis  poteflatis  x"  §.  29. 
tradita  , dummodo  ibi  vbique  loco  w vnitas  fcribatur. 
Harum  ergo  formularum  ope  omnium  fcrierum,  quarum 
termini  generales  funt  funftiones  rationales  integrae  ipfius 
X,  termini  fummatorii  expedite  inueniri  poterunt. 

H 6j.  De- 
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6i.  Denotet  S.X  terminum  fummatorium  feriei, 
cuius  terminus  generalis  cft  ~X ; eritque,  vt  vidimus, 
S.X  =:  2X  .-h  X C 

diunmodo  conflans  C ita  afllunatur , vt  terminus  fum- 
matorius  S.X  euanefcac  pofito  x~o.  Hinc  igitur  ter- 
minos fummatorios  ferierum  poteftatum,  feu  quarum  ter-, 
mini  generales  comprehendimtur  in  hac  forma  x”  ex- 
primamus. Pofito  itaque 


S.A"  — i-f-3*-h3"-|-4»-f-  • • • 

erit 

r.  I n 

S.3^—  — ■*•“* h — 

»|l  2-3  2.  3.  4.  J 

, , »C»-iX»-3X«-3X«'4)  , <»-0  • • C»-0 

. . . 8.9^ 

— ^ -x<-« 

2,3  . . 12.13 


+V- 


2.  3.  4.  J. 

, 6.  7 

«(»-0  . 

• («-8) 

2.3.4  • 

. lO.Il' 

, »C«-i)  • 

. («-12) 

2.3 


ys  . 

14.15  2.3  ..  . 1^.17 


4-  i 

42  2.  3 

1222277  »Ch-i)  . . . . , 

^-1 

• • . i8*i^ 

• • . (»-i8)  , 

110  ' 2.  3 

, 854JI3  

X"  * 

, . . 20.21 

. . . C«-2  0)  _ 

' 6 ■ 2.  3 

1181820455  »(a-i)  . . . 

. . . 22.23 

. . . (»-22) 

546  ' 2,  3 . . . 

, 7^9779^7  <«-r)  .... 

• - 

. . . 24.25 

. . . (»“24) 

i 

&C.  62. 
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tfa.  Hinc  ergo  fummae  pro  variis  ipfius  n valori- 
i>us  ita  fe  habebunt*: 

S.  xo  — .V 

S,jr‘  ~ i X*  |x 

S.x»  — ^ -+.  ixx  H-  f X 

S.x*  — ^ X*  — f-  — j—  ^ X* 

S.x^  =^xs  -+-Xx«  -hfx*  3»^x 

s.x*  =:  f X«  H-ix*  -^^X*  — 

S.X»  f x^  I Jr«  I f x3 

S.xX  = i X»  H-|xx  -f-^,X»  ^^x* 

S.x«  n } X»  H-  4x»  -t-  f X'  /yX* 

S.X»  — /^XX»-hix»  -f-  |x*  /gX* 

$.»•*“  = *jr” -4- ix'0-t-  fx»  xi- 

S.x”  Z=  + — V^*  -f-  Vx« 

Xy'X«-hAX» 

5.. X”  "+”  i X**  — yx» 

— Hx»  -f-f  x3 tWs* 

S.x* » 3=  /yX*  ♦-!-  i X*  3 -4- f|x*  » */^x*  o-|-.»^x* 

'tV  •*■«*-}- f^4T« 

S.x»«ZZxV'*‘'^*-t- i •»” H3r**H-*^x». 

— — «J*x3-4_|.^ 

5.. r*»  = A»*«-4-|x*»-f-  |x*«  — f*x**  -f-y^x*® 

— — yj^x*~{-i/x* 

S.x**=:  ^ -f- 

X ^3x»-f-»  f °x* * H»jr^-f-*  t «x3 VVs?x 

&c,  quae 


-h 

-f- A^* 

H-  I A-3  • 
— A'*’ 
H-  i x« 

— A-*'* 

“4—  X* 
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quae  fumniae  ex  forma  generali  vsque  ad  px>teftatem  vi- 
ceiimam  nonam  continuari  poiTunt. ' Atque  ad  huc  vl- 
terius  progredi  liceret,  fi  coefficientes  illi  numerici  vlte- 
rius  ellent  erud. 

63.  Ceterum,  in  his  formulis  lex  quaedam  obfer- 
vatur,  cuius  ope  quaelibet  ex  praecedente  facile  inueniri 
poteft,  excepto  tantum  termino  vldmo,  fi  in  eo  poteftas 
ipfius  X prima  contineatur  : tum  enim  in  fumma  fequen- 
te  vnus  terminus  infuper  accedit.  Hoc  autem  omifib, 
fi  fuerit 

S.x»~  ax»+»-d-6x»-|-yx»-« — 
erit  fequens  fumma: 

S.xM-i— ^ 
«rfa  H-fi  » »-2 

H-  -3-  tx»-4 {x"-^-\ 1-  ipf"-«-&c. 

«-4  »-6  «-8 

vndc  fi  H fuerit  numerus  par,  fequens  fumma  vera  pro- 
dit : at  fi  n fuerit  numerus  impar,  tum  in  fequente  fum- 
ma praeterea  defiderabitur  terminus  vlrimus,  cuius  for- 
ma erit  Interim  tamen  hic  fine  aliis  lubfidiis  ita 

inueniri  poterit.  Cum  enim  fi  ponatur  x~i,  fumma  vni- 
ci  tantum  termini,  (hoc  eft  terminus  primus,  qui  erit 
~i,)  oriri  debeat:  ponatur  in  omnibus  terminis  iam  in- 
ventis x~i,  ipfaque  fumma  fiatuatur  zri,  quo  fafto  va- 
lor  ipfius  elicietur,  eoque  inuento  vlterius  progredi  li- 
cebit. Atque  hoc  pafto  omnes  iftae  fummae  inueniri  p)o- 
tuifient.  Sic,  cum  fit 

S.x^ 
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6i 


^ X* — X*'  ''  .' 

. -i':'yi  ■ '■;>•.  erk  - . ‘ ’ 

S.x^ 

feu 

S.jr»  = f -t-  i A * -f-  I i x^~h  ^x . 

Ponatur  nunc  *•— r,  fiet  i—^  -f-  f -4-  i — y -h ^ 
ideoque  ^ — ^ f > vti  ex  fbrtna  generali  inue- 
nimus. 

64.  Ope  harum  formularum  fummatoriarum  nunc 
facile  omnium  fcrierum,  quarum  termini  generales  fime 
funffiones  ipfius  x rationales  integrae,  termini  fiimmato- 
rii  inueniri  poterunt,  hocque  multo  expedidos,  quam  prae- 
cedente methodo  per  difierendas. 

EXEMPLUM  I. 

Inumire  terminum  fummatorium  huius  feriet 
7,  2«,  40,  57,  77,  Too,  125,  &c. 

cuius  terminus  generalis  ejl 
. 3 XX  H-  X 

2 

Cum  terminus  generalis  confiet  duobus  membris,  quaev 
ratur  pro  vtroque  terminus  fummatorius  ex  formulis  fu- 
perioribus 

S.  1 =Z  4 ^ X , 

& 

S.  -I  ‘ \ X X J X 

eritque 

3 X'X  ^ * 

S'  — - — jx—  |ar(ar-{-i)* 

’ H 3 qui 
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qui  cil  tnxninus  iummatorius  quMfituf.  Sic,  fi  pocatur 
A “ y,  erit  |-6*  —$o,  lumma  quinque  terminorum 
- 2 — H 7 -+-  » J -t-  26  -4-  40  = 50  . ' 

EXEMPLUM  II. 

Imenire  terminum  fummatorium  feriei 
I)  27,  “j  , 343,  729,  133*  > &C. 

quae  continet  cubos  numerorum 
imparium. 

Terminus  generalis  huius  feriei  eft 

— (a;r— 0^  i2xx-{-6x — i, 

vnde  terminus  fummatorius  fequenti  modo  colligetur. 
-J-  8.  S.  ~ 2x*  4Jr*  H-  2X*  ' 

& . 

— 12.  S.2f*ZZ  . 42!'^  6x*>—2X 

atque 

■ j ' 6.  S.2f  __  • • * • I 3^^ ' I 32^ 

denique 

I.  S.A-®  

Erit  fcilicet  fumma  quaefita  =22r* — x*z=xx(2xx^i). 

Vti,  fi  ponatur  2 = 6 erit  35.71^:2556  fumma  fex  ter- 
minorum feriei  propofitae  = 1-4-274-135+343-1-729 

+'1331=2556. 

65.  Quod  fi  terminus  generalis  fuerit  produQum 
ex  fattoribus  fimplicibus,  tum  terminus  fummatorius  fe- 
cilius  repedetur  per  ea,  quae  fupra  §.  32.  & (cqueim- 
bus  funt  tradita.  Cum  enim  , pofito  w = i , fit 

« e 
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2 (x-f»)  = 4(a-|-«-i)  (xj-tt) 

, * & 

S (^x\n)  Ca-+»+i)  r:  (r-f»)  (A--f-»|0 

aeque ' 

2(x-f«X^--l-n+lXA'+«+2)=K^+«-lX-»'+»X'*'+«+»X'*-f»+») 

' - &C.  - 

fi  ad  hats  fiurmias  ip(bs > terminos  generales  addamus,  fi* 
mulque  confiantem  adiiciamus,  quae  pofito  x:r:o,  red* 
dat  terminum  fummatorium  euaneicentem,  iequentes  ob» 
tinebimus  terminos  fummatorios. 

S.(-r-f»)  = i(x\n)  — I »(«+0 

& 

S.(Ar+«X^-l-»-j-l)— KA-f»X-*"  + «+lX-*‘+»  + 2)-5«C»+lX»  + 2) 

atque 

S.(A‘t«X'^+«+iX-*-+»+2)=iC-*‘t»X^-f-»+0C^+'»+2)C-*'+»+j) 

— i<«+0(»+2)(«+3) 
ficque  porro. 

Si  ergo  fuerit  vel  nzzo  vel  n— — i,  quamitas  con- 
flans in  his  fummis  eoanefeit. 

66.  Seriei  ergo  i,  a,  3,  4,  5,  &c.  cuius  terminas 
generalis  efi  ~ jr ; terminus  lummatorius  erit  ~i  ArCAr-t-i) 
feriesque  fummatrix  haec:  i,  3,  10,  i y,  &c.  cuius  porro 

termihos  fummatorius  erit  ~ & feries  lum- 

I.  2.  3 ’ 

matrix  haec:  i,  4, 10,  20,  3y,  &c.  Haec  vero  denuo  termi- 
num fummatorium  habebit  — qui 

I.  2.  3.  4 

erit 
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erit  terminis  generalis  feriei  i,  y,  i y,  35,  70,  &c.  hoiosque 

terminus  fummatonus  ent  — — . 

' I*  2,  3*  4'  y " 

Hac  autem  feries  prae  reliquis  probe  funt  notandae,  quo- 
niam earum  vbique  amplilTimus  eft  vfus.  Ex  his  enim 
defumuntur  coefficientes  binomii  ad  dignitates  eleuad, 
qui  quam  late  pateant,  cuique  in  his  rebus  parum  ver- 
fiito  abunde  conflat. 

f 

67.  Ex  his  etiam  illi  termini  iummatorii,  quos  ante 
ex  difierentiis  elicuimus,  facile  inueniuntur.  Cum  enim 
ibi  tenninum  generalem  fequenti  forma  inuenerimus 
expreflum 

I ' I.  a I.  a.  3 

Ci  cuiusque  membri  terminum  fummatorium  quaeramus 
eosque  omnes  addamus,  habebimus  terminum  fummato- 
rium huic  termino  generali  conuenientem.  Sic  cum  fit 
S I — 

& 

S (x—i)  1 x(x-i) 

atque 

S (x-l)  (x-l)  —ix(x-l)  (x-2) 

& 

S (x-i)(x~2)(x-j)  — J xCAr-i)(a:-2)  (ar-3) 

&C. 

erit  terminas  fummatorius  quaefitus; 

I.  2 ' I.  2.  3 I.  2.  3.  4 

quae 
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quae  forma  non  difcrcpat  ab  ea , quam  ante  ex  diiFe- 
rcndis  obtinuimus. 

68.  Deinde  etiam  haec  terminorum  fummatorio- 
rum  inucmio  ad  fraftiones  accommodari  poteft:  quia 
enim  fupra  §.  34.  inuenimus  efle,  ponendo  w:i:i 

S — — I. — ^ — 1 

x-\-n 

erit 

S —-1 L.__| L_  " ‘ 

(a--}-»)  I ) Jf-h  «-H I n -I-  r 

Simili  modo,  fi  ad  fummas  fupra  inuentas  ipfos  terminos 
generales  addamus , feu  quod  idem  eft , fi  in  illis  ex- 
preffionibus  loco  x ponamus  A:-f-i  habebimus 

s • • l i 

L 

^2  -(«Ii)  («4-2) 

& 

I 

(A-f-»-+-3) 

r 1 , ^ I 

T ‘ 3)”^  3 ■ (»-f-0C»+2X«+3) 

quae  formae  faqle  pro  lubitu  vlterius  conanuantur. 
erit  quoque 

S 1 S ^ ^ L_ 

xj-ft  + i 

I . Etfi 


Digitized  by  Googie 


5« 


x:  A P U T ' II. 


Etfi.ergo  neuter  horuin  duoiTun  terminorum  fummato* 
rionim  icorfim  exhiberi  poteft,  tamen  eorum  differen- 
tia cognofeimr ; hineque  in  pluribus  caffbus  fummae  fe- 
ricrum  facis  expedite  affignantur : id  quod  vfu  venit,  ff 
terminus  generalis  fuerit  fraftio , cuius  denominator  in 
faftores  fimplices  refolui  poteft.  Tum  enim  tota  frac- 
tio in  fraOiones  partiales  refoluatur ; quo  fafto , ope 
huius  lemmatis  mox  patebit,  vtrum  terminus  fummato- 
rius  exhiberi  queat  nec  ne  ? 

EXEMPLUM  I. 

luuenire  terminum  fummatorium  feriet  huius  : 

*■+•  i "4“  f ~f“TS  -4“TT“}~TT"-f-  &C. 
cuius  terminus  generalis  eft  ~ — .* 

Terminus  ifte  generalis  per  refolutionem  reducitur  ad 
2 2 

hanc  formam  — — . Hinc  terminus  fummato- 

A X ■ I ' 1 

rius  erit  ~_2  S.  — — 2 S.  — j — , qui  ergo  per  prae- 

cedens  lemma  erit  ir  2 ~ — . Sic,  fi  fit 

ar  =:  4 , erit  f = i H-  i -fr  i -f-  f ^ . 

EXEMPLUM  II. 

Quaeratur  terminus  fummatorius  feriei  huius: 

I I I I I l?r- 

T,  TT  > j yy  j Tiy>  &-C. 

cuius  terminus  generalis  efl  ~ ^ . 

• * •'  4xx-^^ — 3 

Quia 
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tcrtniqi  genei^is^de^ipimtor^.hab,q^-^£lorcs 
»x — I & a^^3,  is  rfcfoiuetur  i^^as  partes  : 


’ 

I • I • 


^ < .1  I 


^'2X 1 4'2X-i-'i  8 ‘.y-— T * 

c ^ eft  ^ r .1 

• S;  s! 4- » ^i-T 

X i ^4r4  J^-hi 

^ .1  ^ 


I -;  .•*. 


^ *;_!_* LL 


tO 


ergo 


-i 


l >-/J 


A- 


cuius  pars  oftaua  dd)it  terminum  fummatorium  quaefitum 

nemp? 


.■■r>  i 


‘ I 


4~^I3  8-»-r+-4  8A--4-I2  • ^r-Ha.TTjC+v-f-s;' 


•«•(4-r-l-y) 


: — r - • j-  . 

. ■•  > ■ • '"II  , r.T'  ; rv' ;l  ;■•,]  in<rf| 

(.  70.  Quoniam  numeri  figurati,  quos  coefficientes 

binomii  ad  dignitates'. euefti  praebent;,  prae,  ceteris  nor 
tari  merentur,  fummas.rerierum  exhibeamus,  quarum 
numcratqres  fint  “ i , denominatores  vero  numeri  figu; 
rati  ; id  quod  ex  §.  6g.  facile  fiet.  Seriei,  ergo, cuius 


:j&(!  I 


I 


Ter- 
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' Terminus  'gedcAlfe^ 

a,' 

«'“erit  ' “• 

‘ 1.  a 

- 3 1 

i ^ 

1.  3.  3 

{'  3 

I.  3.  3-  4 

!•  2*  ^ 

1.  3.  3-  4-  y _ 

I-  a-  3-  J 

(j^+0  (^+2)  (x+3)  (•*'+4| 

(^+  0(a-+2)(’^+  3X2-+4) 

&c.  ' . . 

, &c. 

vnde  lex,  qua  iftae  expreffiones  progrediuntar,  fponte 
apparet.  Neque  vero  hinc  terminas  fummatorius,  qui 

conueniat  termino  gendrali  ~ , colligi  poteft,  quippe 
qui  per  formulam  dcHnitam  exprimi  nequit. 

71.  Quoniam  terminus  fummatorius  praebet  fum- 
mam  tot  terminorum , quot  vnitates  continentur  in  in- 
dice x \ manifeftum  eft  harum  ferienim  in  infinitum 
continuatarum  fummas  obtineri , fi  ponatur  index  x in- 
finitus : quo  cafu  expreflionum  modo  inuentarum  ter- 
mini pofteriores , ob"  denominatores  in  infinitum  abeun- 
tes euanefeent.' 


/»  V T II  €9 

Hinc  iftae  feries  inHnicae  finitas  habebunt  fummas,  quae 
erunt  * 

f *4-  \ “4“  f *+■  tV  tV  ■+*  &C.  “ f 

I -4—  ^ -+-  iV  “H  ^5  “4“  71  "t"  “ i 

* “+~  I H~  TT  “t~  7T  "4“  tV  "4"  — i 

I —f—  V H"  7T  “4“  TT  “4“  TTT  "4“  — f 

t — 4~  j “4“  tV  “4“  T?  “4"  TTo-  “H  _ f 

&c. 

Omnium  ergo  ferierum , quarum  termini  fummatorS 
habentur,  in  infinitum  continuatMiim  fummae  exhiberi 
poterunt  pofito  x~viy  dummodo  hoc  cafu  fummae 
fiant  finitae : quod  quidem  euenit,  fi  in  termino  fumma- 
torio  X tot  habeat  dimenfiones  in  denominacore,  quot 
habet  in  humeratore. 


I 3 CAPUT 

N. 
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CAPUT  III. 

DE  INFINITIS  ATqUE  INFINITE 

P ^ R U l S. 


72.  

Cum  omnis  Quantitas,  quantumuis  fit  magna,  vlte- 
*rius  augeri  poifit , neque  quicquam  obftet , quo- 
minus ad  datam  quantitatem  quamcunque  alia  quantitas 
eiusdem  generis  addi  queat ; omnis  quoque  quantitas 
fine' fine  augeri  poterit;  neque  enim  vnquam  tam  magna 
fiet,  vt  ipfi  nihil  amplius  adiici  poflct.  Nulla  igitur  datur 
quanritas  tam  magna,  qua  maior  concipi  nequeat:  hinc- 
quc  extra  dubium  erit  pofitum , omnem  quantitatem  in 
infinitum  augeri  pojje.  Qui  enim  hoc  ncgauent,  is  affir- 
mare cogitur,  dari  limitem,  quem  quantitas,  cum  atti; 
gerit,  fupcrare  nequeat,  atque  ideo  fiatuere  debebit  quan- 
titatem, cui  niliil  amplius  adiici  poffict ; quod  cum  fit  ab- 
furdum  atque  quantitatis  notioni  - aduerfetur , neceffario 
concedendum  eft,  omnem  quantitatem  fine  fine  conti- 
nuo magis,  hoc  eft,  in  infinitum  augeri  pofTe. 

73.  In  fingiilis  quantitatum  fpcciebus  hoc  etiam  cla- 
rius perfpicictur.  Sic,  nemo  facile  reperietur,  qui  (latue- 
rit feriem  numerorum  naturalium  i,  2,  3,  4,  5,  (S,  &c. 
ita  vsquam  e(Te  determinatam,  vt  vlterius  continuari  non 
poffit.  Nullus  enim  datur  numerus,  ad  quem  non  infu- 
per  vnitas  addi,  ficque  numerus  fcquens  maior  exliiberi 


< 
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queat ; hinc  feries  numerorum  naturalium  fine  fine  pro- 
greditur, neque  vnquam  peruenitur  ad  numerum  maxi- 
mum, quo  maior  prorllis  non  detur.  Simili  modo  K- 
nea  refta  nunqua’m  eousqiic  produci  poteft,  vt  infiiper 
viterius  prolongari  non  pofiet.  Quibus  euincitur,  tam 
numeros  in  infinitum  augeri,  quam  lineas  in  infinitum 
produci  pofTe.  Quae  cum  fint  fpedes  quantitatum,  fi- 
mul  inteWigitur,  omni  quantitate,  quantumuis  fit  magna, 
adime  dari  maiordm , hacque  denuo  maiorem , ficque 
augendo  continuo  viterius  fine  fine,  hoc  efl  in  inf^- 
tum,  procedi  pofTe, 

74.  Quanquam  autem  haec  funt  adeo  perTpicaa, 
vt  qui  ea  negare  vellet , fibi  ipfc  contradicere  deberet ; 
tamen  ifta  infiniti  doftrina  a pluribus,  qui  eam  explicare 
funt  conati,  tantopere  eft  offufeata,  tantisque  difficultati- 
bus atque  etiam  contradi£Honibus  obuoluta,  vt,  qua  fe 
extricarent,  nulla  via  pateret.  Ex  eo,  quod  quantitas  in 
infinitum  augeri  poffit,  quidam  concluferunt,  dari  reuera 
quantitatem  infinitam,  eamque  ita  defcripderunt,  vt  nul- 
lum amplius  augmentum  fuscipere  pofik.  Hoc  autem 
ipfo  ideam  quantitatis  euertunt,  dum  eiusmodi  quantita- 
tem ftatuunt,  quae  viterius  augeri  nequeat.  Ptaeterea 
vero  fecum  ipfi  infinitum  admittentes  pugnant;  dum 
enim  incrementi,  quo  quantitas  fit  capax,  finem  faciunt, 
fimul  negant  quantitatem  fine  fine  augeri  pofle ; ne- 
gant ergo  quoque  quantitatem  in  infinitum  augeri  pofTe, 
quoniam  vtraque  locutio  congruit:  ficque,  dum  quanti- 
tatem infinitam  Aatuunt,  eam  fimul  tollunt.  Si  enim  quan- 
titas 
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titas  fine  fine,  hoc  eft  in  infinitum,  augeri  ne^cat,  cer- 
te nulla  quantitas  infinita  exifiere  poterit. 

7j.‘  Hinc  igitur  ex  eo  ipfo,  quod  omnis  quantitas 
in  infinitum  augeri  poflit,  fequi  videatur  nullam  dari 
quantitatem  infinitam.  Quantitas  enim  continuis  incre- 
mentis au£ta,  infinita  non  cuadet,  nili  iam  fine  fine  in- 
creuerit : quod  autem  fine  fine  fieri  debet , id  non  tan- 
quam  iam  faftum  concipi  potefi.  Interim  tamen  non 
fulum  huiusmodi  quantitatem,  ad  quam  incrementis  fine 
fine  congcfHs  peruenitur,  certo  charadiere  indicare,  fic- 
que  debito  modo  in  calculum  inducere  licet,  vri  mox 
fufius  oftendemus ; fed  etiam  in  mundo  eiusmodi  cafus 
exiftere,  vel  (altem  concipi  polTunt,  quibus  numerus  in- 
finitus a£l:u  exiftere  videatur.  Sic  fi  materia  in  infini- 
tum fit  diuilibilis , vti  plurcs  PhHolbphi  (latuerunt , nu- 
merus partium,  quibus  datum  quodque  materiae  fmftum 
confiat,  reuera  erit  infinitus;  fi  enim  fiatueremr  finitus, 
materia  certe  non  in  infinitum  foret  diuifibiUs.  Simili 
modo  fi  vniuerfus  mundus  clTet  infinitus,  vti  pluribus 
placuit,  numerus  corponim  mundum  componentium  fini- 
tus certe  efle  non  polTet,  foretque  ideo  quoque  infinitus. 

76.  Haec  etiamfi  inter  fe  pugnare  videantur , ta- 
men fi  attentius  perpendantur,  a cunflis  incommodis  li- 
berari poterunt.  Qui  enim  fiatuit  materiam  in  infini- 
tum e(Te  diuifibilem,  is  negat  in  diuifione  materiae  con- 
tinua unquam  ad  partes  tam  paruas  perueniri,  quae  vl- 
terius  diuidi  nequeant;  nullas  ergo  materia  habebit  par- 
tes, 
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RS,  vlterius  indluiduas;  cum  finguiae  particulae,  ad  quas 
per  continuam  diuiHonem  iam  fic  peruencum^  vlterius 
le  fubdiuidi  padancur.  Qm  igitur  didt  hoc  cafu  nu- 
merum' partium  fore  infinitiftn,  is  partes  vltimas,  quae 
vkerius  lint  indiuiduac,  intelligk;  ad  quas  cum  nunquam 
perueniarur,  & quae  propterca  nullae  funt,  is  has  iplas 
partes,  quae  nullae  funt,  numerare  conatur.  Si  enim 
materia  fine  tine  continuo  vlterius  fubdiuidi  poteft,  par- 
tibus indiuiduis  fcu  fimplicibus  prorfus  caret  : neque 
adeo  quicquam  fupereft,  quod  numerari  queat.  Hmc 
obrem  qui  materiatn  in  intinitum  diuifibilem  fhituit , is 
fimul  negat,  materiam  ex  partibus  limplicibus  efle  com- 
poficam. 

77.  Quod  li  autem,  dum  de  partibus  alicuius  cor- 
poris feu  materiae  loquimur,  non  vltimas  ftu  fimplices, 
quippe  quae  nullae  funt , intelligamus , fed  eas , quas 
diuifio  reuera  produxit ; tum , admiffa  hac  hypothefi  de 
diuifibilitate  materiae  in  infiniram,  vnumquodque  vel 
minimum  materiae  fhiftum  non  folum  in  plurimas  par- 
tes dilTecari  , led  etiam  nullus  numerus  tum  magnus 
affignari  poterit,  quo  non  maior  partium  ex  illo  fruflo 
feclarum  numerus  exhiberi  queat.  Numerus  ergo  par- 
dum non  quidem  vltimarum,  fed  quae  ipfae  adhuc  fint 
■ vlterius  diuifibiles , quae  vnumquodque  corpus  compo- 
nunt, om‘ni  numero  aflignabili  erit  maior.  Simili  mo- 
do, fi  vniuerfus  mundus  fit  infinitus,  numerus  corpo- 
rum mundum  conflituentium  pariter  omni  aflignabili  erit 
maior ; qui  cum  finitus  efle  nequeat,  fequicur  numerum 
e-’-'-  K - - ^ -infi- 
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iniinimm  & numerum  omni  afUgnabili  maiorem  efle 
nomina  lynonyma. 

78.  Qui  ergo  hoc  mqdo  diuifibilitatem  materiae  in 
infinitum  intuetur,  nullis  incommodis,  quae  vulgo  huic 
opinioni  imputantui*,  fe  implicat,  nihilque  affirmare  co- 
gitur, quod  lanae  rationi  aduerfetur.  Qm  autem  contra 
materiam  in  infinitum  diuifibilem  efle  negant,  ii  in  ma- 
ximas difficultates  prolabuntiu*,  ex  quibus  fe  nullo  pror- 
fus*modo  extrahere  poflunt.  Statuere  enim  coguntur 
vnumquodque  corpus  nonnifi  in  certum  partium  nume- 
rum diiflecari  poflTe,  ad  quas  fi  fuerit  peruentum,  nulla 
diuifio  vkerior  locum  inueniat ; quas  vltimas  particulas 
alii  atomos , alii  monades  atque  entia  Jimplicia  vocant. 
Cur  autem  ifiae  vltimae  particulae  nullam  amplius  diui- 
fionem  admittant,  duplex  eflTe  potefl  caufa : altera,  quod 
onmi  extenfione  careant;  altera  quod  quidem  fint  extenlae, 
fed  tamen  tam  durae  atque  ita  comparatae,  vt  nulla  vis 
ad  eas  diflecandas  (ufficiat.  Vtrumuis  patroni  huius  opi- 
nionis dicant,  fefe  aeque  difficultatibus  implicant. 

79.  Sint  enim  vltimae  particulae  omnis  extenfio- 
nis  expertes,  ita  vt  partibus  prorfus  careant;  qua  ex-’ 
plicatione  quidem  ideam  entium  fimplicium  optime  tu- 
entur. At,  quemadmodum  corpus  ex  finito  huiusmodi 
particularum  numero  conflare  queat,  concipi  nullo  mo- ' 
do  potefl.  Ponamus  pedem  cubicum  materiae  ex  mille 
huiusmodi  entibus  fimplicibus  eflTe  compofitum , hunc- 
que  a£lu  in  mille  panes  fecari ; quae  fi  fint  aequales, 
erunt  digiti  cubici:  (ia  autem  fint  inaequales,  aliae  erunt 

ma- 
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maiorem  < aliae  mimires.  Vnus  igitur  digitus  cubicus  fo- 
ret ens  (implex , Hcqde  maxima  refultaret  contradifHo  ^ 
nifi  forte  in  digito  cubico  inelTe  tantum  vnum  ens  Hm' 
picx,  reliquumque  fpatium  vacuum  e(Te  dicere  velint: 
at  vero  hoc  modo  continuitatem  corporum  mllerenti 
praeterquam  quod  ifli  Phiblbphi  vacuum  plane  ex  mun- 
do pro^gant.  Quodli  obiiciant  numerum  entium  (im* 
plicium,  quae  pedem  cubicum  materiae  confHtuunt,  mil- 
lenario longe  efle  maiorem,  nihil  omnino  lucrantur:  in- 
commodum enim,  quod  ex  numero  millenaip  fequitur, 
ex  quouis  alio  numero  quantumuis  magno  aeque  ma- 
nat. Hanc  difficultatem  Acutiflimus  LEiBNizivs ,. pri- 
mus monadum  inuentor,  probe  pcrljjcxit,  dum  mate- 
riam abfolucc  in  infinitum  diuifibilem  efle  flatuir.  Ne- 
que ergo  ance  ad  monades  peruenire  licet , quam  cor- 
pus affu  io  infinitum  fit  diuifum.  Hoc  ipfo  autem 
exiflendam  endum  firaplicium  ^ ex  quibus  corpea^  con- 
ftent,  penitus  tollit:  nam  qui  negat  corpora  cx  entibus 
fimplidbus  efle  compofita,  & ille  qui  flatuit  corpora  in 
infinitum  eflfe  diuifibilia,  in  eadem  prorfus  fiint  fententia. 

80.  Neque  magis  autem  fibi  confiant,  fi  dicunt 
v'ltimas  corporum  particulas  extenfas  quidem  efle , fed 
ob  fumtnam  duritiem  in  partes  diuclii  non  polTe.  Cura 
prunum  enim  in  vltimis  particulis  extenfionem  admit- 
tunt, eas  ex  panibus  compofitas  efle  fiatuunt,  quae, 
verum  reuera  a fe-  inuicem  feparari  queant  nec  ne?  pa- 
rum refen;  etiamfi  nullam  caufam  aflignare  poflint,  vn- 
de  canta  durities  fit  orta.  Nunc  autem  plerique,  qui 

K a " diui- 
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diuinbilitatem  materiae  in  infinimm  negant,  hoc  pofte- 
rius  incommodum  iuis  feniilTe  videntur,  quia  priori  ideae 
partium  vitimarum  potiihmum  inhaerent;  hasque  diffi- 
cultates aliter  diluere  non  poflunt , nifi  aliquot  leuiuscu- 
lis  metaphyficis  difKnO^ionibus , quae  maximam  partem 
eo  tendunt,  vt  ne  confequentiis,  quae  fecundum  mathe- 
matica principia  formantur,  fidamus:  neque  dimenftones 
in  partibus  fimplicibus  adhiberi  oportere  regerunt.  At 
primum  demonftrare  debuiflent,  iftas  fuas  partes  vkimas, 
quarum  determinatus  numerus  corpus  conffituat,  excen- 
fas  prorfus'non  efle. 

8i.  Cum  igitur  ex  hoc  labyrintho  exitum  nullum  inue- 
nire,  neque  obieftionibus  debito  modo  occurrere  queant,  ad 
diAinaioncs  confugiunt,  refpondentes  has  obiecHones  a fen- 
fibus  atque  imaginatione  fuppeditari,  in  hoc  autem  nego- 
tio fblum  intelleftum  purum  adhiberi  oportere;  fenfus 
autem  ac  ratiocinia  inde  pendentia  faepifliine  fallere.  In- 
tellefhis  fcilicet  purus  agnofcet  fieri  poflci  vt  pars  miUefi- 
ma  pedis  cubici  materiae  omni  extcnfione  careat,  quod 
imaginationi  abfurdum  videatur.  Tum  vero,  quod  fen- 
fus  faepenumero  fallant,  res  vera  quidem  cft,  at  nemini 
minus  quam  matliematicis  opponi  poccft.  Mathefis  enim 
nos  imprimis  a fallacia  fcnfuum  defendit,  atque  docet  ob- 
iefta,  quae  fenfibus  percipiuntuo,  aliter  rcucra  efle  com- 
parata , aliter  vero  apparere : haecque  fcientia  tutiflima 
tradit  praecepta,  quae  qui  fequuntur,  ab  illuflone  fenfuum 
immunes  fuiw.  Huiusmodi  ergo  refponfionibus,  tantum 
abcft,  vt  Mctaphyfici  fuam  doftrinam  tueantur,  vt  eam 
potius  magis  fulpe^am  efficiant.  82. 
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' 83.  Verum  vt  ad  propofitum  reuertamur,  ctiomfi 

neget  in  mundo  numerum  infinitum  reuera  cxiftere;  ta- 
men in  fpecutationibus  mathematicis  facpifiime  occurrunt 
quaeiHoncs^  ad  quas,  nifi  numerus  infinitus  admittatur, 
re^nderi  non  poflet.  Sic,  fi  quaeratur  fumma  omnium 
numerorum,  qui  hanc  feriem  J-4-&C.  , 

confiituunt ; quia  ifii  numeri  fine  fine  progrediiuitur,  at- 
que crcfcunr,  eorum  omnhun  (bmma  certe  finita  efle  non 
poterit : quo  ipfo  efficitur , eam  cffe  infinitam.  Hinc, 
quae  quantitas  tanta  efi-,  vt  omni  quantitate  finita  fit  ma- 
ior, ea  non  infinita  efTe  nequit.  Ad  huiusmodi  quanti- 
tatem de%naridatm  Mathematici  vtuntur  hoc  figno  o»  , 
quo  denotatur  quantitas  omni  quantitate  finita,  (eu  affi- 
gnabili,  maior.  Sic  cum  Parabola  ita  definiri  queat,  vt 
dicatur  efle  Ellipfis  infinite  ionga,  refte  affirmare  poteri- 
mus axem  Parabolae  efle  Lineam  regiam  infinitam. 

l 

83.  Haec  autem  Infiniti  do£Irina  magis  illuflrabi- 
tiur,  fi,  quid  fit  infinite  paruum  Mathematicorum,  expo- 
fuerimus.  Nullum  autem  efl  dubium,  quin  omnis  quanti- 
tas eousque  diminui  queat,  quoad  penitus  euanefeat,  atque 
in  nihilum  abeat.  Sed  quandtas  infinite  parua  nil  aliud 
efl  nifi  quantitas  euanclcens , ideoque  reuera  erit  z=o . 
Coniientit  quoque  ea  infinite  paruorum  definitio,  qua  di- 
cuntur omni  quantitate  affignabUi. minora ; fi  enim  quan- 
titas tam  fuerit  parua , vt  omni  quantitate  affignabili  fit  ‘ 
minor,  ea  certe  non  poterit  non  efle  nulla  j namque  nifi  - 
eflet  =0 , quantitas  a(%nari  pKiflet  ipfi  aequalis,  quod  ell 
epocra  hypothefio.  Qmerend  ergo,  quid  fic  quandtas 
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infinite  partuuin  Mathefi,  reipondemus  eam  efle  reuera 
ZZo neque  ergo  in  hac  idea  tanta  Myfleria  latent,  quan* 
ta  vulgo  putantur,  & quae  pluribus  calculum  infinite  par- 
vorum admodum  fuTpe3um  reddiderunt.  Ituerim  tamen 
dubia,  fi  quae  fupererunt,  in  fequentibus,  vbi  hunc  cal- 
culum fumus  tradioiri,  funditus  tollentur. 

84.  Cum  igitur  oflenderimus,  quantitatem  infinite 
paruam  reuera  efTe  cyphram,  primum  occurrendum  eft 
obie^ioni,  cur  quantitates  infinite  panias  non  perpetuo 
eodem  charaftere  o defignemus,  fcd  peculiares  notas  #d 
eas  defignandas  adhibeamus.  Quia  enim  omnia  nihila 
funt  inter  fe  aequalia,  fuperfluum  videtur  variis  fignis  ea 
denotare.  Verum  quamquam  duae  quaeuis  cyphrac  ita 
inter  fe  funt  aequales,  vt  earum  differentia  fit  nihil:  ta- 
men, cum  duo  fint  modi  comparationis,  alter  aritlune- 
ticus , alter  geometricus ; quorum  illo  differentiam,  hoc 
vero  quotum  ex  quantitatibus  comparandis  ortum  fpefta- 
mus ; rado  quidem  arithmetica  inter  binas  quasque  cy- 
phras  eft  acqualitaris  , non  vero  rado  geometrica.  Fa- 
cillime hoc  pcrfpicictur  ex  hac  propordone'  geometrica 
a : I ~o  : o , in  qua  terminus  quartus  eft  =0  , vti  ter- 
dus.  Ex  natura  autem  proportionis,  cum  terminus  pri- 
mus duplo  fit  maior  quam  fecundus  , necefle  eft , v't  & 
terdus  duplo  maior  fit  quam  quartus. 

gf.  Haec  autem  etiam  in  vulgari  Artthmedca  funt 
planiflima : cuilibet  enim  notum  eft,  cyphram  per  quem- 
vis numerum  multiplicatam  dare  c^  phram,  efleque  u.  or=o, 

_ . . ficque  . 
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ficque  fore  « : i “o : o . Vnde  patet  fieri  pofle,  vt  duae 
cyphrae  quamcunque  inter  fe  rationem  geometricam  te- 
neant, edamfi,  rem  aridimetice  fpe£tendo,  earum  ratio 
fempcr  fit  aequalitaris.  Cum  igitur  inter  cyphras  ratio 
quaecunque  intercedere  pofiit , ad  hanc  diuerfitatem  in- 
dicandan}  confulto  varii  charafteres  vfurpantur ; praefer- 
tim  tum,  cum  ratio  geometrica,  quam  cyphrae  variae 
inter  fe  tenent,  efe  inuefHganda.  In  calculo  autem  infi- 
nite paruorum  nil  aliud  agitur,  nifi  vt  ratio  geometrica 
inter  varia  infinite  parua  indagetur,  quod  negotium  pro- 
pterea , nifi  diuerfis  fignis  ad  ea  indicanda  vteremur,  in 
maximam  confufionera  illaberetur , neque  vllo  modo  ex- 
pediri poflec. 

8^.  Si  ergo,  prouti  in  Analyfi  infinitorum  modus  fig- 
nandi  efe  receptus,  denotet  quantitatem  infinite  par- 
vam, erit  vtique  tam  — o , quam  adx—o,  denotan- 
te a quantitatem  quamcunque  finitam.  Hoc  tamen  non 
obftante  erit  ratio  geometrica  «dx  : dx  finita , nempe 
vt  « : I ; & hanc  obrem  haec  duo  infinite  parua  dx  & 
adx,  edamfi  vtrumque  fit  =o,  i«er  fe  confundi  non 
poflluit,  fi  quidem  eorum  rado  inuefi^mir.  i Simili  'mo- 
do , fi  diucrfa  occurrunt  infinite  parua  dx  Sc  dy^  edamfi 
vtrumque  fir  =o  , tamen  eorum  ratio  non  confiat.  At- 
que *in  innefiigatione  rationis  inter  duo  quaeque  huius- 
modi  infinite  parua  omnis  vis.  calculi  difierenrialis  verla- 
tur.  Vfus  autem  huius  comparadonis,  edamfi  primo  in- 
tuita admodum  exiguus  videtor,  tamen  ampliamus  de- 
prehenditur, atque  adhuc  indies  magis  elucet. 


87.  Cum 
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87.  Cum  igitur  infinite  paruum  fit  reuera  nflifl,  pa- 
tet quantitatem  finitam  neque  augeri  neque  diminui , ii 
ad  eam  infinite  paruum  vel  addamus  vel  ab  ea  fubtra- 
hamus.  Sit  a quantitas  finita  atque  Jx  infinite  parua,  erit 
tam  n-\-dx^  -quam  n — dx^  & generaliter  a-^ndx—a. 
Siuc  enim  relationem  inter  n^ndx  & a arithmetice  in- 
tueamur fiue  geometrice,  vtroque  cafu  rado  aequalitatis 
deprehendetur.  Atithmaica  quidem  ratio  aequalitatis 
manifcfta  eft ; cum  enim  fit  ndx—o,  erit  a-\-ndx^—a 
mo;  geometrica  vero  ratio  aequalitatis  inde  patet,  quod 

ft  — I,  Hinc  fequitur  canon  ille  maxime  re- 

a 

ceptus,  quod  infintte  parua  prae  finitis  euanefeant , at- 
que adeo  horum  refpeclu  reiici  queant.  Quare  illa  ob- 
ieStio , qua  Analyfis  infinitorum  .rigorem  geometricum 
negligere  arguitur , fponte  cadit , cum  nil  aliud  reficia- 
tur, nifi  quod  reuera  fit  nihil.  Ac  propterea  iurc  affir- 
mare licet,  in  hac  fublimiori  fcientia  rigorem  geotnetri- 
cum  iummum,  qui  in  Veterum  libris  deprehenditur,  ae- 
que, diligenter  obleruarL  ^ ‘ 

''  88.  Quoniam  quantitas  infinite  parua  dx  reuera  efl 

—o,  eius  quoque  quadratum  dx^,  cubus  dx^  ^ & quae- 
vis alia  poteftas  afiirmatiuum  habens  exponentem  erit  „ 
=ro  , ideoque  aeque  prae  quantitatibus  finitis  euaneicent. 

At  vero  ;ctiam  quantitas  infinite  parua  <^jc»iprae  ipia  dx 
euanefeit ; erit  enim  dx-;^dx^  ad  dx  in  ratione  a^ua- 
licatis,  fiue  comparatio  arithmetice  fiue  geometrice  infH- 
tuatur. ..  Pe  priori  quidem  dubium  eft.  nullum,  at  geo- 
metrice comparando  erit  • _ . 
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dx-h-Ix*  : dx~ — == iz:  t -4-</r~  I , 

— dx  — 

Pari  modo  erit  dx^^dx^—dx,  & generaliter 

dx^dx»+»~dx,  dummodo  fit  « numerus  nihilo  maior: 

erit  enim  rado  geometrica  dx-^dx"+' : dx~i  :^dx<* 

ideoque,  ob  dx"~o,  ratio  aequalitatis.  Si  igitur  vd  in 

potefiadbus  fit,  vocetur  dx  infinite  panium  primi  ordi- 

nis , ix*  fecundi  ordinis,  dx^  tertii  ordinis  & ita  pon*o, 

manifefium  efi  prae  infinite  paruis  primi  ordinis , eua- 

nefccre  infinite  parua  altiorum  ordinum. 

89.  Simili  modo  oftendetur  infinite  parua  tertii 
ac  fuperionim  ordinum  euanefcere  prae  infinite  paruis 
ordinis  fecundi ; atque  in  genere  infinite  parua  cuiusque 
ordinis  fuperioris  euanefcere  prae  infinite  paruis  ordinis 
inferioris.  Ita  fi  m fuerit  numerus  minor  quam  »,  erit 
adx’"  hdx"  — adx'"  , quia  dx"  euanefeit  prae  dx’" , 
vd  offendimus.  Hocque  edam  in  exponendbus  fra£fis 
habet  locum;  ita  dx  euanefeet  prae  Vdx  feu  dxi, 
eritque  aVdx tdx — aVdx.  Quodfi  autem  exf»- 
nens  ipfius  dx  fit  rzo  , erit  1,  quamuisfit  dxzzo; 
hinc  poteffas  dx"  , cum  fiat  =z  i , fi  fit  »=zo  , ex  finita 
flarim  fit  quantitas  infinite  parua , atque  exponens  n ni- 
hilo fit  maior.  Hinc  ergo  infiniri  ordines  infinite  par- 
vorum exifhmt , quae  etfi  omnia  funt  zz  o , tamen  in- 
ter fe  probe  diftingui  debent,  fi  ad  earum  reiadonem 
mutuam , quae  per  radonem  geometricam  explicatur, 
attendamus. 

• L 


90.  Sta- 
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90.  StabOita  nodone  infinite  fmruorum  facilius  in- 
dolem infinitorum  feu  infinite  magnorum  exponere  po- 
terimus. Notum  eft  valorem  fra£Honis  — eo  maiorem 

% 

euadere , quo  m^s  diminuatur  denominator  & ; quare 
fi  % Hat  quandtas  omni  aflignabili  quandtate  minor,  feu 

inHnite  parua,  necefle  eft  vt  valor  fra£Konis  fiat  omni 

aflignabili  quantitate  maior,  ideoque  infinitus.  Quam- 
obrem  fi  vnitas  feu  quaeuis  alia  quandtas  finita  diuida- 
tur  per  infinite  panium  feu  o,  quotus  erit  infinite  mag- 
nus, ideoque  quandtas  infinita.  Cum  igitur  hoc  fignum 
Vi  denotet  quandtatem  infinite  magnam,  ifta  habebitur 

aequado  ^zz.Vi\  cuius  veritas  quoque  hinc  patet,  quod 

fit  inuertendo -^  — dxzzo.  Namque  quo  maior  ftatui- 

tur  fraSionis  — denominator  » , eo  minor  fit  fi-aftionis 
z 

valor,  atque  fi  s fiat  quantitas  infinite  magna  feu  zzzvi , 
necefle  eft,  vt  fraftionis  valor  ^ fiat  infinite  paruus. 

91.  Qui  vtrumuis  horum  radociniorum  negauerit, 
eum  in  maxima  incommoda  prolabi,  atque  adeo  certiffi- 
ma  Analyfeos  fundamenta  euertere  necefle  eft.  Qui  enim 

ftatuit  valorem  fhi£Honis  efle  finitum  vd  l> , vtrinque 

per  denominatorem  muldplicando  prodiret  a~o.  h,  at- 
que ideo  quandtas  finita  I per  nihil  o multiplicata  prae- 
beret 
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beret  quantitatem  finitam  a , quod  eflet  abfurdum.  Mul- 
to minus  valor  ille  h fraftionis  ^ poterit  efle  ~o:  nam 
o per  o multiplicata  quandtatem  a producere  nullo  mo- 
do poterit.  In  idem  abfurdum  incidit,  qui  negat  elle 

ei  enim  dicendum  erit  effe  ~~  quantitati  fi- 
««  ’ 

nitae  b : quare  cum  ex  aequatione  ~ — ^ legitime  lequa- 

tur  haec  c«  ~ y , foret  valor  fra£Honis  ^ , cuius  nume- 
rator ac  denominator  funt  quantitates  finitae,  infinite  ma- 
gnus, quod  perinde  foret  abfurdum.  Neque  vero  etiam 

valores  fraCHonum  ~ ~ imaginarii  (latui  polTunt ; 

propterea  quod  valor  fra£Honis,  cuius  numerator  eft  iini- 
tus  denominator  vero  imaginarius,  neque  infinite  magnus 
neque  infinite  paruus  effe  potefl. 

92.  Quantitas  ei^o  infinite  magna,  ad  quam  nos 
haec  confideratio  perduxit,  & quae  fola  in  Analyfi  infini- 
torum locum  habet,  commodifllme  definitur  dicendo, 
quantitatem  infinite  magnam  efle  quotum , qui  ex  diui- 
fione  quantitatis  finitae  per  infinite  paruam  oritur.  Vicis- 
fim  ergo  erit  quantitas  infinite  parua  quotus , qui  oritur 
ex  diuiflone  quantitatis  finitae  per  infinite  magnam.  Qua- 
re, cum  eiusmodi  proportio  geometrica  fubfiftat,  vt  iit 
quantitas  infinite  parua  ad  finitam,  ita  finita  ad  infinite 
magnam  ; vti  quantitas  infinita  infinities  maior  efl  quam 
(inita « iu  quantitas  finita  infinities  maior  erit  quam  infi- 
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nite  parua.  Huiusmodi  igitur  locutiones , quibus  plores 
offenduntur,  non  funt  improbandae  , cum  certiflimis  in- 
nitantur principiis.  Deinde  etiam  ex  aequatione  — “ co 

fequitur  fieri  poflc,  vt  nihil  per  quantitatem  infinite  mag- 
nam multiplicatum  producat  quantitatem  finitam , quod 
alienum  videri  pofTet,  nifi  planifGme  per  legitimam  con- 
fequendam  effet  deducium. 

53-  Quoniam  inter  infinite  parua,  fi  fecundum  ra- 
tionem geometricam  inter  fe  comparantur,  maximum 
deprehenditur  difcrimen,  ita  quoque  inter  quantitates  in- 
finite magnas  multo  maior  differentia  intercedit , cum 
non  folum  geometrice  fed  edam  arithmetice  comparatae  » 
difcrepent.  Ponatur  quandtas  illa  infinita,  quae  ex  di- 
vifione  quandtatis  finitae  a per  infinite  paruam  dx  oritur, 

zrA,  itavtfit^zrA:  eritvrique  ^rraA &^~»A; 

cum  igitur  & »A  fit  quantitas  infinita,  fequitur  inter 
quandtates  infinite  magnas  rationem  quamcunque  locum 
habere  poffe.  Hincque,  fi  quandtas  infinita  per  nume- 
rum finitura  fiue  muldplicetur , fiue  diuidatur,  prodibit 
quantitas  infinita.  Neque  ergo  de  quantitatibus  infinitis 
negari  poteft,  eas  vlterius  augeri  pofle.  Facile  autem 
perfpicitur,  fi  rado  geometrica,  quam  duae  quandtates  in- 
finitae inter  fe  tenent,  non  fuerit  aequalitatis,  multo  mi- 
nus earum  radonem  arithmedcam  aequalitatis  effe  poffe, 
cum  podus  earum  differenda  femper  fit  infinite  magna. 

' 94.  Quan- 
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94.  Quamiinmis  autem  nonnullis  idea  inAnid,  qua 
in  Macheli  vtimur,  fufpe^  videatur , ‘qui  hanc  ob  cau- 
Cun  Analyfin  inhnitorum  profligandam  arbitranmr;  ta- 
men hac  idea  ne  in  partibus  quidem  Mathefeos  triuiali-  . 
bus  carere  pofTumus.  In  Arithmetica  enim , vbi  doc- 
trina logarithmorum  tradi  folet,  logarithmus  cyphrae  & 
negaduus  & inflnite  magnus  (latuitur,  neque  quisquam 
efl  tam  mente  captus,  vt  hunc  logarithmum  vel  Anitum 
vel  adeo  nihilo  aequalem  dicere  andeat.  In  Geometria 
autem  & Trigonometria  hoc  clarius  apparet ; quis  enim 
vnquam  negabit  tangentem  fecantemue  auguli  re£K  non  ' 
efle  inflnite  magnam  ? & cum  reGangulum  ex  tangente 
in  cotangentem  fit  radii  quadrato  aequale,  cotangens  au- 
tem anguli  refti  fit  ~ o ; in  Geometria  adeo  concedi  de- 
bet, produftum  ex  nihilo  & infinito  efle  pofle  finitum. 


95.  Cum  fit  ^ qnandtas  infinita  A,  patet  hanc 
A 

quantitatem  ^ fore  qdanritatem  infinides  maiorem,  quam 

• * 4 A 

A : cft  enim  : -7-  = : A , hoc  eft  vt  numerus  fini- 
dx  dx 

tus  ad  infinite. magnum.  Dantur  ergo  inter  qu^titates 
infinite  magnas  eiusmodi  relationes,  vt  aliae  aliis  infini- 

des  maiores  efle  queant.  Sic  erit  quandtas  infinka 


<i  . 

emin  -r-—h  ent 
dx 

Simifi  modo,. erit  quandtas  infinita  infi- 


• tt 


infinides  maior  quam  ^ ; pofito 


L3 


nides 


V 
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nities  maior  quam  , ideoqiic  inHntties  infiniucs  ma- 
ior quam  Dantur  ergo  infiniti  ^dus  in6nitonam, 

quorum  quisque  infinides  maior  eifi  quam  praecedentes ; 
atque  adeo  fi  numerus  m vel  tandllum  maior  iit  quam 

s , erit  quantitas  infinita  infinides  maiqr  quam  quan- 
titas  infinita  -7—;  ;'  . • • . ^ 

dx* 

« 

• 

96.  Quemadmodum  in  quandtadbus  infinite  paruis 
dantur  rationes  geometricae  inaequales , cum  tamen  ra- 
uones  arithmeticae  omnes  fint  aequales ; ita  in  quand- 
tadbus infinite  magnis  dantur  rationes  geometricae  ae- 
qualescum  romen  oritbinedcae  fint  quantumuis  inae- 
quales. Si  enim  « & J denotent  quantitates  finitas,  hac 


duae  quantitates  infinitae  H-  ^ ^ ^ radonem  geo- 
memcup  h^ent  oequalitads;  erit  enim  'quotus  ex  ca- 
rum diuifione  ortus  — i H m ob  dxzzo:  inte- 

a 

rim  tamen,  fi  arithmetice  comparentur,  ob  differendam 

a 

dx 


1 ratio  erit  inaequaiitads. 

•i*  -*'l: 


Simili  modo 


ad 


T dx  * . 

radonem  geometricam  habet  aequalitatis , expo- 
nens enim  radonis  efl:  in  i -f-  — i : verum  tamen 

differenda  eff  ideoque  infinita.  Hinc  fi  ad  -radonem 

geometricam  fpe£femus,  infinite  magna  inferiorum  gra- 
.ki  ^ J duum 
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dauin  pnie  infinite  magnis  fupmorum  graduom  eua* 
nefcunt. 


97.  His  de  gradibus  infinitorum  praemonitis,  mox 
• apparebit  fieri  .pofle  , vt  produftum  ex  quantitate  infi- 
nite magna  in  infinite  paruam,,non  folum  qnantitatem 
finitam  producat,  quod  fupra  euenifle  vidimus;  fed  ed- 
am huiusmodi  produ£lum  efle  poterit  fiue  infinite  mag- 
num fiue  infinite  paruum.  Sic  quantitas  infinita  ~ , fi 
per  infinite  paruam  dx  multiplicetur,  dat  produQtim  fini- 
tum — a'^  fin  autem  ^ multiplicetur -per  infinite  par- 
vum dx* , vel  dx^ , vel  alius  fuperioris  ordinis,  produc- 
tum erit  vel  adx,  vel  ndx' ^ vel  adx^  &c.  ideoque  in- 
finite paruum.  Eodem  modo  intelligetur,  fi  quantitas 

infinita  multiplicetur  per  infinite  paruam  dx^  produc- 


tum fore  infinite  magnum : atque  generatim  fi  mul- 
tiplicetur per  idx",  producum  abdx»-"  erit  infinite 


paruum  fi  m fuperat  n ; finimm  fi  m aequat  n ; & infi- 
nite magnum  fi  tn  fuperamr  ab  n . 


s8.  Quantitates  tam  infinite  pardae,  quam  infinite 
magnae  in  feriebus  numerorum  faepifiime  occurrunt,  in 
quibus  cum  fint  numeris  finitis  permixtae , ex  iis  lucu- 
lenter patebit,  quemadmodum  fecundum  leges  continui- 
tatis a quantitatibus  finitis  ad  infinite  magnas  atque  infi- 
nite paruas  cran&io  fiat.  Confideremus  primum  fertem 

nume- 
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nnmeroram  naturalium,  quae  fimul  retro  continuata  erit 

&c.  — 4 — 3 — * — * -+-0-1-1  -h  2-1-3 -H  4-4- 

Numeri  ergo  continuo  dccrefcendo  praebent  tandem  o ^ 
feu  infinite  panium » vnde  vlterius  continuati  negatiui 
euadunt.  Quamobrem  hinc  intelligitur  a numeris  finitis 
affirmatiuis  decrefeentibus  tranfiri  per  o ad  negatiuos  cre- 
fcentes.  Sin  autem  eorum  numerorum  quadrata  fpeften* 
nir,  quia  omnia  funt  affirmatiua 

&c.  i6-f-s»-4-4-+-*H-°-4-i'4-4-i-9'4-i«“f-&C. 

erit  o quoque  tranfitus  numerorum  affirmatiuorum  dccre- 
fcentium  ad  affirmatiuos  crefeentes ; atque  fi  figna  mu- 
tentur, erit  quoque  o tranfitus  numerorum  negatiuorum 
decrcicentium  ad  negatiuos  crelcentes. 

99.  Si  feries  confideretur,  cuius  terminus  generalis 
eft  Vx , quae  etiam  retro  continuata  erit  huiusmodi 
&c. -+-V— i-*-Va-4-V  3-+-I/4-+-&C. 

ex  qua  patet  o,  quoque  tanquam  limitem  confiderari  poOe, 
per  quem  a quantitatibus  realibus  ad  imaginaria  tranfea- 
tur.  Si  ifti  termini  tanquam  applicatae  curuarum  confi- 
derentur , perlpickur , fi  eae  fuerint  affirmaduae  atque 
eousque  decreuerint  vt  tandem  cuanefeant,  tum  eas  vl- 
terius continuatas  vel  fieri  negatiuas,  vel  iterum  a^- 
matiuas,  vel  adeo  imaginarias.  Idem  eueniet,  fi  applica- 
tae primum  fuerint  negatiuae ; tum  enim  aeque  poft- 
quam  euanuerint,  fi  vlterius, continuentur , vel  affirma- 

tiuae 
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fiuae  fient,  vel  negaduae  vcl  imaginariae ; quorum  phae- 
nomenorum plurima  exempla  praebet  domina  de  lineis 
curuis  in  libro  praecedente  tradhta. 

loo.  Eodem  modo  in  feriebus  occurrunt  laepe  ter- 
mini. infiniti : fic  in  ferie  harmonica,  cuius  terminus  ge- 
neralis efl  , indici  x~o  relpondebit  terminus  infioite 

magnus  ; totaque  feries  ita  le  habebit : 

&c.  — i — \ — -f — 

A dextra  ergo  ad  finiftram  progrediendo  termini  cres- 
• eunt,  ita  vt  lam  fit  infinite  magnus , quem  cum  tran- 

fierint,  fient  negatiui  decrefeentes.  Hinc  quantitas  in- 
finite magna  fpeftari  poteft  tanquam  limes.,  per  quem 
numeri  affirmariui  progrefli  fiunt  negatiui,  & viciffim: 
vnde  pluribus  vifum  eft,  numeros  negatiuos  confiderarj 
pofTe,  tanquam  infinito  maiores,  propterea  quod  in  hac 
ferie  termini  continuo  crefeentes,  poflquam  infinitum  at- 
tigerint, abeant  in  negatiuos.  At  vero  fi  ad  feriem,  cuius 

terminus  generalis  eft  ~ , attendamus  , poft  tranfitum 
per  infinitum  rurfus  prodeunt  termini  affirmariui. 

&c.  f-l-i-4-f-f-  5-hf 
quos  tamen  nemo  infinito  maiores  dixerit. 

t 

lot.  Saepenumero  quoque  in  feriebus  terminus 
infinitus  conftituit  limitem,  terminos  reales  ab  imagina- 

M ■ * riis 
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riis  (egregantcm,  vd  fit  in  hac,  cuios  ternunos  ge- 
neralis cft 


&C.  f- 

y-3 


1 


I 

Vs 


■&c. 


neqne  tamen  hinc  lequitnr,  imaginaria  efle  infinito  ma- 
iora : quoniam  ex  ferie  ante  allata 

&c.  H- V-  3 -hV-a-hV- 1 -h  o H-y  I -f-y  2 -4-y  3 + &c. 

• aeque  fequeretur,  imaginaria  efle  nihilo  minora.  Deinde 
vero  edam  a terminis  realibus  tranfitus  ad  imaginarios 
exhiberi  poteft,  quorum  limes  neque  fit  o neque  02, 
vd  fit,  fi  terminus  generalis  fuerit  j-\-Vx.  His  autem 

■ cafibus,  cum  ob  irrationalitatem  quilibet  terminus  gemi-' 
num  habeat  valorem,  in  limite  inter  realia  & imaginaria 
lemper  bini  illi  valores  fiunt  inter  ft  aequales.  At  quo- 
ties termini,  qui  ante  erant  aifirmadui,  abeunt  in  nega- 
tiuos,  tranfitus  femper  fit  per  limitem  vel  infinite  par- 
vum, vel  infinite  magnum,  quae  omnia  ex  lege  cond- 
nuitads,  quam  in  lineis  curuis  deprehendimus,  clarius 
elucent. 


102.  Ex  fiimmatione  quoque  ferienim  in  infini- 
tum excurrendum  plura  hic  afferri  polTunt , quae  cum 
ad  hanc  infiniti  doftrinam  magis  illufirandam,  tum  vero 
ad  plura  dubia,  quae  in  hoc  negotio  fuboriri  folent,  de- 
lenda inleruiunt.  Ac  primo  quidetn , fi  feries  confiet 
ex  terminis  aequalibus,  vt 

X “H I 1 -4- 1 -|- 1 -f- 1 &c. 

» ea- 
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eaquc  fine  fine,  hoc  efi  in  infinitum  continuetur,  nuflum 
certe  eft  dubium , quin  omnium  horum  terminorum 
(umma  maior  fit  omni  numero  afiignabili ; eaque  prop- 
terea  infinita  fit  necefic  eft.  Hoc  quoque  confiimat  eius 
origo,  dum  oritur  ex  euolutionc  fraOrionis 

= I -+- -H  &c. 

ponendo  x~i ; erit  ergo 

= I -f- 1 -h  I I -f-  &C. 


ideoque  fumma  ~ — 

1 — i 


— zr  infinito, 
o 


103.  Quamuis  autem  hic  nullum  dubium  nafei 
queat,  cum  idem  numerus  finitus  infmities  fumtus  in  in- 
finitum abire  debeat;  tamen  ipft  origo  ex  ferie  generali 

grauifiima  incommoda  afferre  videtur  : fi  enim  pro  x 
fiiccefilue  ponantur  numeri  r,  2,  3,  &c.  fequentes  feries 
cum  filis  fummis  prodibunt. 

A . . . iH-i-f-  I -H  1 I -f-&c.~ — ^ — ^infinito 

, I — I 

B . . . iH— a-|- 4 H- 8 — H ^ ~ — 1 

1 — 2 

C . . . 8i“|-&C.~ — ^ — — — T 

I 3 

D . . . ^ ~ — i 

I — 4 

&c.  > . 

M » Cum 
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Cum  igitur  (o‘ies  B iuigulos  terminos  pratter  pronum 
habeat  maiores,  quam  feries  A,  fumma  feriei  B neces*  ~ 
jfario  multo  maior  elle  deberet,  quam  iumma  feriei  A: 
interim  tamen  ifte  calculus  offendit  feriei  A fummam  in- 
finitam, feriei  B vero  fummam  negativam,  hoc  eft  nihi- 
lo minorem , quod  concipi  non  poteff.  Multo  minus 
cum  folitis  ideis  conciliari  poteff,  quemadmodum  huius 
eft  fequentium  ferierum  C,  D,  &c.  fummae  fiant  nega- 
tiuae,  cum  tamen  omnes  termini  fint  affirmadui. 

104.  Ob  hanc  rationem  opinio  fupra  allata  multis  pro- 
babilis videri  fblet,  quantitates  fcilicet  negatiuas  quandoque 
confiderari  pofle  tanquam  infinito  maiores  fcu  plus  quam 
infinitas;  & cum  etiam  numeros  vitra  nihil  diminuendo 
perueniatur  ad  negatiuos,  diferimen  ffatuunt  inter  numeros 
negatiuos  huiusmodi  — i, — 2, — 3,  &c.  & huiusmodi 

-I— ' — — , ■ — &c.  illos  nihilo  minores,  hos  vero 

infinito  maiores  dicendo.  Verumtamen  hoc  paQo  diffi- 
cultatem non  tollunt,  quam  fuggerit  haec  feries 

i-t-2jr-|-32r»-l-4jr3-f-5jr<-|-&c.  = ' 

vnde  oriuntur  fequentes  feries  : 

A . . i-i-a-H  3 -f- 4-+- infinito 

vbi  cum  finguli  termini  feriei  B fint  maiores,  quam  fin- 
guU  termini  feriei  A,  primis  folis  exceptis,  quemadmo- 

. ' dum  j 
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dum  fomma  feriei  A Cit  infuiita,  feriei  B vero  iiiintna  ae< 
qualis  i,  hoc  eft  foli  termino  primo,  ex  iQo  principio 
explicari  omnino  nequit. 

loy.  Quoniam  autem  fi  vellemus  negare  efle  — 1~ 

I I 2 , I 

— j ~ — -j , firmiflima  Analyfeos  fundamenta 

coUaberentur , illa  ante  commemorata  explicatio  prorfus 
admitti  non  poteft.  Quin  potius  negare  debebimus,  il- 
las , quas  formulae  generales  fuppeditauerant , fummas 
efle  veras.  Cum  enim  hae  feries  ex  continua  diuifione 
oriantur,  dum  refiduum  continuo  vlterius  diuiditur:  re- 
fidourn  autem  perpetuo  fiat  maius,  quo  longius  progre- 
diamur , id  nunquam  negligere  poterimus ; atque  mini- 
me refiduum  vltimum,  hoc  eft  quod  in  diuifione  infini- 
tefima  remanet,  omitti  poteft,  quippe  quod  fit  infinite 
magnum.  Quia  autem  hoc  in  fuperioribus  leriebus  non 
obftruatur , dum  nullius  refidui  ratio  habetur , mirum 
non  eft,  eas  fummationes  ad  abfurdum  deducere.  Haec- 
que  relponfio,  vti  eft  ex  ipfa  ferierum  genefi  petita, 
ita  quoque  eft  veriflima,  atque  omnem  dubitationem 
tollit. 

10^.  Quo  hoc  clarius  appareat  , contemplemur 
euolutioncin  frafKonis  ^ ^ vti  in  terminis  primum 
finitis  tantum  abibluitur.  Erit  ergo 
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I X* 

— I X -i—  X*  -1 

1 X I X 

^ ” 1 X — }-  X*  -J-  X^  H ^ . 

X I— X 

&C. 

qui  ergo  dicere  vellet  huius  feriei  finitae  i-f-x-|-x*-f-x* 
fummam  efle  j——  > >s  erraret  a vero  quantitate  ; 
& qui  fummam  huius  feriei 


I -+-x-t-x* -f-X*  •+■ 

{ ooz 

ftatuere  vellet  — , is  erraret  quantme 

qui  error  fi  x fit  numerus  uxutate  maior,  foret  maximus. 


107.  Ex  his  perfpicuum  eft  eum,  qui  eiusdem  fe- 
riei in  infinitum  continuatae  feu  huius : 

H-x* 

fummam  ftatuere  velit  zz  — - — , a veritate  efle  aberra- 

I— — X 

. . x^H-'  _ _ 

turum  quanutate  — - - ; quae  U fit  x > 1 vtique  erit 

infinite  magna.  Simul  vero  hinc  rado  patet,  cur  feriei 
in  infinitum  continuatae 

I -1-x-l-x*  -}-X* 

i fum 
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fumma  rcuera  fit  rr  — - — , fi  fuerit  x fraftiovnitate  mi- 

I — X ’ 

nor,  tum  enim  error  -■  ■ ■"  fit  infinite  paruus,  ideoque 

nullus ; cuius  propterea  rado  tuto  poteft  negligi.  Sic 
pofito  X — i y erit  reuera 

i-l-J-t-iH-i-f-TV-H&c.  = = 2 , 

I — ‘T 

fimiliterque  reliquarum  ferierum , fi  r fit  fra£Ho  vnitate 
minor,  fumma  vera  hoc  modo  indicatur. 

log.  Haec  eadem  reiponfio  valet  de  fummis  ferie- 
rum diuergentium,  in  quibus  figna  -4-  & — alternan- 
tur, quae  vulgo  ex  eadem  formula  exhiberi  folent,  po- 
nendo pro  X numeros  negatiuos.-  Cum  enim  fit : 

— ^ — ZZ  I jr— 1— jr*  — — jr*  -I—  &C. 

I J" 

nifi  vitimi  refidui  ratio  habeatur , foret : 

A ...  1 — 1 -h  I — I 4-  I — I -h  &c.  zz  4 

B . . . I — 2-{-4 — 84-i<5 — 32-4-&C.ZZ4 

C . . . 1 3 4-5» 27-1-81 243-^&C.  Z3  "4 

&c. 

Patet  autem  feriei  fecundae  B fummara  ideo  non  pofTe 
effe  ~ ^ , cum  quo  plures  termini  aftu  fummentur,  ag- 
gregata eo  m^s  ab  4 recedant.  Perpetuo  autem  cuius- 
que feriei  fumma  debet  efle  limes,  ad  quem  eo  propius 
perueniatur,  quo  plures  termini  a£hi  addantur. 

109.  Ex  his  quidam  conclulbrunt  huiusmodi  feries, 
quae  vocantur  diuei^entes,  prorfus  nullas  habere  fummas 

fixasj 
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6xas;  propterea  quod  colligendis  aftu  terminis  ad  nullum 
limitem  fiat  appropinquatio,  qui  pro  fumma  feriei  in  in- 
finitum continuatae  haberi  poflet : quae  lententia,  cum  iftae 
fummae  iam  ob  neglefta  vltima  refidua  erroneae  fint  os- 
tenfae,  \'eritati  maxime  eft  confentanea.  Interim  tamen' 
contra  eam  fummo  iure  obiici  poteft,  has  memoratas  fum- 
mas,  qaantumuis  a veritate  abhorrere  videantur,  tamen 
nunquam  in  errores  inducere  ; quin  potius  iis  admiflis 
plurima  praeclara  elle  eruta,  quibus  fi  iftas  fummationes 
prorfus  reiicere  vellemus,  carendum  elTet.  Neque  vero 
hae  lummac,  fi  eflent  fidfae,  perpetuo  ad  veritatem  nos 
ducere  poflent;  quin  potius,  cum  non  parum  fed  infini- 
te a veritate  diferepent,  nos  quoque  in  infinitum  a vero 
feducere  deberent-  Quod  tamen  cum  non  eueniat,  diffi- 
cillimus nobis  rcftat  nodus  Ibluendus. 

no.  Dico  igitur  in  voce  fummae  latere  totam  diffi- 
cultatem ; fi  enim  fumma  feriei , vt  vulgo  vfus  fert,  fu- 
matur pro  aggregato  omnium  eius  terminorum  aftu  col- 
leftorum,  tum  dubium  eft  nullum,  quin  earum  tantum  fc- 
rierum  in  infinitum  excurrentium  fnmmae  exliibtri  que- 
ant, quae  fint  conuergentes,  atque  continuo  propius  ad 
certum  ftammque  valorem  deducant,  quo  plures  termini 
a£tu  colligantur.  Series  autem  diuergentes,  quarum  ter- 
mini non  dccrefcunt,  fiue  figna  -\-  & — alternentur 
fiue  fecus,  prorfus  nullas  habebunt  fummas  fixas;  fi  qui- 
dem vox  fummae  hoc  fenfu  pro  aggregato  omnium  ter- 
minorum accipiatur.  At  vero  in  iis  cafibus,  quorum  me- 
minimus, quibus  ex  iftiusmodi  fummis  erroneis  veritas  ta- 
men 
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men  elicitor  j id  non  fit,  quatenm  expreffio  finita,  verbi 

* I 4 ' 

gratia  , eft  fiimma  feriei  fed 

quatenus  ea  exprefilo  euoluta  hanc  feriem  praebet ; fic- 
que  in  hoc  negotio’  nomen  fummae  prorfus  omitti  poflet. 

III.  Haec  igitur  incommoda,  hasqne  apparentes 
contradi£Hones  penitus  cuitabimus,  fi. voci  fummae  aliam 
notionem,  atque  vulgo  fieri  folet,  tribuamus.  Dicamus 
ergo  feriei  cuiusque  infinitae  fummam  efle  expreflionem 
. finitam,  ex  cuius  euolutione  Ula  feries  nafcattir.  Hoc- 
que  fenfu  feriei  infinitae  fum. 

ma  reuera  erit  zr  , quia  illa  feries  ex  hoitis  fra£tio- 

nis  euolutione  oritur:  qutcunque  numerus  loco  x fubfti- 
tuatur.  Hoc  pa£lo,  fi  feries  fuerit  conuergens,  ifia  no- 
va vocis  fummae  definitio,  cum  confucta  congruet ; & 
quia  diuergentes  nullas  habent  fiimmas  proprie  fic  dic- 
tas, hinc  nullum  incommodam  ex  noua  hac  appellatio- 
ne orietur.  Denique  ope  huius  definitionis  vtilitatem 
ferierum ' diuergentium  tueri,  atque  ab  omnibus  iniuriis 
vindicare  poterimus. 


N CAPUT 
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CAPUT  IV. 

DE  DIFFER ENTIAUUM  CUIUSQUE 

ORDINIS  NATVRA. 

112. 

I n capite  primo  *vidimus  , fi  quantitas  variabilis  x ac- 
cipiat  augmentum  ~ w , tum  cuiusuis  ftin£Honis  ip- 
fius  X augmentum  inde  oriundum  tali  forma  exprimi 
P«-H  Qw*  -f-  -f-  &c.  fine  haec  exprefiio  fit  finita 

fiue  in  infinitum  excurrat.  Pun£Ho  ergo  jy,  fi  in  ea  lo- 
co X feribatur  valorem  fequentem  induet: 

Pw— 1— i—  &c. 
a quo,  fi  valor  prior  y fubtrahatur , remanebit  di/feren- 
tia  fon^onis  jy,  quae  ita  exprimetur  > 

A_jr  Pw— Qw®— |— Rw^ — I — Sw*— f- 5cc.  I 
atque  cum  valor  ipfius  x fequens  fit  erit 

differenda  ipfius  x^  nempe  Ci^x  — w.  Litterae  autem 
P,  0^,  R , &c.  denotant  funftioncs  ipfius  x pendentes 
ab  y,  quas  capite  primo  inuenire  docuimus. 

II 3.  Hinc  ergo  quocunque  augmento  w augeatur 
quandtas  variabilis  x,  fimul  definiri  poterit  augmentum, 
quod  cuique  ipfius  funflioni  y accedit ; dummodo  pro 
quouis  ipfius  y valore  funftiones  P,  Q^,  R,  S,  &c.  de- 
finire valeamus.  In  hoc  autem  capite,  atque  in  vniuer- 
fa  Analyfi  infinitorum  augmenram  illud  w,  quo  quandta- 
tem  yarubilem  x crcfccre  jfumfimus , fiacuemus  infinite  ^ 
- ' pai;. 
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panium,  atque  adeo  euanefcens,  feu  Vnde  ma- 

nifeftum  eft,  incrementum  feu  differentiam  fun£lionis  y 
quoque  fore  infinite  paruam.  Cura  autera  in*hac  hy- 
pothefi  finguli  termini  expreflionis 

Pw— |— Qjo* — |— Rw^— I — Sw^— • &c, 

prae  anteqedcndbus  euanelcant,  (88.  & feqq.),  folus  pri- 
mus Pw  remanebit,  eritque  propterea  hoc  cafu,  quo  w 
eft  infinite  panium,  differentia  ipfius  y nempe  Aj— Pw. 


II 4.  Erit-  ergo  Analyfis  infinitorum,  quam  hic 
traffare  caepimus,  nil  aliud,  nifi  cafus  particularis  me- 
thodi differentiarum  in  capite  primo  expolitae,  qui  orir 
tur , dum  differentiae , quae  ante  finitae  erant  affum- 
tae,  ftatuantur  infinite  paruae.  (^o  igitur  ifte  cafus, 
quo  vniuerfa  Analyfis  infinitorum  continetur,  a metho- 
do differentiarum  diftinguatur,  cum  peculiaribus  nomi- 
nibus , tum  etiam  fignis  ad  differentias  iftas  infinite 
paruas  denotandas  vti  conueniet.  Differentias  igitur 
infinite  paruas  hic  cum  l e i b n i z i o differentiw- 
lia  vocabimus ; atque  cum  differentiarum  in  primo  ca- 
pite diuerfbs  ordines  conftituillemus,  ex  iis  nunc  fiicile 
quoque  intclligetur,  quid  differentialia  prima,  fecunda, 
tertia,  &c.  cuiusque  fun£Honis  fignificent.  Loco  cha- 
rafteris  autem  fi , quo  ante  differendas  indicaueramus ,, 
nunc  vtemur  chara&ere  </;  ita  vt  dy  fignificet  differen- 
dale  primum  ipfius  j»  j ddy  differendale  fecundum  j d^y 
terdum  & ita  porro. 
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r if.  Qiraniam  differentias  infinite  parois,  qaashk 
tradamus , differentiaUa  vocamns , hinc  totos  cricohis, 
quo  differendalia  inue/Hgantur  atque  ad  vfimi  accom- 
modantur, appellari  folet  Calctths  differentialis.  Mathe- 
matici Angli,  inter  quos  primum  newtonus  aeque  ac 
LEiBNizius  inter  Germanos  hanc  nouam  Andyfeos 
partem  excolere  coepit,  aliis  tam  nominibus  quam  fignis 
vtuntur.  Differentias  enim  infinite  parnas,  quas  nos  dif- 
ferentialia  vocamus , potiflimum  fluxiones  nominare  fb- 
lent,  interdum  quoque  incrementa:  quae  voces  vti  lati- 
no fermoni  magis  conueniunt,  ita  quoque  res,  quas  de- 
notant, fads  commode  exprimunt.  Quantitas  errim  va- 
riabilis crefcendo  continuo  alios  atque  alios  valores  reci- 
jMens  tanquam  fluens  confiderari  poteft,  hineque  vox  flu- 
xionis, quae  primum  a neutono  gd  celeritatem  crefeen- 
di  adhil^batur,  ad  incrementum  infinite  panium,  quod 
quantitas  quafi  fluendo  accipit,  defignandum  analogice  efl 
translata. 

II 6.  Quamuis  autem  circa  vocum  vlum  atque 
definitionem  cum  Anglis  diiceptare  abfonum  foret,  nos- 
que  coram  iudice  puritatem  latinae  linguae  atque  ex- 
preflionum  commoditatem  (pedante  facile  (uperaremur; 
tamen  nullum  efl  dubium , quin  Anglis  rauone  figno- 
rum  palmam  praeripiamus.  Differendalia  enim,  quae  ipfi 
fluxiones  appellant,  pundis,  quae  litteris  fupericribunt, 
denotare  folent,  ita  vt  j* , us  (ignificet  fluxionem  primam 

ipfhis  y ; y fluxionem  fecundam  ; y fluidonem  tertiam , 
atque  ica  porro.  Qm  uocai^  modus,  vti  ab  arbitrio 
- - pen- 
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pendens , etfi  improbari  nequit , fi  pun£lorum  numerus 
fuerit  parans,  vt  numerando  facile  percipi  queat;  tamen 
fi  plura  pun£l:a  infcribi  debeant,  maximam  confufionem 
plurimaque  incommoda  afTerr.  Differentiale  enim  feu  fln- 

xio  deckna  perquam  incommode  hoc  modo  y repraefen- 
tttur,  cum  noftro  fignandi  modo  °y  facillime  compre- 
hendatur. Oriunrar  autem  cafus,  quibus  multo  adhuc 
fuperiores ' differentialium  ordines  atque  adeo  indefiniti 
expruni  debent,  ad  quos  Angionun  modus  prmius  fic 
ineptus. 

I I 7,  .Nofiris  igirar  tam  nominibus  ■ quam  fignis 
vtemur^  quippe  quorum  illa  in  nofiris  regionibus  iam 
funt  vfu  recepta  atque  plerisque  familiaria,  haec  vero 
commo(fiora.  Interim  tamen  non  abs  re  erat,  Anglo- 
rum  denomkiationes  & fignationes  hic  commemorare,  vt 
qui  eorum  libros  cuoluunt,  eos  quoque  intelligere  que- 
ant. Neque  enim  AngK  flio  mori  tam  pertinaciter  ad- 
' haerent,  vt  quae  noftro  more  IVint  fcripta,  prorfos  repu- 
dient, nec  legere  dignentur.  Nos  quidem  ipforum  ope- 
ra maxima  eum  auiditate  perlegimus,  ex  iisque  fiimmum 
fruff um  r percipimus  ; faepenumem  vero  edam  animad- 
vertimus, ipfos  nofiratium  fcripta  non  fine  vtilitare  legis- 
fe.  Quamobrem  ctfi  idem  vbique  atque  aequabilis  mo- 
dus cogitata  fua  exprimendi  maxime  eflet  optandus,  ta- 
men non  admodum  eft  difficHe,  vt  vtrique  alTuefcamui^ 
quantam  quidem  intelligentia  librorum  alieno  more  ferq)* 
torum  poftuitt.  , > 

N 3 118. 
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TI8.  Com  ^'rar  littera  w nobis  ha^enos  denota* 
verit  difTerentiam  feu  incrementum,  quo  quandtas  varia* 
bilis  X crefcere  concipitur,  nunc  autem  w ftatuatiu-  infi- 
nite paruum,  erit  u dider^idale  ipfius  x ; & hancobrem 
recepto  fignandi  modo  erit  u>—i/x  ; atque  Jx  proinde  erit 
differentia  infinite  parua,  qua  ipla  x crefcere  concipitur. 
Simili  modo  dit&rendale  ipfius  y ita  «q>rimetur  4/7;  at- 
que (i  y fuerit  dinfHo  quaecunque  ipfius  ar,  dtfferentiale  dy 
denot^it  incrementum,  quod  fun&io  y capit,' <dum  x abit 
in  x-\-dx.  Quare  fi  in  i^nSione  y vbique  loco  x fubfH* 
tuatur  x~\-dx^  & quantitas  refultans  ponatur  — jy',  erit 
jy  — yi — hocquc  modo  differentide  cuiusque  func- 
tionis reperietur:  quod  quidem  intelligendum  ^ de  dif- 
ferentiati primo  feu  primi  ordinis;  de  reliquis  enim  poft- 
ea  videbimus.' ‘ '■ 

119.  Probe  ergo  tenendum  cft  litteram  d hic  non 
quantitatem  denotare,  fed  tantum  loco  %ni  adhiberi,  ad 
vocem  differentiaUf  exprimendam,  eodem  modo,  quo 
in  dofhina  logarithmorum  littera  l pro  figno  logarith- 
mi,  & in  Algebra  charaftere  V pro  figno  radicis  vti  con- 
fueuimus.  Hinc  dy  non  fignificat,  vti  vulgo  in  Analyfi 
vfu  eft  receptum,  produQum  ex  quantitate  d in  quanti- 
tatem jv,  fed  ita  enunciari  debet,  vt  dicatur  differentialc 
ipfius  y.  Simili  modo  fi  feribatur  d^y , neque  binarius 
exponentem , neque  d^  poteftatem  ipfius  d fignificat,  fed 
adhibetur  tantum  ad  nomen  differentialis  fecundi  brevi- 
'ter  & apte  exprimendum.  Cum  igitur  littera  d in  cal- 
culo di^erentiali  non  quantitatem,  fed  fignum. tantum 
. • ».  ex- 
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exhibeat,  ad  conibiionem  vitandam  in  calculis,  vbi  plu- 
res  quantitates  conflantes  occurrunt,  littera  d ad  earum 
defignadonem  vfurpari  nequit  j perinde  atque  euitarc  fb' 
lemus  litteram  / tanquam  quantitatem  in  calculum  indu- 
cere, vbi  fimul  logarithmi  occurrunt.  Optandum  autem 
elTet,  vt  litterae  iftae  d & i per  chara£leres  aliquantulum 
alteratos  exprimerentur,  ne  cum  litteris  Alphabetbi,  qui- 
bus quantitates  defignari  folent,  confundantur : fimili  fei- 
licet  modo,  quo  loco  litterae  r,  qua  primum  vox  radi- 
cis indicabati#,  nunc  charafler  ifte  diflortus  V in  vfum 
efl  receptus. 

120.  Quoniam  igitur  vidimus  differendale  primum 
ipfius  y,  a y fuerit  funftio  quaecunque  ipfius  x,  habitu- 
»um  effe  huinsinodi  formam  P« ; ob  u—dx^  erit  dy—Pdx. 
Qualiscunque  Icilicet  fuerit  y fun£Ko  ipfius  x,  eius  diffe- 
rentiale  dy  exprimetur  certa  quadam  funftione  ipfius  x, 
pro  qua  hic  ponimus  I^,  per  differendale  ipfius  x,  nem- 
pe per  dx  multiplicata.  Edamfi  ergo  differendalia  ipfa- 
rum  X 8c  y reuera  fint  infinite  pania,  ideoque  nihilo  ae- 
qualia j tamen  inter  fe  finitam  habebunt  radonem  : erit  fci- 
licet  dy  : dxzzVi  1.  Inuenta  ei^  fun£Hone  ifta  P,  in- 
no te  fck  rado  inter  differendale  dx  & differendale  dy. 
Cum  igitur  calculus  diffcrentialis  in  inuendone  differen- 
dalium  confiflat,  in  eo  non  tam  ipfa  differendalia,  quae 
fimt  nihilo  aequalia  ^ propterea  nullo  labore  inueniren- 
tur,  quam  eorum  rado  mutua  geometrica  inuefUgatur. 

1 121.  Differendalia  igitur*multo  facilius  inuemun- 

tur,  quam  differendae  finitae.  ‘Ad  differentiam  enim  fini- 
• ’ tam 
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tam  &>,  qaa  fiinSiio  y crefck,  dnm  quantitas  variabflis  if 
incrementum  w accipit,  non  fufficit  funftionem  P noflb, 
fcd  indagari  mfuper  oportet  fun£tiones  R , S , &c. 
quae  in  Offerentiam  finitam,  quam  pofuimus 
rz  Pw -h  -4- Rwi -f- &c. 
bigrediuncur ; ad  difierentiale  ipfius  y autem  inuenkndum 
foris  cft,  fi  nouerimus  folam  fanftionem  P.  Quamobrem 
ex  cognita  differenda  finita  cuiusque  fun£^ionis  ipfius  jt, 
facillime  cius  diffcrcnriale  definitur ; verum  contra  ex  dif- 
ferenriali  dus  fun£fionis , nondum  erui  pdtefi  eius  diffe- 
renda finito.  Interim  tamen  infra  docebitur,  quemad- 
modum ex  dffierencialibus  omnium  ordinum  fimul  cogni- 
ris  differentia  quaeuis  finita  cuiusque  fun£Honis  propofi- 
tae  inueniri  queat.  Ceterum  ex  his  manifefkun  eft  Offer 
rentiale  primum  dy~Pdx^  praebere  terminum  primum 
differentiae  finitae,  quippe  qui  efi 

123.  Si  igitur  incrementum  u,  quod  quantitas  va- 
riabilis X aedpere  concipitur,  fuerit  vehementer  paruum, 
ita  vt  in  expreffione  Pw -f- Qw»-+-Rw3-4- &c.  termini 
Qw*  & Rco3,  mnltoquc  magis  reliqui,  fiant  tam  parui, 
vt  in  computo , quo  Ommus  rigor  non  obldnatur,  prae 
primo  Pw  negligi  queant ; tum  cognito  diffdenriali  Pdx^ 
ex  eo  differenda  finita  vero  proxime  cognolcetur,  quip- 
pe quae  erit  ~P(w:  vnde  in  pluribus  occafionibus,  qui- 
bus calculus  ad  praxin  adhibetur,  ntm  parum  frufhis  hau- 
ritur. Atque  hinc  nonnulli  arbitrantur,  differenrialia  tan- 
quam  incrementa  vehementer  pania  confiderari  pofle, 
eaque  nihilo  reuera  aequalia  effo  negant , atque  tantum 
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indefinite  pania  fiatnant.  Haecque  idea  aliis  occafionem 
praebuit  AnalyHn  infinitorum  accu&ndi,  quod  non  veras 
rerum  quantitates  eliciat , fed  tantum  vero  proximas ; 
quae  obieftio  femper  aliquam  vim  retineret,  nifi  infinite 
parua  prorfus  niliilo  aequalia  fiatueremus. 

133.  Qui  autem  nolunt  infinite  parua  plane  in  ni- 
hilum abire , ii  vt  vim  obie£iionis  deftruere  videantur, 
diderentialia  comparant  minimis  puluisculis  ratione  todus 
terrae,  cuius  quantitatem  nemo  non  veram  tradidifle  cen- 
feretur,  qui  vnico  puluifculo  a veritate  aberrauerit.  Talem 
igitur  rationem  inter  quantitatem  finitam  & infinite  par- 
vam ede  volunt,  q^is  eff  inter  *fbtam  terram  minimum- 
que pu\pisculum : «que  fi  cui  hoc  diferimen  adhuc  non 
latis  magnum  videatur,  eam  rationem  millies  magisque 
adaugent , vt  paruitas  amplius  omnino  percipi  nequeat. 
Interim  tamen  agnofeere  coguntur,  fummum  rigorem 
geometricum  aliquanmium  infiringi  \ quare  quo  huic  ob- 
ieftioni  occurrant,  ad  eiusmodi  exempla  confugiunt,  quo- 
rum tam  per  Geometriam  quam  per  Analyfin  infinitorum 
fblutiones  inueniri  pofTunt,  ex  earumque  congruentia  bo- 
nitatem pofterioris  methodi  concludunt.  Quanquam  au- 
tem hoc  argumentum  negotium  non  conficit,  cum  feepe 
numero  per  erroneas  methodos  verum  elici  queat ; tamen 
quia  hoc  vido  non  laborat,  podus  euincit,  eas  quandta- 
tes,  quae  in  calculo  fint  negleflue,  non  folum  non  incom- 
prehenfibiliter  paruas,  fed  plane  nullas  ede,  vd  nos  adu- 
mimus.  Ex  quo  rigori  geometrico  nullam  omnino  vim 
inferimus. 
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I 124.  Progrcdiaraor  ad  di^rentialiam  (ecniidi  01^ 
dinis  nacnram  explicandam  , qnae  oriuntor  ex  differen- 
tiis fecundis  in  capite  primo  expolitis,  p>onendo  quanti- 
tatem co  infinite  paruam  Cum  igitur  fi  ponamus 

quantitatem  variabilem  aequalibus  incrementis  crefcere, 
ita  vt  fi  valor  f^undus  x*  fuerit  fequentes 

fotori  lint  ; x^~x-t-^^fx  &c.  ob  diffe- 

rendas primas  conflantes  —Jx,  differentiae  fecundae  eoa- 
nefeent : erit  ergo  quoque  diff^endate  fecundum  ipfius 
X nempe  ddx—o^  atque  db  hanc  radonem  quoque  dif- 
fcrendalia  vlterfora  erunt  r=o,  fcilicet  d^xz:zo;‘d*x:z:o\ 
d^x~o'j  &c.  Obiici  quidem  poteff,  haec  diffcrendalia, 
cum  fint  infinite  parua,  per  fe  effe  ~o  , neque  hoc 
proprium  efle  eius  quanritatis  variabilis  cuios  incre- 
menta aequalia  concipiantur;  at  vero  hanc  eoanefeend- 
am  ita  interpretari  oportet,  vt  differcndalia  ddx,  d^x  &c. 
non  Iblum  in  fe  fpeffata  fint  nulla,  fed  etkm  radone  po- 
teffatum  ipfius  dxy  cum  quibus  alias  comparari  pollen^ 
euanefeere. 

V 

125.  Quae  quo  clarius  intelligantur,  recordandum 
«fl  differendam  fecundam  cuiusque  fon£Honis  ipfius  x^ 
quae  fit>,huiusmodi  forma  exprimi 
&c.  Quodfi  ergo  eo  fit  inf^te  paruum,  termini 
Reo<  &c.  fwae  primo  Peo»  euanefeent,  vnde  polito  ui~dx 
differendale  fecundum  ipfius  y erit  =Pefr*,  denotante  < 
dx*  quadraram  differendalis  dx.  Quare  etfi  differendale 
fecundum  ipfius  y,  nempe  ddy  per  fe  fit  =0 , tamen 
cum  fic  ddy  ~ Fdx*^  ad  dx*  habebit  radonem  finitam, 

vd 
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vti  P ad  i:  fin  autem  ft  tum  fit  Prro,  Qjro, 

Rrro,  &c.  ideoquc  hoc  cafu  difierendale  fecundum  ip< 
lius  X etiam  rcfpe&u  dx^  alriorumquc  ipfius  dx  potefta- 
tum  euanefcit.  Hocque  modo  intelligenda  funt  ea,  quae 
ante  diximus,  elTc  fcilicet  ddx~o^  d^x:zzoy  &c. 

1 26.  Cum  diflereiuia  fecunda  nil  aliud  fit,  nifi  dii{» 
rentia  difierendae  primae  j differentiale  quoque  fecundum 
feu  vd  faepe  vocari  folet,  differendo-differentiale  nil  alihd 
erit  praeter  differendale  difFerendalis  primi.  Quia  dein- 
de quandtas  conflans  nulla  neque  augmenta  neque  de- 
crementa accipit,  nullasque  admitdt  differendas,  quippe 
quae  fblis  quandtadbus  variabilibus  funt  propriae,  dici- 
mus eodem  fenfu  quantitatum  conflantium  ^ffercndalia 
omnia  cuiusque  ordinis  effe  ^o,  hoc  efl  prae  omnibus 
adeo  potefladbus  ipfius  dx  euanefeere.  Cum  igitur  dif- 
ferendale ipfius  dx  hoc  efl  ddx  fa:  — o ; differendale  dx 
tanquam  quandtas  conflans  confiderari  potefl,  & quodes 
differendale  cuiuspiam  quantitatis  dicitur  conflans,  toties 
ea  quandtas  intelligenda  efl  condnuo  aequalia  incremen- 
ta accipere.  Sumimus  hic  autem  x pro  ea  quantitate,  cu- 
ius differentiale  fit  conflans,  hicque  finguiarum  eius  func- 
donum  variabilitatem,  cui  earum  differendalia  funt  obno- 
xia, aefHmabimus. 

127.  Ponamus  differendale  primum  ipfius  y effe 
Zzpdx\  atque  ad  eius  differendale  fecundum  inuenien- 
dum,  ipfius  pdx  denuo  differendale  quaeri  debet.  Cum 
autem  dx  fit  conflans,  neque  varietur  eiamfi  loco  x fca- 
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bamr  x-4-</x,  tantum  opus  eft,  vt  quantitatis  finitae  p 
differentiale  quaeratur:  fit  igitur  dp—qix^  quoniam  vi- 
dimus omnium  funfiionum  ipfius  x difierendalia  ad  hu- 
iusmodi  formam  reuocari : & cum  fit,  vd  de  difierentiis 
finitis  oftcndimus,  differentiale  ipfius  np—nqdx^  fi  « fit 
quantitas  conftans,  ponatur  dx  loco  »,  eritque  differen- 
tiale ipfius  pdx—qdx^.  Hancobrem  fi  fit  dyzzpdx  & 
dpz:zqdx,  erit  differentiale  fecundum  ddy  — qdx*,  fic- 
que  conftat,  quod  iam  ante  innuimus,  differendale  fecun- 
dum ipfius  y ad  dx*  habere  radonem  finitam. 

12  8.  In  Capite  primo  iam  notauimus  differendas  fe- 
cundas atque  fequentes  conftitui  non  poffe,  nifi  valores 
fucceffiui  ipfius  x certa  quadam  lege  progredi  affumantur, 
quae  lex  cum  fit  arbitraria,  his  valoribus  progreflionem 
arithmedeam  tanquam  facillimam  fimulque  apdfiimam  tri- 
buimus. Ob  eandem  ergo  radonem  de  differentialibus 
fecundis  nihil  certi  ftatui  poterit,  nifi  differendalia  prima, 
quibus  quanritas  variabilis  x condnuo  crelccre  concipitur, 
fecundum  datam  legem  progrediantur ; ponimus  itaque 
differendalia  prima  ipfius  x,  nempe  dx,  dx*,  dx**,  &c. 
omnia  inter  fe  aequalia,  vnde  fiunt  differendalia  fecunda 

ddx~dx* dx~o',  ddx*zzdx** dx*~o,  &C. 

Quoniam  ergo  differendalia  fecunda  & vlteriora  ab  ordi- 
ne, quem  differendalia  quandtatis  variabilis  x inter  fe  te- 
nent, pendent,  hicque  ordo  fit  arbitrarius,  quae  condido 
differentialia  prima  non  afficit ; hinc  ingens  diferimen  in- 
ter differendalia  prima  ac  fequenda  radone  inuendonis 
intercedit. 


12^. 


129.  Q^dH  autem  fuccefliui  fpfius  x valores  a-,  x*, 
,»**,  2->n,  x^*,  &c.  non  fecundum  arithmeticam  progres- 
Honcm  ftatuantur,  fed  alia  quacunque  lege  progredi  po- 
nantur, cum  eorum  quoque  difFerentialia  prima  dx^dx^^ 

&c.  non  erunt  inter  fe  aequalia,  neque  propterea 
erit  ddx~o.  Hancobrem  diflerendalia  fecunda  quarum- 
vis fun£Honum  ipfius  x aHam  formam  induent  j fi  enim 
huiusmodi  funftionis  y differentiale  primum  fuerit  —pdx 
ad  eius  differentiale  fecundum  inueniendum  non  fuffich 
differentiale  ipfius  p per  d»  multiplicaffe,  fed  infuper  ra- 
' tio  differenti^  ipfius  dx  ^ quod  eft  ddx  haberi  debet. 
'Quoniam  enim  differentiale  fecundum  oritur,  Ci  pdx  a 
valore  eius  fequente,  qui  oritur  dum  x-^dx  loco  x & 
dx-irddx  \oco  dx  ponitur,  fubtrahatur,  ponamus  valo- 
rem  ipfius  p fequentem  efle  zzp-^r-qdx  ^ eritque  ipfius 
pdx  valor  fequens 

^(^pS^dx)  (dx-irddxy—pdx  -\-pd dx-\- qdx^-\~q  dx  ddx ; 
a 'quo  fubtrahatur  pdx^  eritque  differentiale  fecundum 
ddy~pddx-\~qdx^-\-qdxdix~pddx-\-qdx*^ 
quia  qdxddx  prae  pddx  euanefeit. 

1 30.  Quanquam  autem  ratio  aequalitatis  efi  fimpK- 
ciflima  atque  aptiflima,  quae  continuo  ipfius  x incremen- 
tis tribuatur,  tamen  frequenter  euenire  foler,  vt  non  eius 
quantitatis  variabilis  x^  cuius  y eft  funSio,  incrementa 
aequalia  affumantur , fed  alius  cuiuspiam  quantitatis  , cu- 

■ ius  ipfa  X fit  fiinftio  quaedam.  Quin  etiam  faepe  eius- 
modi  alius  quantitatis  differentialia  prima  ftatuuncur  ae- 
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qualia,  cuius  ncquidem  rdatio  ad  x conftet.  Priori  cafli 
pendebunt  differentialia  fecunda  & fequenda  ipfms  *•  a 
ratione,  quam  x tenet  ad  illam  quantitatem,  quae  aequa* 
biliter  crcfcere  ponitur,  ex  eaquc  pari  modo  dcfinki  dc* 
bent,  quo  hic  differentialia  fecunda  ipHus  y ex  diffcren* 
dalibus  ipfius  definire  docuimus.  Pofteriori  autem  ca* 
lu  differentialia  fecunda  & fequentia  ipfius  x tanquam  in* 
cognita  fpe£fari,  eorumque  loco  figna  ddx^  d^Xy  d*x^ 
&C.  vfiirpari  debebunt. 

1 3 r.  Cum  autem,  quemadmodum  his  cafibus  diffc- 
rcntiationes  fingulas  abfolui  oporteat , infra  fufius  fimus 
oftenfiui,  hic  pergamus  quantitatem  variabilem  x tan* 
- quam  vniformiter  crefcentem  affumere,  ita  vt  eius  diffe* 
rentialia  prima  dx^  dx\  dx^,  &c.  inter  fc  omnia  aequa- 
lia, ac  propterea  differentialia  fecunda  ac  fequentia  ni* 
hilo  aequalia  ftatuantur ; quae  conditio  ita  enunciari  fo* 
let  vt  differcntiale  ipfius  Jf  nempe  dx  conftans  aflumi  di- 
catur. Sit  deinde  y funtlio  quaecunque  ipfius  x , quae 
cum  per  x & conflantes  definiatur,  fingula  quoque  eius 
differentialia  prima  ,*  fecunda , tertia , quarta , &c.  quae 
his  fignis  indicantur  dy , ddy , d^y , d*y , &c.  per  x & 
dx  exprimi  poterunt.  Scilicet  fi  in  loco  feribatur 
x~\-dx^  ab  hocque  valore  prior  fubtrahatur,  remanebit 
differendale  primum  dy : in  quo  fi  porrt  loco  pona- 
tur x-^dx,  prodibit  dy^  ^ eritque  ddy  — dyi dy , fi- 

mili  modo  ponendo  x-i^-dx  \ocxi  x , tsx  ddy  nafeetur 
ddy\  atque  ddf — </</jr*dabit  d^y  & ita  porro:  in  qui- 
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bos  operationibus  di/ieremiale  dx  peipemo  ‘ tanqnam 
quondcas  conflans  ^£hnir , quae  nullum  (UlTerendale 
recipiat. 

13J.  Ex  ratione,  qua  fiin£Ho  ^ per  jr  determina- 
mr,  eam  ope  methodi  Offerentiarum  finitarum,  quam 
multo  expeditius  ex  iis,  quae  poflea  fumus  tradituri, 
definietur  valor  funftionis  /,  quae  per  dx  multiplicata 
praebeat  differendale  primum  dy.  Pofito  ergo  dy—pdx, 
differentialc  ipfius  pdx  dabit  differentiale  fecundum  ddy  j 
vnde  fi  fuerit  dp~qdx^  ob  dx  conflans,  orietur 
ddy  — qdx'* , vti  iara  ante  oflendbhus.  Vlterius  igitur 
progrediendo  , cum  differentialis  facundi  differentiale 
praebeat  differentialc^  tertium  , ponamus  efle  dq  — rdx, 
critque  d^y  — rdx^  : fimili  modo  li  liuius  flin£lionis  r 
differentiale  quaeratur , fueritque  dr~tdx,  habebitur 
differentiale  quartiun  d*y'—sdx*^  ffeque  porro,  'dum- 
modo nouerimus  differentiale  primum  cuiusque  func- 
tionis inucnirc,  differentiale  cuiusque  ordinis  affignare 
poterimus. 

133.  Quo  igitur  formae  fingulomm  horum  dffle- 
rentialium , fimulque  ratio  ea  inueniendi  clarius  menti 
repraefentetur , ea  fcquenti  tabella  complecti  vifum  efl. 
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Si  y fuerit  fun£Ho  qotecanque  fpfius  x , 


erit 

i atque  pofito 

dy  Z^pdx 

11 

ddy  ZZ  ^dx* 

dq  ZZ  rdx 

d^y  ” rdx^ 

11 

k 

II 

C 

ds  — tdx 

d*y  “ tdx^ 

&C. 

Cum  igitur  funftio  r ex  fun£Uone  y per  differentiado- 
nem  cognofcatur , funilique  modo  ex  f inucniatur 
htncque  porro  r,  & ex  eo  vlterius  x,  &c.  difFcrentialia 
cuiusuis  ordinis  ipfius  y facile  reperientur,  dummodo 
diff^endale  ix  affumatur  conflans. 

' 134.  Cum  f,  »■,  X,  #,  &c.  lint  quantitates  fi- 
nitae, funftiones  nimirum  ipfius  xr,  difFerentiale  primum 
ipfius  y^  rationem  finitam  habebit  ad  differende  pri- 
mum ipfius  X,  fcilicet  vt  ad  i ; hancque  ob  caufim 
differentialia  dx  & dy  vocantur  homogenea.  Deinde  cum 
ddy  ad  dx*  habeat  rationem  finitam  ve  f ad  t,  erunt 
ddy  & dx*  homogenea ; fimili  modo  homogenea  erunt 
itemque  d“>y  & dx^  ^ & ita  porra  Vnde 
vti  differentialia  prima  funt  inter  fe  homogenea,  feu  ra- 
tionem finitam  tenentia ; fic  differentialia  fecunda  cum 
quadratis  differentialium  primorum,  differentialia  autem 
tertia  cum  cubis  differentialium  primorum  atque  ita  por- 
ro erunt  homogenea.  Atque  generarim  differendale  ip- 
fius 
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fias  ordinis  «,  quod  ita  exprimitor  d*y^  homo^neum 
erit  cum  dx*^  hoc  efi  cum  poteftate  difiu-eod^  dx  ^ 
cuius  exponens  eft  n, 

I3J.  Cum  igitur  prae  dx  euanefbant  omnes  eius 
poteftateS)  quarum  exponentes  fune  vnitace  maiores,  prae 
dy  quoque  euanefeent  </r*,  dx^y  dx*y  &c.  & quae  ad  has 
potefiates  rationem  finitam  tenent  difierendalia  oltiorum 
ordinum  ddy^d^y^  d*yy  &c.  Simili  modo  prae  ddy  quia 
eft  homogeneom  cum  </x»,  omnes  ipfius  dx  pocefiates 
quadrtto  fuperiores  dx^y  &c,  cuanefcent,  euanefeent 
, drgo  quoque'  d^y , ^jr,  &c.  Atque  prae  d^yy  yjjmieiccne 
, dx^y  d^y‘y  dx*y  d^y\  &c.  Hincque  Aede,  fiS^pofitae 
fuerint  quaecunque  exprefiiones  huiusmodl  dil||reneia]ia 
inuoluentes,  dignofei  poterunt,  vtrum  fint  homogeneae 
nec  ne?  Relpici  enim  debebunt  tantum  difierendalia, 
omifiis  quantitaribus  fiqids,  quippe  quae  homogeneitateni 
non  turbant ; atque  pro  difierentialibus  fecundi  aldorum- 
que  ordinum  feribantur  potefiates  ipfius  dx  ipfis  horno* 
neae,  quae  fi  praebeant  vbique  eandem  dimenfionum  nu- 
merum, exprefiiones  erunt  homogeneae. 

i3tf.  Ita  patebit  has  exprefiiones  Vddjy*  & Q^d^y 
efle  inter  fe  homogeneas.  Nam  ddy*  denotat  quadra- 
tum ipfius  ddyy  & quia  ddy  homogeneum  eft  cum  dx*, 
erit  ddy*  homdgeneum  cum  dx*.  Deinde  quia  dy  cum 
dx  & i^y  cum  dx*  homogeneum  efi,  erit  produ£him 
dyd*y  cum  dx*  homogeneum : ex  quo  fequitur  expres- 
fiones  Pddy*^  Sc  Qdyd*y  inter  fe  efie  homogeneas,  ideo- 
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que  radonem  inter  fc  finitam  habere.  Simili  inodo  coI> 

Kgetur  has  expreffiones  ^ homoge- 

neas  ; fubftitutis  enim  pro  Jy,  ddy,  d^y  & d^y  hisipfius 
dx  potefladbus  ipfis  homogeneis  dx,  dx^,  dx"^  & 
orientur  hae  expreffiones  Pdx^  & quae  vrique 

erunt  inter  fe  homogeneae. 

* • 

137.  Quod  fi  ftaa  hac  reduftione  expreffiones  pro- 
pofitae  non  contineant  aequales  ipifius  dx  potefiates,  tum 
non  erunt  homogeneae , neque  propterea  inter  fe  rado- 
nem finitam  tenebunt.  Erit  ergo  altera  infinities  fiue 
maior  fiue  minor  altera,  hineque  vna  re(pe£lu  alterius 

euanefeet.  Sic  ad  radonem  habebit  infi- 

dx*  dy 

nite  magnam:  prior  enim  expreffio  reducitur  ad  Pdx  & 
altera  ad  Qdx*^  vnde  haec  prae  illa  enanelcet.  Quam- 
pbrem  fi  in  quopiam  calculo  aggregatum  huiusmodi  bi- 

poste- 
rior terminus  prae  priori  tuto  reiici,  folusque  primus 
Vd^y 

-j-A  in  calculo  rerineri  poterit:  fubfiftet  enim  perfc£la 
rado  aequalitatis  inter  expreffiones 


narum  formularum  occurrat, 


Vd^y  , (^ddy*  ^ Pd^y 
■ dx*  dy  dx*  * 


quia  exponens  radonis  efl 

, Qdx*ddy*  , Qdx*ddy* 

— * — * ob  -p-jjjjy  — < 
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Hocque  pa£h)  expre^Hones  differendales  quandoque 
Fifice  contrahi  pofliinc.  > 

138.  In  calculo  diflerendali  praecepta  traduntur, 
quorum  ope  cuiusuis  quantitatis  propolitae  differentialc 
primum  inueniri  poteft:  & quoniam  differentialia  fecun* 
da  ex  diderentiadone  primorum,  terda  per  eandem  ope^ 
radonem  ex  fecundis  & ita  p>orro  fequenda  ex  praece* 
dendbus  reperiuntur , calculus  diHerendalis  condnet  me> 
thodum  omnia  cuiusque  ordinis  differentialia  inueniendL 
Ehc  voce  autem  differemialis  ^ qua  differenda  infinite  par- 
va denotatur,  alia  nomina  deriuantur,  quae  vfu  funt  re- 
cepta. Sic  verbum  habetur  differtvtiare , quod  fignificat 
differentiale  inuenire  ^ quandtasque  differentiari  dicitur, 
quando  eius  diffcrcndalc  elicitur.  Differeiitiatio  autem  de- 
notat operationem,  qua  differentialia  inueniuntur.  Hinc 
calculus  differentialis  quoque  vocatur  methodus  differen-^ 
tiandi^  cum  modum  diffcrendalia  inueniendi  contineat. 

139.  Quemadmodum  in  calculo  differentiali  cuius^ 
vis  quandtads  differendale  inuefdgatur , ita  vidflim  cal- 
culi ipecies  confdtuitur  quoque  in  inuendone  eius  quan^ 
dtads,  cuius  differendale  proponitur,  qui  calculus  inte- 
gralis  vocatur.  Si  enim  propofitum  fuerit  differendale 
quodcunque,  eius  refpeOn  ea  quantitas,  cuius  eft  diffe- 
rendale,  vocari  fblet  integrale.  Cuius  denominadohis  ra- 
tio eft,  quod,  cum  differendale  confiderari  poflit,  tan- 
quam  pars  infinite  pama,  qua  quandtas  quaepiam  crefeit, 
ipia  illa  quandtas  refpedu  huius  pards  tanquam  totum 
feu  integrum  fpeffari  poteff,  hancque.ob  caufion  eiusvo- 
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catur  incegrale.  Sic  cum  iy  fit  differentialc  ipfios  jr,  vi» 
cifilm  y erit  integrale  ipfius  iy , & cum  idy  fit  diffe- 
rentiole  ipfius  dy^  erit  dy  integrale  ipfius  ddy.  Simili> 
que  modo  erit  ddy  infegwle  ipfius  d^y^  & d^y  ipfius  d*y 
& ita  porro ; vnde  quaelibet  differentiatio,  fi  inuerie  Qkc- 
catur,  integrationis  exemplum  exhibet. 

140.  Origo  & natura  integralium  pariter  ac  difi^ 
rentialium  clarifitme  ex  differendarum  finitarum  do£h'ina 
in  capite  primo  expofita  explicari  potefi.  Pofiquam  enim 
eflet  oftenfum,  quomodo  cuiusque  quandtaris  differen- 
dam inueniri  oporteat,  retrogrediendo  quoque  monftra- 
vimus,  quomodo,  fi  propofita  fuerit  differenda,  ea  quan- 
titas inueniri  queat,  cuius  illa  fit  differenda;  quam  quan- 
titatem re^e^  fnae  differendae  vocauimus  eius  fum- 
mam.  Vd  igitur  ad  infinita  pama  procedendo  differen- 
tiae in  differendalia  abierunt,  ka  iummae  quae  ibi  erant 
vocatae,  integralium  nomen  forduntur:  & hanc  ob  cau- 
fiun  integralia  quoque  non  raro  fummae  appellari  folent. 
Angli  qui  differendalia  fluxiones  nominant,  integraha  vo. 
eant  quantitates  fiuentes ; eorumque  loquendi  more  d^e 
fluxionis  fluentem  inuenire,  idem  efi,  quod  noffro  more 
dad  differendalis  integrale  inuenire  dicimus. 

14T.  Vd  differendalia  chara£lere  d defignamos,  ita 
ad  integralia  indicanda  hac  littera  / vdmur,  quae  ergo 
quandtadbus  differendalibus  praefixa  eas  denotabit  quan- 
titates, quarum  illa  fune  differendalia.  Sic  fi  differentialc 
ipfius  y fuerit  pdx^  fcu  dy—pdx^  erit  y integrale  ipfii^ 

• . pdx^ 
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'pix^  qaod  hoc  modo  icribimr  y~fpdx^  cum  fit  y:zfdy. 
Integrale  ergo  ipfius  pdx^  quod  fpdx  indicator,  de- 
notat quantitatem,  cuios  dffierendale  efi  pJx.  Simili  mo- 
do cum  fit  Jdy  — qdx*  exiftcnte  ipzz.qdx\  eri!  ime- 
gnde  ipfius  ddy  hoc  efli  dy—pdx\  atque  ob  f^zfqdx^ 
erit  dy—dxfqdx^  acprspterea  Si  vlterios 

fit  dq-::zrix  ^ erit  q—frdx  & dp~  dx/rdx'  vnde  fi 
charaQer  / denuo  praefigatur,  fiet  pznfdxfrdx  ^ porro- 
qne  dy~dxfdxfrdxy  atque  y—fdxfdxfrdx. 


142.  Quia  diflferentiale  dy  eft  quantitas  infinite  par- 
va, efus  integrale  autem  jr  quantitas  finita,  parique  mo- 
do difierendale  fecundum  ddy  infinides  minus  efi,  quam 
eius  fntegrale  dy^  manifefhun  eft  diffcrendalia  prae  fuis 
integraCbus  euanefeere.  Quae  afie£rio  quo  melius  per- 
cipiatur, infinite  pania  in  ordines  diuidi  fblent,  dicitur- 
que  infinite  paruum  primi  ordinis,  ad  quod  referuntur 
difterendalia  prima  dxy  dy . Infinite  paruum  fecundi 
ordinis  complefHtur  difterendalia  fecundi  ordinis,  quae 
homogenea  funt  cum  dx*  ; fimilique  modo  infinite  par- 
va, quae  cum  dx^  funt  homogenea,  vocantur  ordinis 
tertii , ad  quem  erg^  pertinent  diflerendalia  tertia  om- 
nia ; ficque  porro.  Vnde  vri  infinite  paroa  primi  or- 
dinis prae  quantitadbus  finitis  euanefeunt,  fic  infinite 
pania  fecundi  ordinis  prae  infinite  panm  primi  ordinis, 
atque  generadm  infinite  pama  cuiusque  ordinis  aldoris 
prae  infinite  paruis  ordinis  inferioris  euanefcenr. 


143.  His  igimr  infinite  paruorum  wdinibus  con- 
(titutis,  vd  difi^endaTe  quantitatis  finitae  eft  infinite  par- 
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yum  primi  ordinis,  atque  dj/Tcrendale  infinite  parui  primi 
ordinis  ell  infinite  panium  fecundi  ordinis,  & ita  porro  j < 
ka  vidflim  manifeftum  eft  integre  infinite  parui  priori 
ordinis  efTe  quantitatem  finitam,  integrale  autem  infinifa 
parui  fecundi  ordinis  *efTe  infinite  panium  primi  onfinis 
(icque  deinceps.  Quare  fi  difigrendale  propofitum  fue* 
rit  infinite  paruum  ordinis  »,  eius  integiale  erit  infinite 
panium  ordinis  n — i ; hincque  vd  difiereodando  onlo 
infinite  paruorum  augetur,  ita  int^ratione  ad  ordines  m<i 
feriores  progredimur,  donec  ad  ip&s  quantitates  finitas 
perueniamus.  Sin  autem  quantitates  finitas  denuo  inte- 
grare velimus,  tura  fecundum  hanc  legem  perueniemus 
ad  quantitates  infinite  magnas,  ab  hanimquc  integratio- 
ne infHtuta  ad  quantitates  adhuc  infinides  maiores,  fic<<’ 
que  progrediendo  obtinebimus  fimiles  infinitorum 'or(&‘ 
nes,  quorum  quisque  praecedentem  infinides  fiiperat.  ,-^^ 

144.  Supereft  vt  in  hoc  Capite  quaedam  de  vfu 
fignorum  recepto  moneamus,  ne  ambigukad  vllus  locus 
relinquatur.  Ac  primo  quidem  fignum  differentiadonis 
d tantum  afficit  literam  immediate  fcquentem  folam : fic 
dxy  non  denotat  differendale  produfH  xy^  fed  differen- 
dale  ipfius  x per  ipfam  quandtatem  y muldplicatum. 
Solet  autem,  quominus  confufio  nafeatur,  quandtas  y an- 
te fignum  d hoc  modo  fcribi  ydx  ^ quo  produ£him  cX 
y in  dx  indicatur.  Attamen  R'y  fit  quantitas  vel  %num- 
radicalc  V vel  logarithmicum  habens  praefixum , tum 
poft  diffcrentiale  poni  folet:  nimirum  dxV(M — xx)  fig- 
nificat  produ£him  ex  quandtate  finita  V(aa — ;xx) 

■ ' • dif- 


Digitized  by  Googk 


differehrialc  dx^  itmiiique  modo  eft  produc- 
tum ex  logarithmo  quandtads  pcr  dx  mulripli. 

cato.  Ob  eandem  radonem  ddyVx  exprimit  produ^iun 
difTerendaiis  lixundi  ddy  Sc  quandtads  finitae  Vx, 

I4J.  Neque  vero  fignum  d litteram  immediate  (e- 
quentem  folam  afficit , fed  edam  nequidem  exponentem 
fi  quem  habet,  fpe£lat.  Ita  dx*  non  exprimit  cfifieren- 
dale  ipfius  x*,  fed  quadratum  difTerendaiis  ipfius  x,  ita 
vt  exponens  a non  ad  x,  fed  ad  dx  referri  debeat.  Pos» 
fet  edam  fcribi  dxdx,  quemadmodum  produdum  duo* 
rum  differendalium  dx  & dy  hoc  modo  dxdy  exponitor, 
verum  prior  modus  Vx»,  vti  eft  breuior,  ita  vfitatior. 
Praefcrdm  fi  aldores  poteftates  ipfius  dx  eflent  indican- 
dae, nimis  prolixum  forer  dx  todes  reped : fic  dx^  de- 
notat cubum  ipfius  dx , Sc  m differendalibus  aldorum 
ordinum  fimilis  rado  obfemator.  Scilicet  ddy*  denotat 
poteftatem  quartam  differendalis  fecundi  ordinis  ddy’ 
atque  d^y^Vx  fignificat  quadratum  differendalis  terrii  or- 
dinis ipfius  y muldplicatum  efle  per  Vx  j fin  autem  per 
quantitatem  radonalem  x muldplicari  deberet , ea  prae- 
figitur hoc  modo  xd^y*, 

* ' * 

145.  Sin  autem  velimus,  vt  fignum  d plus  quam 
folam  litteram  fubfequentem  afficiat , id  peculiari  modo 
indicari  debet.  Vdmur  hoc  calu  praecipue  vncmulis, 
quibus  ea  quandtas  includitur,  cmus  differendale  debet 
indicare.  Vd  d^xx-i^yy')  denotat^differendale  quand- 
tads  xx-^yy]  verum  fi  velimus  differendale  poteftaris 
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huiusmodi  gtumHratis  de(ignare,  ambiguitatem  vix  eui* 
tarc  poffumus;  fi  enim  (cribamus  inteUi* 

gi  poflct  quadratum  ipfius  d(^xx-\-yy).  Poterimus  au- 
tem hoc  cafii  punSum  in  mmlium  vocare , iu  vc 
d.{xx~\~yyY  denotet  difierendale  ipfius  {.xx~\-yyy^ 
omiflb  autem  punQo  d{_xx-\-yyY  quadratum  ipfius 
d(^xx-\-yy').  PunQo  iciCcet  commode  indicari  poteO: 
%num  d ad  totam  quantitatem  poft  punSum  fequen-' 
tem  pertinere:  fic  djxdy  exprimet  difierendale  ipfius  xdy^ 
6c  d.^xdyV{aa‘^xx')  diffcrentkle  tertii  ordinis  expres-' 
fionk  xdyV{aa-\-xx) , quac  eft  produSum  ex  quan- 
dtaribtUs  finitis  x 6cY(aa^xx)  atque  « difiweu- 
daH  dy. 

147.  Quemadmodum  autem  %num  difierendatio- 
nis  d folam  quantitatem  immediate  fequentem  afficit,  nili 
pun£lo  interpofico  cius  vis  ad  totam  expreffionem  le- 
quentem  extendatur;  ita  contra  fignum  integradonis  / 
femper  totam  expreffionem,  cui  efi  praefixum,  complec-. 
dtur.  Ita  fydx^aa — rn:)»  denotat  integrale  feu  eam 
quandtatem,  cuius  difierendale  eft  ydx{aa — xx")*^  at- 
que haec  exprcffio  fxdxfdxlx  denotat  quandtatem,  cu- 
ius difierendale  eft  xdxfdxlx.  Hinc  fi  velimus  pro- 
duSxim  duorum  integralium  fcilicct  fydx  8c  /zdx  ex- 
primere, id  hoc  modo perperam  fiet,  intelli- 
geretur  enhn  integrale  quandtads  ydxfzdx.  Hanc  ob 
cau&m  iterum  pun£Io  Iblet  haec  ambiguitas  tolli , ita 
vt  fydx  , fzdx  fignificet  producum  integraUum  fydx 
Scfzdx.  . '!1 

»48. 
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148.  Analyfis  infinitorum  igitur  cum  m diffcrcn- 
dalibus  tum  in  int^jalibus  inueniendis  verfatur,  & hanc 
obrem  in  duas  praecipuas  partes  diuidkur,  quarum  alte- 
ra vocatur  Calculus  difTerentialis,  altera  Calculus  inteffra-* 
lis.  In  priori  praecepta  traduntur  quantitatum  quarum- 
vis di/Terentiaiia  inueniendi ; in  pofteriori  vero  via  mon- 
ftratur  difFerentialhim  propofitorum  integralia  inueftigan- 
di ; in  vtroque  autem  fimul  lummus  vfus,  quem  ifK  cal- 
culi tam  ad  ipfem  Analyfin  quam  ad  Geometriam  fub- 
limiorem  afferunt,  indicatur.  Quam  ob  cauiam  ifta  Ana- 
lyieos  pars  iam  tanta  accepit  incrementa,  vt  modico  vo- 
lumine prorfus  comprehendi  nequeat.  Imprimis  vero 
in  calculo  integrali  indies  tam  nova  artificia  integrandi, 
quam  adiumentn  eius  in  Ibluendis  variis  generis  proble- 
matibus, deteguntur,  vt  ob  haec  noua  inuenta,  quae  con- 
rinuo  accedunt , nunquam  exhauriri , multo  minus  per- 
fefte  deferibi  atque  explicari  poffit.  Dabo  autem  ope- 
ram, vt  quae  adhuc  funt  reperta , vel  cunfta  in  his  li- 
bris exponam , vel  (altem  methodos  explicem , vnde  ea 
facile  deduci  queant. 

149.  Solent  vulgo  plures  Analyfeos  infinitorum  par- 
tes numerari ; praeter  calculos  enim  differentialem  & in- 
tegralem  inueniuntur  paffim  calculi  differendo  - differen- 
dalis  atque  exponendalis.  In  calculo  differendo-differen- 
dali  tradi  folet  methodus  differcndalia  fecundi  atque  al- 
norum ordinum  inueniendi:  quoniam  autem  modum  cu- 
iusque ordinis  differcndalia  inueniendi  in  iplb  calculo  dif- 
ferendali  fum  expofiturus,  hac  fubdiuifione,  quae  podus 

ex 
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ex  merito  inuendonis,  quam  ex  re  ipla  faaa  cflc  vide- 
tur, fuperfedebimus.  Quod  deinde  ad  calculum  cxponen* 
tialem  attinet,  quo  Celeb.  ioh.  bernoulli,  cui  ob  in* 
numera  eaque  maxima  incrementa  Analyfeos  infinitorum 
aeternas  debemus  gratias,  methodos  differenriandi  atque 
integrandi  ad  quantitates  exponendaies  transtulit,  quia 
'vtrumque  calculum  ad  omnis  generis  quantitates  tam  al- 
gebraicas  quam  transcendentes  accommodare  conftitui, 
hinc  partem  peculiarem  ftcere  fuperfluum  atque  inftitu- 
to  contrarium  foret. 

ijo.  Primum  igitur  calculum  diflerenrialem  in  hoc 
libro  pertraflare  fbatui,  modumque  fum  expofiturus,  cu- 
ius ope  omnium  quantitatum  variabilium  diflerenrialia 
non  folum  prima,  fed  etiam  lecunda  & aldorum  ordinum 
expedite  inueniri  queant.  Primum  ergo  quantitates  alge- 
braicas  contemplabor,  fiue  fint  funfliones  vnius  variabi- 
lis, fine  plurium,  fiue  demum  cxplicite  dentur,  fiue  per 
aequationes.  Deinde  inuendonem  differendalium  quoque 
accommodabo  ad  quantitates  non  algebraicas,  ad  quarum 
notitiam  quidem  fine  calculi  integralis  fubfidio  peruenire 
licet : cuiusmodi  fiint  logarithmi,  atque  quantitates  expo- 
nentiales ; deinde  etiam  arcus  circuli,  viciffimque  arcuum 
circularium  finus , & tangentes.  Denique  etiam  quanti- 
tates vtcunque  ex  his  compofitas  & permixtas  difFerentia’ 
re  docebo  ; ficque  calculi  differentialis  pars  prior  , me- 
thodus fcilicet  differenriandi  abfoluetur.  «. 

lyi. 
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i;i>  Alcen  pars  vfui,  quem  methodus  difTerenti- 
andi  tam  ad  Aualyfin  quam  Geometriam  fublimiorem  af- 
fert, explicando  ell  deftinaca.'  In  Algebram  autem  com- 
munem inde  plurima  redundant  commoda,  parcim  ad  ra- 
dices acquadonum  inuenicndas , partim  ad  ieries  trac- 
tandas atque  fummandas,  partim  ad  maxima  minimaque 
eruenda,  parcim  ad  valorcs  exprcllionum,  quae  certis  ca- 
fibus  indeterminatae  videantur,  definiendos , & quae  funt 
alia.**^  Geometria  autem  fublimior  ex  calculo  differentiati 
maxima  accepk  incrementa,  dum  eius  ope  tangentes  li- 
nearum curuarum,  eorumque  curuacura  ipfa  mira  fad- 
iicace  definiri,  multaque  alia  problemata  circa  radios  a 
lineis  curuis  vel  refluos  vel  rcfraSos  relblui  pofliint. 
Quibus  etfi  ampliffimus  traftatus  impleri  poflet , tamen 
conabor,  quantum  fieri  licet,  omnia  breuiter  ac  perfpi- 
cuc  explicare- 


CAPUT 
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CAPUT  V.,  , 

DE  DIFFESENTIATIONE  FDNC- 

TIONUM  ALGEBRyllCARUM  FNICAM 
VARIABILEM  INVOLVENTIUM. 

IJ2. 

Quia  qnand^s  variabilis  # difierentiale  eft  ~ dx 
erit  X in  proximum  promouendo.^r*:::: 

Quare  ii  fuerit  y quaecunque  iun£fio  ipiius  x , ii  in  ea  ' 
loco  X ponarar  x-\-dx,  ea  abibit  in  atque  differen- 
da y' — y dabit  difierendale  ipiius  y.  Si  igitur  pona- 
mus y~x”  fiet 

y^z^(x-\-dx)"—x"-\~nx^^iIx->r-^ — 

1.  3 

eritque  ergo 

dy~y^ y:z:nx"-^dx-\ j jr»-*</r*-f-&c. 

At  in  hae  expreifione  terminus  fecundus  cum  reliquis  fe- 
quentibus  prae  primo  euaneicit,  eritque  idcirco  nx^-^dx 
diflercntiale  ipiius  :r»,  ieu  d.x"~nx*~^dx . Vnde  fi  /»  iit 
numerus  feu  quantitas  conflans,  erit. quoque  d.ax"-^ 
nnx"-^dx.  Cuiuscimque  ergo  ipiius  x poteftatis  diffe- 
rentiale  inuenitur,  multiplicando  eam  per  exponentem, 
diuidendoper  x,  8c  reliquum  per  dx  muldplicando,  quae 
regula  facile  memoria  retinetur. 

153.  Cognito  differcndali  primo'  ipiius  jt»,  ex  eo 
&cile  differcndalc  fecundum  reperitur,  dummodo,  vt 

hic 
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hie  Gonftantcf” dTiunemus,  differenriale^</r  conflans  fta- 
tuncur.  i Cum  enim  in  diffcrcntiali  nx*-^dx  faftor  ndx 
fit  conflans,  akerius  faftoris  differentiale  fumi  dc* 
bet,  quod  proinde  erit  (» — i)x"-^dx.  Hoc  ego  per 

adx  muldplicanim  dabit  differentiale  fecundum  : dd.  x* 
Simifi  modo  fi  differentiale  ipfius  *•»-* 
quod  cft  ~(n-2)x"-ydx  mnitiplicetur  per  n(n—i)dx* 
prodibit  differentiaJe  tertium 

, d.yx"—n{n 1)  (» 2')x"-ydx^. 

Porro  kaque  erit  differentiale  quartum 

^ d.*x*~n(n r)  C«— 2)  («— , 

& differentiale  quintum  • 

— »(« — 1)  (« 2)  C» — 3)  C» — 4)x>^rdx>  ; 

vndc  firaul  forma  fequcntium  differentialium  facillime 
colligitur. 

• IJ4.  Quoties  ergo  n efl  numerus  integer  affirma- 
duus,  toties  ad  differendaHa  tandem  peruenitur  euanefeen- 
da ; quae  fcilicct  ita  lunt  = o , vt  prae  omnibus  ipfius 
dx  poteflatibus  cuanefcanr.  Horum  autem  notandi  fune 
cafus  fimpliciores. 

djc  dx  \ dd.x  ^ o j (/.s^rrro;  &C.:- 
djc*—2xdx  ; dd.x*~2dx*  ; dJx'~o)  <//*•*— o&c, 
'djc^—^x^dx  ; dd.x‘^~6xdx*  j d.^x^jzzSdx^  j d.*x^~o 
dji*~4X^dx  ; dd.x*:ni2x'*dx*  j d.^x*—24xdx^  j 
t d.*x*~24dx* 

d.x^~^x*dx  ; dd.x^~2ox^dx*  j d.^x‘~6ox*dx^  j 
d.*Xf^iiOxdx*  ; d.^x^~i2odx^  j . </.*x*=a_ 

*,  Q.J  Pa- 


a 


,iS  ic  AP  u T V. 

Patet  ergo  fi  « fuerit  mimerus  integer  affirmariuus  j po* 
tefiatis  x’>  differendale  ordinis  n elTe  coofjbms,  netnpn 
— i.a.  3.  ...  »</#",  adcoque  difFerentialia  fuperio* 
nun  ordinum  onuiium  elle  ^ o . 


lyj.  Si  » fit  numerus  integer  negatiuus,  huius- 
modi  ipfius  x poteftatum  ncgariuarum  , A , &c. 

X X X 

differentialia  fumi  poterunt,  cum  fit  ^ ^ =•»“*, 


& generaliter  Si  ergo  in  formula  antecedente 

ponatur  erit  ipfius  ^ difierentiale  primum 

= ; differenmle  fecundum  = ; 


vn- 


difiercntialc  tertium  — x"-*-} 

de  fequcntes  cafus  fimpliciores  imprimis  notari  merentur. 


d L — — ‘ 

' X X*  ^ 

^ I . 

x^  ’ 


di 

X X^  ■ 

I 6(}x* 

= —4“  > 

x^  x^  ’ 


i.  i - 

X x^ 

J . X -24JX* 

-T  — ; — 


—6oJx^ 


, I -i20(/jr* 
d.3  _ ~ 


x3  X*  ^ •’  X*  x^  ’ 

«•  ^4  ^5  > X*  * 

j_  . dd.  — — • 

X*  ^ ’ X*  3 

. &C.  ' 


,,  I -iiodx^ 

c,*  — — I 

. X*  - X* 
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if6.  Ponendis  deinde  f»’0  » numeris  diffe* 
renriaUa  formularum  irrationalium  obtinebimus.  Sit  enim 

u £ " /* 

» , erit  formulae  x v feu  Vx  difFerentiale  primum 

^ fW  V fi-f 

f^x  V dx  — f^dxVx  (ecundum 

9 9 

tH~29  f (k-29 

= P‘(.V‘-*)x~9~dx'  = dx*Vx  &C, 

9*  99 

Hinc  erit  : 


d.Vx=. 


dx 

HVx 


dd.yxzz  > 

4xyx  ’ 


d,{^x=4'-i  dd^Vx-^^i 
^ 1 6x*^^  ’ 


d.^Vx-ZZ 


1.3  dx* 
Sx^yx 


dJi^x— 


i.^dx^ 

ijx^x* 


d.^yx— 


3.7  dx* 


quae  exprediones  fi  paulifper  tnfpicianrnr,  facile  habitus 
acquiretur  huiusmodi  diderentialia,  etiam  fine  praeuia  re* 
du^one  ad  formam  poteflads,  inueniendi. 

I 

137.  Si  f*  non  fuerit  i,  fcd ‘numerus  alius  fiue  af^ 
firmathius  fiue  negatiuus  integer,  differentialia  aeque  fa- 
cile definientur.  Cum  autem  differentialia  fecunda  & 
altiorum  ordinum  eadem  lege  ex  primis , qua  haec  ex 
ipfis  potefbatibus , derhientur , exempla  fimpficiora  pri- 
morum tanoun  differendalium  apponamus. 

d,x  ' 
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^xVx~idxVx\  J.xWxTZiX*^Vx\ 

^ i -3^  j i ~y</y 

‘Vx~^  2xVx’  ’xyx~^axxVx^  'xxYx  xx^Yx  ^ 
dx 

d.^X^-Zl^-y  \ d.x^x  — %dx^x’j  d.x^x*ZZ\dx^x*  \ 

yX 

d.  xx^x  zz  \ xdx^x ; d,  xx^x*  zz  f xdx^x*  ; &c. 

' j I __  -“dx  ^ j i -2dx  , ^ _ -^dx 

‘^x  ’ ' ^x*  ^x^x*  ^ ' x^x  3*-*^’ 

-I  -^dx  I -ydx 

d-  — T~7  — — > d.  — r-T-  — — --J-  ; &c. 
xyx*  ^x*yx*  ’ x^yx  ^x^yx  ’ 

^158.  Ex  his  iam  fim£Honum  omnium  algcbraica- 
nim  rationalium  integrarum  differentialia  poterunt  inue- 
niri,  propterea  quod  earum  finguli  termini  funt  potefta* 
tcs  ipfius  X,  quas  difFerenriare  nouimus.  Cum  cniin  quui:, 
titas  huiusmodi  pofito  x-j— (/jr  loco 

X abeat  in  p-\-“dp-Y-^-\-d^‘-\-r~\-dr-Y'S-{-ds-\-Sc.c. 
erkeius  dififerentiale  zzdp-{-d^-{-dr-{-dT—\-~  &c.  Quare' 
fi  fingulanim  quantitatum  p,  f,  r,  s,  differentialia  affig- 
fiare  queamus,  fimul  quoque  aggregati  earum  diffcrentialc’ 
innotefeet.  Atque  cum  multipli  ipfius  p differentiale  fit 
aeque  multiplum  ipfius  dp,  hoc  eft  d.ap-adp-^  erit  quan- 
titatis ap-^bq~-\~cr  differentiale  —adp-\-hdq-\~cdr. 
Cum  denique  quantitatum  confiandum  differentialia  fint 
nulla,  erit  quoque  quantitatis  huius  ap  -\-iq-\-cr-\~f 
differentiale  =:  adp-Y~bdq^cdr . . , 

IJ9.  In  fiinftionibus  ergo  rationalibus  integris  cura 
finguli  termini  fint  vel  conflantes  vel  poteftates  ipfius  x, 

diffe- 
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«fiffffentiatlo  fccandum  praecepta  data  ftcflc  abfoluctur. 
Sic  erk ; 

^ — ix  ; d(^a-\-ix)  ~ hdx  j ; 

d(,a~\~xx)  = 2xdx  ; d{aa—xx)  %xdx  ; 

d(n-+^x-+-  cxx)  — bdxr^zcxdx  j 
d (^a-\-bx-{-cxx-\~ex^')  ZZ  bdx-\-2cxdx-^'iex*dx  j 

d{a-\-bx-ii^cxx-^ex^-\-fx^)-^bdx-^2exdx-^^ex^ax 

-^^x^dx. 

Atque  fi  exponentes  fuerint  indefiniti  erit  : . , 

^(i x")zz—  nx’‘-'dx  ; </(i-4-x")~>ajr*-»</4r  j 

d (ji-\-bx”>‘-\-c^")  s mbx’*~^dx-\-ncx"~‘idx  . . 

• 

i5o.  Cum  igitur  fiinfliones  rationales  integrae  fe- 
cundum maximam  ipfius  x dignitatem  in  gradus  difiin- 
guantur,  manifeftum'  eft,  fi  huiusmodi  funfHonum  con- 
tinuo dificrentialia  capiantur,  ea  tandem  fieri  confianda, 
pofieaque  in  nihilum  abire  , fi  quidem  difierentiale  dx 
afiiimamr  conftans.  Sic  fun£Honis  primi  gradus  a-\-bx 
difierentiale  primum  bdx  efl  conft^,  fecundum  cum 
fequentibus  nullum.  Sit  functio  fecundi  gradus 
a-\-b^-\~cxx‘:z.y  \ erit  dy—.bdx-\-2cxdx\ 
ddy  ” 2cdx*  ; d^yZZo. 

Simili  modo  fi  ponatur  fun£Ho  tertii  gradus 
rt— |— J erk  ^zzbdx-\^2cxdx~^^ex^dx; 
ddy—2cdx*-\-6exdx^  & d^y~6edx^  atqUC  <Py  — 0. 
Quare  generaliter  fi  huiusmodi  funftio  fit  gradus  »,  eius 
dirterendale  ordinis  n erit  conftans , & fcquentia  omnia 
nulla.  - R ' 
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jgi.  Neqne  edam  difl^rentiado  tufbablmr,  fi  in* 
ter  poteftates  ipfius  x,  quae  hoiusmodi  ftinftionem  com- 
ponunt, occurrant  tales,  quarum  exponentes  fint  nume- 
ri negadui  fea  fra£H.  Ita 

L Si  fit  j = a^iVx — j 

, Idx  cdx 

dy  — 


ent 


aVx 

n.  Si  fit  = 


Vx 


XX 

-1-  h -f-  cVx  —mtx 


J -adx  , 


cdx 


— ^ edx , 


& 


m.  Si  fit  y — a-^r:^  — -Z3Z~^~ 


ent 


& 


-ihdx 
,,  iohdx* 


iVx 
cdx* 

^'Vx  ' 

i ^r-  -4^  ^ 

•^xx  X^X  ^ XX 

^cdx  ifdx 


ixx^x 
2 8 cdx* 
yx*^xx  .yx^^^x 


x^  ’ 
6fdx* 


cuiusmodi  exempla  fecundum  praecepta  data  facillime 
abfoluuntur. 


162.  Si  quandtas  difierendanda  propofita  fuerit  po- 
tefias  eiusmodi  fun£Honis,  cuius  difierendale  exhibere 
valemus,  praecedenda  praecepta  fufficiunt  ad  eius  diffe- 
rendale  priinunf  definiendum.  Sit  enim  p funftio  quae- 
cunque ipfius  A-,  cuius  differcntiale  dp  in  poteftate  eft,  erit 

ipfi- 
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ipfius  poteftads  ;»■  diffcrentiale  primum  ::: 

Hinc  fequenda  exempla  foluuncur: 

I.  Si  fit  jr  — (/»-4-ar)"  ; erit  </y  ~ I»  («— 

n.  Si  fit_y~(/?/i -rx)*;  erit  dy~— ^dx(aa~^xx) 

III.  Si  fit  f«i  ji=:  (fl/i-f-jTj:)-» 


erit  dy  — 


-2xdx 


erit 


((/a— 4TX)*  ’ 

IV.  Si  fit  _y  ~ V(_ti-\-bx-\-exx') 

bdx-\-2cxdx 

^ iV {a-\-bx cxx)’ 

V.  Si  fit  j n:  ]?'(«'* — x*y  feu  y “ 
erit  Jj.  =;-? 

^ =,F0=^  ■ 

xdx 


erit  dy  ” x^x(i arx)“^r:^— — 


-xx)y(i XX)’ 

Vn.  Si  fit  y ~ ■^{a-\-Vbx-\-‘X) 

. , dxVb  ; 2Vx-\-dx  __  dxVb-\-  idxVx 

ent  y 3j^(fl-)-y^x-f-x)»  6Vx.^(p-\~Vbx-+-x)*  ’ 

vm.  Si  fit  = 


x-j— y(aa— x.r)  ’ 
ob  d.  y(aa—‘xx)  ~ 


y (aa- — xx)  ’ 


ent 


j -(/x-KTi/x: V(aa—xx')  xdx — dxV(aa—xx) 

^ (x-f-'y(«fl-xx))»  “(x-+-y(aa-xx))  * V(a0-xx) 

^ (axx— flfl)*  y(aa— xx)  • IX. 
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IX.  Si  Ht  jf  = 

Ponamr  ^—P  & l^(* — •*••*•)*=?; 


ob  = erit 

lam  per  antecedenda  eft 


— y-+-?V 


ip-—-  & ig 

^ axVjr  ^ \ -^xdx  yi^(t— Xjr)’ 

quibus  valoribus  fubfHtuds  det : 

3^/j::  2jr  4jr</x;y'(i xxy 


Simili  autem  modo  lingulares  litteras  loco  terminorum  ab- 
quantum  compolitorum  fubfhtuendo  omnium  huiusmodi 
^£lionum  ditTerendalia  facile  eruuntur. 


163.  Si  quantitas  differendanda  fuerit  produ£lum 
ex  duabus  pluribusue  fun£Honibus  ipdus  x,  quarum  dtfTe- 
rentialia  confhtnt,  eius  differendale  fequente  modo  com- 
modifHme  inuenietur.  Sint  p 8c  g frafHones  ipfius  x, 
quarum  differendalia  dp  & dg  iam  fiint  cognita , quia 
polito  x-|-j/x  loco  x;  p abit  in  p-{~dp  8i  g m f-f^f ; 
produ£him  pg  transmutabitur  in 

(^p-\~dp)(^g-\-dg)  -=z  pg-\-pJ^-^gdp-\-dpdg^ 
vnde  producti  pg  differendale  erit  ‘:zLpdg~\-gdp-\-^gy 
vbi  ctim  pdg  &.  gdp  lint  infinite  parua  primi  ordinis,  at 
dpdg  fecundi  ordinis , vldmus  terminus  euanefeet , erit- 
que  igitur  d.pg~pdg-\~gdp,  Differendale  ergo  pro- 
ducti pg  cooftat  ex  duobus  mesc^ris,  quae  obtuentur, 

fi 
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fi  vterque  faftor  per  differemiale  alterius  factoris  multipli- 
cetur. Hinc  fecHe  deducitur  df/Terentiado  produfti  pqr 
ex  tribus  fai^ribus  confbnds  : ponatur  enim  /f~a,  fiet 
pqr~p%^  & J.pqrZZ.pdz-\-zdp,  verum  ob  % — qr 
erit  dz—qdr-\-rdqy  quibus  valoribus  loco  % 8i.  d%  fub- 
fhtuds  erit 

Pq^^~\-pTdq~\^qrdp  y 

Sunili  modo  fi  quantitas  differentiancti  quetuor  habeat 
f9£tores  erit : 

d.pqrj  —pqrds-\-pqtdr-\-prsdq-{~qrtdp  , 
vnde  quilibet  differentiationem  plurium  faSorum  fecife 
perlpiciet 

L Si  ergo  fuerit  y = («-Hr)  — x)  , erit 

dx{^a-\:-‘X')-‘e-dx{b — x)~—adx-^bdx  — 2xdx 
quod  idem  differentiale  quoque  inuenitur,  fi  quantitas 
propofita  euoluatur:  fit  enim  <r^— -xx 
ideoque  per  fiiperiora praecepta  dy~—adx-^hdx—2xdx* 
n.  Si  fuerit  y — ^ V(aa — xx)  . 

Pbnaturiz=/r  & V(-t«-xx)=:^,  quia  eft  dp=^ 

— erit 

V0?//-xx)  ® 

quae  ad  eundem  denominatorem  redu£tac  dabunt 

‘-xxdx-(iadx-+-xxdx -aadx 

XX  K 

tiale  quaefitum,  dyzz — 

’ xxY(aa — XX)  * BL 


>34 

ni.  Si  fuerit  y ~ 


CAPUT  K 

XX 


V(a*  -i-*'*)’ 
Ponatur  =r/,  & — i 

-ix^dx 


mus  dp~2xdx  8c  dqz:i- 


; quia  uiueni- 
crit 


pdq-\-qdpZ=. 


-ix^dx 


2xdx  ia^xdx 


(,a*-^x^f 
Hinc  ergo  erit  diffcrentiale  quaefitum 

2 xdx 


dy  ZZ 


(a*-hx*)  V 


IV.  afuerit  :r=;^j;q:^y 

Ponendo  xzzp  & ;jqry^Zp3J^  = /4  dp=dx 
„ -‘dx-xdx\'\/{\-»r-Xx') - dx  (^X-\-V(l-\-XXy) 

^ (x-i-V(y-i-xx))*V(i-^-xx) 

Qx-\-V(i-i-xx)')y  P dq-\-qdp  ^ 

-xdx  , dx 

~ C>-H- V(i-\-xx) ^V(l-^XX) 

_ (1/(1 -2-) 

~ *■■*■))  V 

^ dx(y(i-]r-xx)-x')  . - 

queetem  eumsl™:.. 

tionis  fi  numerator  ac  denominator  multiplicetur  per 

V(r- 


^-+- V'(i-f-;rA')  — 
. Fiet  eiigo  diHerentiale 
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J dx(^i-\-^xx — 2xY(i-\-xx)') 


y (i-hxx)-‘x , fiet 

. dx-{-i  xxdx 
““  y(i-|— ^jr) 

Idem  difitA-entiale  dio  modo  commodius  inneniri  po- 


ixdx . 


tefi;  cum  enim  Gt  y zz- 


, multiplicetur 
— , fictque 


numerator  ac  denominator  per  V (i-\-xx)- 

y~xV (i-i-xx) XX  — y(x^-f-x*) — jrjr , 

cuius  difFeraURle  per  priorem  regulam  eft 

. xdx~^2x^dx  . dx~y-2xxjx 

^y—^iTTZrir-Zr; i^dxzz  2xdx. 


VCxx-i-x-^) 


V(i-{-xx) 


V.  Si  fuerit  yz=(a-+-x)(i — x)  (jr — f),  erit 
^=Z(a-^-x)(i -x) dx-  {a-Jfx)  {x-  c) dx-^  (h -x){x- c)  dx. 

VL  Si  fuerit  y — x (^aa-\- xx')V  (^aa  — xx')  . 

Ob  tres  fa£fores  ergo  reperietur 

dy  — dx  (aa~^xx)V -(aa xx) -\-2xxdxY(aa xx") 

xxdx(ii/i-^xx) dx(a*-+~aaxx 4^^) 

V(aa—xx)  V(aa xi^  ' 

164.  Quanquam  edam  fraSiones  in  favoribus  com- 
prehendi poffunt,  tamen  commodius  vtemur  regula  frac- 
tionibus differentiandi  inferuiente.  Sit  ergo.propofita 

haec  fraftio  y ; cuius  dffferentiale  inueniri  oporteat. 
Quoniam  pofito  x-\--dx  loco  « fraSio  illa  abit  in 

p-h 
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t}g 

^ /t  • </A 

j"-*-*/;?  q^y  q qq  q qq  ' 

vnde  fi  fragio  ipfa  — fubtrahamr,  remanet  eius  difFcrentide 


dpiq 


. ob  euanercentem'  terrninnm  — ^ 

q q qq  qq 

Hinc  ergo  erit  vnde  haec  regula 

pro  diftcrcnriatione  cuiusque  fraSionis  enafcicur.  A dif- 
ferentiati numeratoris  denomiiSljli^  multiplicato  ftS- 
trahatur  differentieda  denormnato^^^  numeratorem  mul- 
tiplicatum^ refidutim  dioidatur  per  quadratum  denominato- 
ris,  quot  usque  erit  differentiale  fradhnis  quetefitum.  Cu- 
ius regulae  vfus  per  fcqucntia  exempla  illulbrabitur. 


L Si  fuerit  y rr 


j Oia-\-gjc^dx 
dy  — — — 


aa-\-xx  ’ 

ixxdx (<M 


erit  per  hanc  regulam 
xx)dx 


{aa-\-xxy  {aa-^xxY 

II.  Si  fuerit  yzz  . repentur 

a/i  — xx  ' ^ 


, (<t<t xx)xdx‘.y {na->i-xx)-\-usedxV {tta-\^xx) 

^ {aa JTjr*) 

& 6&  r=da£Honc  d>=  - 


(rt/j xx)*V (ua—\—xx)  * 

Saepenumero  expedit  ea  regula  vti , quae  fequitur  ex 

formula  priori  d.  —zz  — — qua  diilereatiale  frac- 

q q qq 

donis  aequale  repetitur  diffcrendali  numeratoris  per  de- 

no- 
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nominatorem  dioifo,  demto  differendali 'denominatoris 
per  numeratorem  mulripUcato  ac  per  quadratura  denO' 
minatoris  diuifo.  Ita 


in.  Si  fuerit  y ~ 


aa~ 


■XX 


a*~\-aaxx-{-x* 


enc 


• , -2xdx  (aa — xx)  (^laaxdx^^x^Jx) 

^ a*~^aaxx-\-x*  X^-\-aaxx^^x*)*  T 

quae  ad  eundem  determinatorem  reuocata  praebet. 

. -ixdx  {za*—\—3aaxx——x*')  . 

^ (a^-{-aaxx-J(^x*y 

r 

i6$.  Haec  iam  fufRciunt  ad  cuiusque  fun£Honis 
rationalis  ipfius  x propofitae  didcrentiale  inuefhgandum  p 
fi  enim  fuerit  integra  modus  difFerentiandi  iam  fupra' 
cft  expofitus.  Sit  igitur  flmfFio  propofita  frafiht,  quae 
femper  ad  huiusmodi  formam  reducetur: 

^ a -f-  5:r-l-  y 1 

Ponatur  numerator  zz  p St.  denominator  zr  /,  vt  fiat 

jfiz:— ; eritque  dyzz^— — At  cum  fif; 

p ~ A-t-B  JT-j-Cx*  &C.  y 

& q~  x**4“&C.  ' ^ 

erit  dp~’^x-\-iQxdx-^jJ}x*dx~\-4iE^^dx-^8tc. 

8e  dq~Sdx  -\^~2yxdx^^iSx*dx-^4  ix^dx-]-  StC. 


tAPvr  K 


«3f 

vnde  per  mulciplicadonem  obtincbkur : 

~ « B -f- a oC  X -f- 3 aD  sr  ® JT -4- 4«E  AT  * &c. 

-4-  5B  xi/jrH— 2ffCj!'*</jr-4— 36Djf^</^-4— &c. 

-4-  y Br*</j:-i— 2yCr3</jr-4-&c. 

-+-  J B 

pdj'^SA.dx-^S'Rxdx  -f-  &c. 

— l-ayAWx-^— 2yBjr*(/x  -4-2yCx3(/4r  -4-&C. 

-4“  3 i Ajt  * </ J;"  — f-  3 ^ B A"  ’ — f- &c. 

•4-4<Ax3^/j: -f-&c. 

Ex  his  ita  que  obtinebitur  differendale  quaefitum : 

H-«B  j -f-2aC  j H-3“D  *4-4«E  -4-s«F 

— 6A  — 2yA  f-2?D^j^^-f-3£E 

— yB  — 2^B  -f-  yD  - 

— 3^A  — 4#A  — SC 

* — 3*B 

—5^ 

• («-4— 1— j— rjr^-|-^j:*-4— &C.)* 

.Quae  .exprcffio  ad  cuiusuis  fun£Honis  rationalis  difFeren* 
tiale  expedite  inueniendum  maxime  eft  accommodata. 
Quamadmodum  enim  numerator  differenrialis  ex  coeffi- 
cientibus  numeratoris  ac  denominatoris  flin£donis  pro- 
pofitae  combinatur,  ex  infpeftione  mox  intelligitur.  De- 
nominator vero  diiferendalis  eB  quadratum  denominato- 
ris  fiinidonis  propofitae. 
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i66.  Si  fra£Honis  propofitae  vcl  numerator  vel  de- 
nominator vel  vterqne  ex  faftoribus  confiet,  multiplica-^ 
tione  a£iu  in(Htut8  orietur  quidem  forma,  qualem  modo 
differenciauimus ; attamen  facilius  pro  his  cafibus  regula 
peculiaris  formabitur.  Sit  igitur  propofita  huiusmpdi 

fra£Ho  Ponatur  numerator  przzPy  vt  Gt, 

dPzzpdr-j-rafp.  Atque  ob  erit  » 

fubfHtutis  autem  loco  P & valoribus,  habebitur: 

I.  Si  fuerit  yZZ^—\ 

j.fT  j pqdr-\~qrdp prdq 

eius  din.  dy  — '^ i — — i. 

ii 


Sift  ,=  i. 


polito  denominatore  qs  — 
— Qfjp — 

iiss 

_ P 


erit  d(^^qis-\~tdq^  & iy~ 
n.  Si  fuerit 

i^ 

q^dp — -pqds-^psiq 


Quare 


erit  dy  zz  ■ 


iiss 


Si  fuerit  ponatur  przzP  6c  qsZiQ^  vt  #ia- 


beator  & 


dy—9:E^^,  Cum  autem 


fit  dP^pdr~^rdp  8c  dQ^qds-^sdq,  prodi 
bit  fequens  differendado : 


S a 


IU. 


CAPUT 


140 


r. 


ni.  Si  fiierit  ^ ^ , 


ent 


fea 


pqsdr-\-^rsdp- 

dy — 


-pqrdt-^prtdq 

77^7  » 

as  qs 


qqs 


prd  $ 
qss 


Simili  modo,  ii  numerator  ac  denominator  fia^onis  pro- 
pofitae  plures  habeant  faftores  , differentialia  eadem  ra- 
tione inueftigabuntur;’ neque  ad  hoc  ampliori  manuduc- 
tione  erit  opus.  Quamobrem  quoque  exempla  huc  per- 
tinentia praetermitto , cum  mox  modus  generalis  ’ has 
omnes  diderentiandi  methodos  {^articulares  comple^ens 
afferetur. 


167.  Dantur  autem  cafus  tam  produftorum  quam 
fia£Honum,  quibus  differendale  commodius  exprimi  po- 
teft,  quam  per  regulas  generaliores  hic  expolitas.  Eue- 
nit  hoc  fi  faftores,  qui  vel  fun£Honem  ipfam,  vel  func- 
tionis numeratorem  aut  denominatorem  confHtuunt,  fue- 
rint {>oteftates. 


Ponamus  funftionem  differendandam  •cflTe  yzzp^q\ 
ad  cuius  differendale  inueniendum  fit  p"zz.P  & — Q, 

vt*fiat  yz=:?Q^  & dy—PdQ^QdP.  Cum  autem  fit 
dp—mp’^*dp  & dQjz:n q"~* dq^  fiet  his  valoribus 
fubiHtuds  : 

i^—fip"^*dq-^mp^-^q"dp'r:Zp'"-tq^'(npdq-}-mqdp)‘j 

vnde  iequons  oritur  regula: 

. l/si 


■ CAPVT  . F, 


«4* 


I.  Si  fuerit  y ~ • 

erit  dy~  p^~^q*~^(^npdq-^  mqdp)  . 

Simili  modo  fi  tres  fiicrint  fa£fores,  difierendalc  inueuic' 
tur,  ac  reperietur  hoc  modo  exprelTunu 

n.  Si  fuerit  y zz.  p">q»r^-y 
erk  dy~p^-iq^^r*^-i(^mqtdp-\^nprdq-\~kpqdr) . 

1^8.  Sin  autem  fuerit  propofita  fratho  , cuius  vel 
numerator  vel  denominator  habeat  faftorcm , qui  eft  po- 
tertas,  regulae  quoque  particulares  tradi  poterunt.  Sit  pri> 

mum  propofita  huiusmodi  fi*a£bio  y—^~ , erit  per  regi^ 
lam  fra£iionibus  ihferuientetn  dyzz^ — p’"dq 

* 

quod  dirt^endale  commodius  fic  exprimetur. 

I.  Si  fuerit  yzz^  ^ 

erit  dy  — — P<f^y 
qq 

Sit  iam  yzz  fiet  per  eandem  fuperiorem  regulam 

, q"dp npq*-^dq  . _ ■*  ' 

> cmus expreffionis  fi  numerator  ac 

denominator  per  f »-*  diuidatur,  dy  — — ”pdf^ 

■ - q»-\-i 

Quamobrem. 

ih  Si  fuerit  y — erit  dy—  ifPzil^PjS 
‘ qn*  y—. 

S 3 Quod  *•* 
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Qiiod  fi  vero  proponatur  j»  ^ ; inuenkmr 

jy  — _£ i — £L—-J-JL 1 , quae  reducitur  ad 


np^dq 

<^y  = — - 


Quocirca 


^">-1  {_mqdp npdq) 


ni.  Si  fuerit  y — ^—  \ 

r 

erit  dy 


Denique  fi  propofita  fuerit  huiusmodi  fraftio  y — "p^n  » 
habebitur  per  regulam  fraftionum  generalem 

t p" q"dr~—mp'"~^ q"  rdp np"‘^q”~''rdq 

dy  _ ’ 

cuius  exprefiionis  cum  numerator  & denominator  fit  di« 
vifibilis  per  f f*“* : r 


IV.  Si  fuerit  y—~\ 

. mqrdp  — nprdq 

em  dy^ ‘ 

Si  plures  occurrant  fetiores , huiusmodi  regulae  Q^ccia- 
Ics , quas  verbis  exprimere  fuperfluum  foret , facili  ne- 
gptio  pro  quouis  c^us  erui  poterunt. 

i6y.  Regulae  differentiandi  quas  hatknus  expofui* 
mus  tam  late  patent,  vt  nulla  excogitari  poffit  funtUo 
ipfius  X algebraica,  quae  non  earum  ope  differendari 
• , ‘ . ' que- 


Digitized  by  Googie 


C AP  V T V. 


»43 

queat.  Si  enim ' fiinclio  ipfius  x fuerit  rationalis , vel 
erit  integra  vel  frafta,  priori  cafu  §.  155.  modum  dedi- 
mus ehismodi  frn£Hones  diflerentiandi , pofteriori  vero 
cafu  in  §.  i4y.  negotium  ablbluimus.  Simul  vero  ed- 
am compendia,  fi  feftores  inuoiuantur,  differcndationis 
exhibuimus.  Deinde  vero  edam  quandtates  irradonalcs 
cuiusuis  generis  differcndare  docuimus,  quae  quomodo» 
cunque  funfHonem  propofitam  afficiant,  fiue  ei  per  ad- 
ditionem, fiue  per  fubtra^Honem  fiue  multiplicationem, 
fiue  diuifionem  fint  implicatae,  perpetuo  ad  cafustiam 
iraftatos  rcuocari  poterunt.  Litelligenda  autem  haec  funt 
de  functionibus  explicitis ; nam  de  implicitis , quarum 
natura  per  aequationem  datur,  infra,  poftquam  ffinCtio- 
nes  duarum  pluriumuc  variabilium  dificrentiare  docue- 
rimus , traftandi  locus  erit. 

170.  Si  regulas  hic  traditas  fingnlas  perpendamus 
atque  inter  fe  conferamus,  eas  omnes  ad  vnam  maxime 
vniuerialem  reducere  poterimus  j quam  autem  infra  de- 
mum 'rigida  demonftr^one  munire  licebit ; interim  ta- 
men & hoc  loco  non  adeo  difficile  erit  eius  veritatem 
attendenti  intueri.  FunCtio  quaecunque  algebraica  coim 
pofita  eft  ex  pardbus , quae  vcl_  additione  vel  fubtraCtio- 
ne  vel  multiplicatione  vel  diuifione  inter  fe  erunt  com- 
plicatae’; haeque  (>artes  erunt  vel  rationales  vel. irratio- 
nales. Vocemus  ergo  iftas  quantitates  funCtionem  quam- 
vis ^ confHtuentcs  eius  partes.  Tam  pro  quaUbet  parte 
fun3io  prtfpojlta  fierfnn  ,differentieturt,qttafi  ea  pars 
fola  ejfet  vtfriahilisi  reliquae  vero  partes  omnes  conflantes. 


0 
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. fado  fingith  ifta  differentiata^  efuae  ex  fingulis  par- 
tibus modo  defcripto  eliciuntur,  in  vnam  fummam  colligan- 
tur, ficque  obtinebitur  differentiale  funilionis  propojitae. 
Huiusque  regulae  ope  omnes  omnino  funftiones  diffe- 
rsndari  poterunt,  nequidem  transcendentibus  exceptis, 
vti  infra  oflcndetur. 

• 

171.  Ad  regulam  hanc  inuftrandam  ponamus  func- 
tionem y duabus  conflare  partibus  ^ flue  per  additionem 
fiue  fubtra^onem  connexis,  ita  vt  (vt  yzz.p±q.  Po- 
natur primo  fola  pars  p variabilis,  altera  q confbans  erit 
differentiale  ~ dp,  deinde  ponatur  altera  pars  fola 
variabilis,  alt«‘a  vero  p conflans,  eritque  differentiale 
^ -±:  dq . Atque  ex  his  differentiolibus  differentiale 
quaefitum  ita  componetur,  vt  fit  dy  — dp-^  dq,  omnino 
vti  idem  iam  fupra  inuenimus.  Hinc  vero  fimul  liquet, 
fi  fiinOio  pluribus  conflet  partibus,  fiue  inuicem  addi- 
tis fiue  fulxraftis,  nempe  f — /'ztf op®  huius 
regulae  inuentum  iri  dy::zdp-^dq-^dr-^d$ , plane  vd 
& fuperior  regula  docebat. 

172.  Si  partes  fint  in  fc  inuicem  multiplicatae,  ita 
vt  fit  yzzpq',  manifefhim  efl  pofita  fola  parte  p varia- 
bili, fore  differendale  ~qdp\  at  fi  altera  pars  q fola 
variabilis  flatuatur,  erit  differentiale  -ir^pdq.  Addantur 
ergo  haec  duo  differentidia  inuicem,  atque  prodibit  dif- 
ferendale quaefitum  dy  — qdp  -\-pdq ^ quemadmodum 
ex  iam  allatis  conflat.  Si  plurcs  fuerint  partes  per  mul- 
tiplicadonem  connexae,  fcilicet  yz^pqrs,  fi  fucceffiue 

- ' vna- 
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vnaquaeque  foU  variabilis  ftaniatur,  orieotur  ifta  difibren- 

CiaUa  l qrsdp^  prtdq,  pqtdr  ^ & pqrdt  ^ ‘ 

quorum  (iimma  dabit  differentiale  quaefitum  , nempe 

dy~  qrsdp-\-prsdq~\-pqsdr~\^pqrdsy  ^ 
prorfus  vti  iam  ante  inuenimus.  Differentiale  ergo  ex 
toddcm.  partibus  componitur,  fiue  panes  funftioncm 
confHmentes  fint  imiicem  additae  fubtra^lacve , fiue  in 
fe  inukcm  multiplicatae. 

173.  Si  partes  fun£Honem  formantes  per  diuifio* 
nem  fint  connexae , nempe  j z=  ^ , ponatur  fecundui^ 
regulam  primum  fbla  pars  p’  variabiK^  erkque  ob^f  com 
ftans  differentiale  — “ i deinde  ponatur  fola  pars  q va- 
riabilis oh  y~pq~'  y erit  differentiale  quae 

duo  differendalia  collegia  dabunt  differendale  f^flionis 

propofitae  dy~  — — , ficut 

iam  fiipra  inuenimus.  Simili  modo  /i  fiin^o  propofita 
fit  y ponendo  fucceffiue  fingulas  p&tes  folas 

P,qy'r  & t variabiles,  prodibunt  lequcntia  differendalia! 
ih,  PJl,  znt,  8c  vndefit 


rs 


rt 


rrs 


rss 


qrtdp-\-pr  tdq—pqsdr-—pqrds 

rrtt 

’ ' ' • . --  - • - > 


174. 
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174-  Dummodo  ergo  ftngulae  partes,  ex  qn9)tiS 
fun£Ho  componitur , ita  fuerint  comparatae , vt  earum 
difi^encialia  exhiberi  queant , ftmul  quoque  totius  ftmc* 
donis  differentiale  inueniri  poterit,  ^odfi  igitur  p>anes 
fuerint  fun£fiones  radonales,  tum  earum  differendalia 
non  folum  ope  praeceptorum  ante  km  datorum  inue- 
niuntur,  fed  ea  quoque  ex  hac  ipfa  regula  generali  erui 
poterunt : fin  autem  partes  fuerint  irradonales , quia  ir* 
rationalitas  ad  poteftates,  quarum  exponentes  funt  nume* 
li  fix£H , reducitur , eae  per  differendadonem  potefla- 
nim,  qua  cft  J.x"—nx"-*Jx  differentiabuntur.  At- 
^e  ex  eodem  fonte  haurietur  quoque  diBerendatio  eius- 
modi  formularum  irrationalium , quae  alias  infuper  ex- 
prefliones  fordas  inuoluunt.  Vnde  patet  fi  cum  regula 
generali  hic  data , infni  vero  demonfiranda  , coniunga- 
tur  regula  diflferendandi  potefiates,  tiun  omnium  omnino 
funfdonum  a^ebraicarum  difierendalia  exhiberi  pofie. 

175.  Ex  his  omnibus  iam  dilucide  (equitur,  fi  y 
fuerit  fiuiff io  quaecunque  ipfius  x,  differentiale  eius  dy 
huinsmodi  habiturum  eiTe  formam  dy  — pdx , in  qua 
valor  ipfius  p per  praecepta  hic  expofita  (emper  afiignari 
queat.  Erit  autem  p funfHo  ipfius  x quoque  algebraica, 
cum  in  eius  determinadonem  nullae  aliae  operationes  in- 
grediantur,  nifi  confuetac,  quibus  fun£fiones  algebraicae 
conftitui  foleat.  Hancobrem  fi  y fuerit  fun£do  algebrai- 
ca ipfius  X , erit  quoque  ^ (iin^o  algebraica  ipfius  x. 

Atque  fi  » fu^  edam  fun£tio  algebraica  ipfius  x,  ita  vt 

fi 
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/x,  ob  f fanSionem  dgebraicam  ipfios  ^,eritqao- 


J» 


que  ^ fun&io  algebraica  ipfius  quippe  quae,  eft  z: 


d% 


Quare  fi  huiusmodi  formulae  ^ in  exprefilonem  cete 


ra  algcbraicam  ingrediantur,  eae  non  impedient,  quo> 
minus  ea  expreifio  fit  algebraica,  dummodo  y Sx.  % fue< 
rint  fon^ones  algebraicae.  ^ 


17^.  Poterimus  autem  hoc  ratiocinium  extendere  ad 
differendalia  focunda  & fuperiorem  ordinum.  Si  eninr 
- manente  y fun^one  algebraica  ipfius  fuerit  dy:^pdxi 
atque  dp  — qdx-^  erit  fumto  difierendali  dx  cooduMe^, 
ddy::z.qdx*  \^  ixxpn.  vidimus.-'  Cum  igitur  ob  rado-, 
nes  ante  allegatas  fit  quoque  q fon£Ho  algebraica  ipfiu» 

ar,  erit  quoque  non  folum  quantitas  finita,  fed  edam- 

fon^a  algebraica  ipfius  Xy  dummodo  y fuerit  eiusmodl 

fonftia  Simili  modo  pcrlpicietur,  fore  , &c. 

iun£Hones  algebraicas  ipfius  Xy  modo  y foerit  talis;  at-^ 
^ue  fi  s fit  quoque  fim3io  algebraioi  ipfius  :r,  omnes 
exprefliones  finitae;  quae  ex  difierentialibus  cuiusuis  or- 
dinis ipfarum  s,  & ex  dx  componuntur  cuiusmodi 

i &C.  ftnol  «nim  funaio- 
nes  algebraicae  ipfius  ' 
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177.  Cum  igitur  nuac  methodus  fit  tradita  cuius- 
que fun£Honis  ipfius  x algebraicae  differentiale  primum 
tnueniendi,  eadem  mcdiodo  poterimus  quoque  differen- 
tialia  fecunda  altiorumque  or^num  inucftigare.  Si  enim 
y fuerit  fun£fio  quaecunque  algebraica  ijjfius  jt,  ex  eius 
diHerentiatione  dy~pdx  innotefcet  valor  ipfius  p.  Qui 
(i  denuo  difFcrcntictur  atque  reperiatur  dp  — qdx^  erit 
ddy  — 'qdx^^  pofito  dx  conftante,  ficque  definietur  dif- 
ferentiale fecundum.  Differentiando  porro  f,  vt  fit 
dqzzrdx,  habebitur  differentiale  tertium  d^y  zrzrdx^ 
fi^ue  vlterius  differentialia  altiorum  ordinum  indaga- 
buntur; quoniam  quantitates  p,  q,  r,  &c.  omnes  funt 
l^ftiones  ipfius  .*■  algebraicae,  ad  quas  differentiandas 
praecepta  data  fufficiunt.  Hoc  ergo  efficietur  continua 
diffventiatione ; omiffis  enim  dx,  in  differendatione  ip- 

dy 

fius  y-,  prodibit  valor  ipfius  — p,  qui  denuo  diffe- 
rentiatus ac  dioifiis  per  dx,  quod  fit  dum  vbique  diffe- 
rentiale dx  omittatur,  dabit  valorem  ipfius  q — 

Simili  modo  porro  inuenkur 


L Sit  jr 


aa 


aa  -f-.rj!' 

quam  fequentiiun  ordinum  requiruntur. 


cuius  differentialia  tam  prima 


Primum  ergo  differentiando  fimulque  per  dx  diuidendo 

dy 

di  — 

> .1  44y 


hineque  porro 
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ix  {na-^-xx)^ 

d^y 2^a*x 24/7/»4r* 

dx^  (aa-{~xx')* 

d*y 24/1® 240  a^xx->r-^ioaax* 

dx*  ■“  ^ (aa-\-xx)* 

d^y ; -720rt*Jr-f-24oo/i®2f* yioaax^ 

dx*  (<7/7— f— jrx)® 


149 


&C. 


n. 


Sit  y =:  * cruneque  diffoiendalia  pri- 
mam & fequ^ia:  ..•  .1 

• dx 


-■vX 


A 

'■•r 


(^i^xx)^ 
idt  l-{-2XX 

d^~~Z  ^ 

(i — xxy 
d*y sur-f-fisT* 

d*y 9->c~y2x*-^2^x* 

(t — xx)^ 


dx* 


d*y  _ 22^x-h6oox*-hi2ox* 

^’y  _ ^25-4-4050  ^*+  S4°ox*^y20x* 

dx*  , 

(1 xx)  » 

&C. 
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Haec  Diffcrentlalia  facUe  vlterius  continuantur ; interim 
tainen  lex , qua  termini  eorum  progrediuntur,  non  cito 
patet.  Coefficiens  quidem  fupremarum  ipfius  x potefta- 
tum  fempcr  eft  produftum  numeronun  naturalium  ab  i 
vsque  ad  ordinem  differendalis,  quod  quaeritur.  Inte- 
rim fi  has  formas  vlterius  continuemus  atque  perpenda- 
mus, deprehendemus  fore  generaliter,  ^ 

— i.a.3 1 * — 0^,-.  I 

dx»  (i xxy*+i  \ ^ a I.  2.  ^ 

2*if  I*  3*  4 !•  2 • « « 6 

Huiusmodi  ergo  exempk  non  folum  inftruiunt,;  ad  ha- 
bitum in  differendationis  negodo  acquirendiun , fed  ed- 
am leges,  quae  in  differendalibus  omnium  ordinum  ob- 
feruantur,  per  fe  funt  notatu  dignilliniae,  atque  ad  alios 
inuentiones  deducere  pofliint. 


CAPUT 
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CAPUT  VI. 

. DE  DIFFERENTIATIONE  FVNC 

TIONVM  TRANSCENDENTIUM, 

178. 

Praeter  infinita  quantitatom  transcendentium  fea  non 
algebraicanun  genera,  quae  calculus  integralis  fup. 
peditabit,  in  Introdu£Hone  ad  analyfin  infinkorum  ad  co- 
gnitionem aliquot  huhismodi  quantitatum  magis  vfita- 
tarum  nobis  peroenire  licQit , quas  do&wa  de  logarith- 
mis  & arcubus  circularibus  fuggeflerat.  Quoniam  igi- 
tur harum  quantitatum  nataram  tam  diludde  expofuimus, 
vt  fere  eadem  ficilitate  atque  quimtitates  algebraicae  in 
calculo  trafbri  queant,  earum  quoque  differentialia  m 
hoc  capite  inueftigabimus , quo  earum  indoles  ac  proprie- 
tates clarius  perlpiciantur ; hocque  paSo  atfitus  ad  c^cu-  > 

Ium  iotegralem,  qm  quantitatum  transcendentium^  eft  fons 
proprius,  patefiat. 

175.  Primum  igitur  occurrant  quanritates  logarith- 
micae,  feu  eiusmodi  funffiones  ipfius  jr,  quae  praeter  ex- 
preiOones  algebraicas  quoque  logarithmum  ipdus  x,  feo 
cuiusuis  ipfius  fundionis  inuoluunt.  Ad  quas  differen* 
dandas,  cum  quanritates  a%ebraicae  nullum  negotium  am- 
plius Aceflant , omnis  difficultas  in  inueoien^  differen- 
tiali  logarithmi  cuiusque  ipfius  x flm^onis  erit  polita. 

Quw  v^ro  logarithmonun  plurima  dantur  genera  diuerfa, 

' quae 
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' quae  tamen  inter  fe  conftantes  tenent  rationes,  hic  loga- 
rithmos  hyperbolicos  poti<nmum  -contemplabimur,  cum 
ex  iis  -omnes  reliqui  logarithmi  facile  formentur.  Si  enim 
fuhtlionis  p logaritiunus  hyperbolicus  fuerit  :z:/p,'tuiTi 
eiusdem'  fonffionis  p logarithmus  ex  alio  canone  defum- 
tus  erit  — mlp^  denotante  m numerum,  quo  relatio  hu- 
ius loganthmorum  canonis  ad  hyperbolicos  exprimitur. 
Hanc  ob  caufam  1p  perpetuo  hic  defignabit  logarithmum 
hyperbolicum  quaiKitatis  p.  ‘* 

Tgo.  Quaeramus  er^  diBerentiale  logarithmi  hy- 
perbulici  quantitatis  .r,  ponaturque  y~lx,  ita  vt  diffo- 
rentialis  dy  valor  definiri  debeat.  Ponatur  x-{-dx  loco 
ar,  ficque  tranfibit  y in  y^—y-k-dy^  quare  habebitur 

' y-^dyzzl(x-\-dx)  & dy—I^x-^-dx) — 

At  iam  fupra  logarithmum  hyperbobeum  huiusmodi  ex- 
preffionis  i-l-a  ita  per  feriem  infinitam'  expreffiraus,  vt 

efflet  1 — 1-  &c. 

* a 3 4 

dx  ** 

Pofiro  ergo  — pro  s , obtinebimus ; 


dy  “ 


dx  dx* 


dx^ 


&C. 


ax*  3x^ 

Cum  igitur  huius  ferici  omnes  tomini  prae  primo  eua- 
nefeant,  erit  d.  Ix-^dy  — —,  Vnde  alius  cuiuscunque 


logarithmi,  cuius  ad  hyperbolicum  ratio  eft  vt  »:i,  di^ 

r . , . ndx  , 

fercnciale  ent  ^ . ■ 

X ' ■ ^ -tgi. 
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I »*r.  S igirar  curasqnc  ipdas  * fiinaionis  p loga- 
rithinus  /p  proponamr,  V eodem  rariocinio  reperictur  eius 

difFerendalc  efle  ^ , vnde  ad  logarithmorum  diffe- 

rendalia  inuenienda  haec  habetur  regula.  Q^itatis 
euius  kgarithmus  proponitur,  fumatur  i^entiuk , £ 
que  per  ipfam  quantitatem  p diuifum  dabit  different iak  lo- 
garithmi  quaejitum.  Sequitur  haec  eadem  regula  quoque 

«0_jO  , ’ ^ 

ex  forma  — - — , ad  quam  fuperiori  libro  logarit^m» 
ipfius  p reduximus.  , Sit  w — o,  & cum  fit 

> erit  'ob 

«=o.  Notandum  autem  eft  ^ elTe  ifierendale  Id^- 
rithmi  hyperbolici  ipfius  ; ita  vt,  fi  logarithmus  vulga- 


ris ipfius  p proponeretur,  diffcrentiale  illud  mnlripi;. 
. cari  deberet  per  hunc  numerum  0,43435448  &c.  , 


182.  Ope  huius  ergo  regulae,  cuiusconque  func- 
tionis ipfius  X logarithmus  proponatur,  cius  differendale 
fecillime  inueniri  poterit^  quemadmodum,  ex  fequei^us 
exemplis  perfpidetUr : ’ 


. + ■ 


;;  dx 

dyZZ—. 

X 


I.  Si  fit  ji  r: /jr ; erit 

Q.  Si  fit  y^bt*i  potmm  x»:^p,  vt&  ysz/p,  eritque 
' r; At  eft  dp-^nx»^^di,  vndb  fe  dyzz^^y 

■ Ideih 


.<  i 


1 
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hapvt  fi 


- Hem  «^no<iac  cSc  fogarkfaiKjnnri  natura  coffigitof ; cum 
■ enirti  fit , erit  i.lx*-=.n3.ix-=.^  , 

m.  Sifit  jr=/Ci-+-Jf.r),  erit 

I 

iv.  Si  fit  j>=V  . quia  erk  ym-lVix-xx-) 


...  •*  « • 

muemntf  <ry ~ ^ — 

V.  Si  fit  j = /- 


\—xx 
, ob  y—lx-\l{i-\^x')y 
' 'dx 


y(i-^_jTx) 

. . _ -^x‘  ^ xdx  

VI.,  a fit  y =/(ar-I-y(iH-^-*-))  , fiet 

, dx-\-xdx  :V(i  _ xdx~\rdxV(i~>t-xx) 

■ cuius  fra£Honis'^cum  numerator  ac  denominator  per 
x-ir-i^(jr+^xx)  Gt  diuifibilis  fiet  dyzz.^^^^~^y  , 

Vn.  Si  fit^>  = r^“^C^V — ponatur 

-ityu-iiir».  • Aqoe  cto 

erit  per  praecedens  dy  — d%:V{i-\-zz). 

dx 

..  Quare, 'Ob 

Qaamois.ergp  .logarithttws-  prepofitiH  imaginaria  inuol- 

vau’.  tamen  eius  difFercntiale  fit  reale. 

‘ 183. 
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183.  Si  quantitas,  cuius  logarithmus  proponinir,  ha* 

beat  faaures,  tum'ipfc  logarithmus  in  plures  dios  .re* 
fcluetur  hoc  modo;  8i  proponatur  y qni^  cnj 

yzzlp-\-lq-^lr-\-h^  erit 

Hacc'  refolutio  pariter  locum  habet , fi  illa  quantitas,  cu- 
ius  Ipgarithmus  diff  erendari  debet,  ftiferit  fraftio.  Sit  enim 

Neque  etiam  potefiatw  difficultatem  moucbunt  ^ fi  «yiVr^ 


r vdf 

r t 


\r  «I 


erit  - 

L.  Si  fiierk  qnireiic 

y fiet  difierentide'  quae/ttuiri 

' dyQ  — — -L  ” : ■ _ - ..  - V'* 

/»-f- jr  b-\-x  c-{-x' 

D.  Si  fuw  y:^  i f 

• hincque  Jy  ~ is  . iij  :A 

DI. 

erit  _ 4- = 

V^i+xx)’  fifcffius  inuenitur,  fi  in  frafi^one 
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irrarionalitas  in  denominatorc  tollatur 

multiplicando  numeratorem  ac  ’ denominatorem  " per- 
V'(i-4-jraf)-+-x , prodibit  enim  • . 

y=.\ 

dx 

cuius  difl^endale  ante  vidunas  clTe  dy  — | • 

IV.  S^fit  Ponatur  huius 

fi:a£Honis  numerator  V(r*4-Jr^)-|-y(i — <*■)=/  & de- 
nominator y(i-Hr)-V'(>-J^)=^>  erit  j»=/-|  =//»-/?, 
dv  da  __  , dx  dx  

«■  -7- 


-dx 


xx) 

dx 


aV(i 

aV(i_^)^  »1/(1 

dp  dq  ___  —qdx 


Cl/(,-Hr)— V(i— ^))Z= 


-qdx 


dx 


2V(l 

^ = --y/ — — r.  Hincdet 
•)  aV(i — XX) 


^ pdx  _ -(,j>p-\-qq)dx 

f"  q~~ipV{\ — **)  2fV(i XX)  a/^/VCi — xx)* 

At  cft  fj»  -H  f f = 4 & pq  =:  2X,  vndc  erit 

— _ — r.  Hoc  autem  difFerendale  fadlias 

xV(i — xx) 

inuenienu-,  fi  logarithmus  propofitos  ita  transformetur, 

Pofito 


• Digitized  byCooglc 
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Pofito  enim  ^ -t-  V — = P » 
-dx  dx 


enc 


XX 


X3V(— -I) 
. XX  ' 


-dx 

XX 


dx 


xxy(t — xx) 


xxV(i-xx)  * “coqoe,  oh  - 

. ,.  r dp  -dx 

enc  dy  zz—  -TTT r vt  ante. 

•'  p xY(i — xx) 


‘ 184.  Cum  igftar  logantRmonim  differendafia  pri- 
ma^ (1  per  dx  diuidancur,  (mc  qtianticaces  algebraicae,  diP 
feremialia  fecunda  ac  fequentium  ordinum  per  praece* 
pea  praecedentis  capfds  facile  inuenfunmr,  liquidem  dif 
ferendale  dx  alTumamr  condans.  Sic  pofito 


>= 

dy=z 

ddy  — 

d*y  ZZ 

d*yzz 


Ix  , 

• 

eris 

dx 

X * 

& 

di  1 

dx  "x 

-dx* 

& 

< 

ddy  ___  '•1 

X*  » 

adx^ 

& 

d*y » 

Jf’ 

-€dx* 

&• 

1 

1 

X*  » 

&x. 
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*5* 

Atque (I /fuerit  quantitas  algebruca,  fitque  yzzJp,  etiamfijF 
non  fit  quantitas  a^ebraica,  tamen  • &c. 

erunt  fm£tiones  algebraicae  ^fms  ' 

185.  Expofita  logarklunorum  difTerentiadone,  fime*» 
pones,  quae  e)c  algebrticfs  ^ac.  If^garithmis  funt  permu^^ 
facile  difierendabuntur,  perinde  atque  eae , quae  ex  lo- 
garithmis  folis  componuntur  j vti  ex  fequeotibus  exeai', 
piis  fiet  perQsicuum. 

1.  Si' fit  ponatur  lxz::p^  atque  ob  y—p* 

erit  verumiaji»rr  — ; ideoque  erit 

H.,  Simili  modo  fi  fit  >=(4r)",  erit  </7=  — 

vnde,  fi  fit  yzzV Ix,  ob  n—\\  erit  Hy  — ^xV lx‘ 

IIL  Atque  fi  p fuerit^  fun£fio  quaecunqiic  ipfius  x^ 

ponaturque  erit  dy—-^{lfy>-*.  Quare  cum 

differcntiale  dp  per  praecedentia  affignari  poflit,  erit  quo- 
que difierentiaic  ipfius  y cognitum. 

lV^  Si  fit  yzzlp,  Iqy  fuerintque  p 8i  q fun£tiones  ' 
quaecunque  ipfius  xj  per  regulam  &£torum  fupra  datam 

erit  dy—  — /f-H  — Ip- 
P'f 

V.  Si  fit  y — xlx‘y  crfe  per  eandem  regulam 
dy  = dxlx  -f-  — — dxix~^dx.  VT. 

V X d 
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VI.  Si  fit  X»,  differentiatfonc  (ecundum 

partes  inftituca,  reperietur 

& d-^x’"—x"-^Jx,  vnde  erit  dj  — mx"-tJxlx. 

Vn.  Si  Rt  y—x"’ (/x) » , 6et  dy  — mx ”*-^dx (/x) » 

H“  »x  '"^dx  (/x)  ' 

• » . 

Vin.^  Si  U^ar^tni  logarithraorum  occurrant^  vd  R fue- 
rit yz=.Hx^  ponatur  Ixz^ip^  erit  yzzlp,  & dyzz^-^z 

. P 

at  eft  ip-:^—'.  vnde  fiet  dyzz^^ 

K.  Atque  ff fuerit  y ” ///x,  fi  fiatuatur  /xzzpy  fiet 

y^lfp,  eritqueper  exemphim  praecedens  ^ j at  eft 

- P'P 

m JC  ji 

dpzz.  — , quibus  valoribus  fubftituds  habebitur  <^rr  — ~ 
X ' ■ : •'  X/XJIX 

185-  Expofita  logarithmorum  fiflerentiadone,  pro 
grediamur  ad  quantitates  exponcndales^  feu  eiusmodi  po 
tefbtes,  quarum  exponentes  fint  variabiles.  Huiusmodi 
autem  ipfius  x.fundionBm  differendaiia  per  logarithmo- 
rum  difierendadonem  inueniri  poliunt  hoc  modo.  Quae 
ratur  differendale  ipfios  /r»,  ad  quod  inudKgandum  po 
natur  jrzza*,  eritque  logarithmis  fumendis  ly  — xla. 

Sumantur  iam  diffoeuriaKa,  atque  obtinebitur  —::zdxlai 

y ’ 

vnde  fit  dy—ydxUy  cum 'autem  fit  y~a*y  erit 
dy—a*dxhy  quod  efl:  differendale  ipfius  «*'.  Simili 

mo- 


i69 
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modo,  fi  fit  > fiin£Ko  quaecnnqne  ipfias  jt,  huius  quam 
titatis  exponendalis  fl/’  differentiale  erit  zz  afdpla. 

187.  Hoc  idem  autem  differentiale  immediate  ex 
natura  quantitatum  exponentialium  in  introdu£Hone  ex- 
pofita  deduci  poteft.  Sit  enim  propofita  denotante  / 
funftionem  quamcunque  ipfias  x,  quae,  pofito 
loco  X,  abeat  in  Vnde  fi  ponatur  yzzaf., 

(i  X abeat  in  x-|-</x,  erit  y^dy  — at+^Py  ideoque 
dy—aP+^r — np—ap{a*p — i).  Oftendimus  autem  fm 
pra,  quamuis  quantitatem  exponentialem  a*  perhuiusmo- 

di  feriem  exprimi  ^ 

vnde  erit  a^f  — i H—  dpla  -4-  ^ ^ ^ -4~  &c.  , & 

aip — izzdphy  quia  fequentes  termini  prae  dpla  omnes 
euanefeunt.  Confequenter  erit  dy  — d.  aPZZaP  dpla.  . 
Quare  quantitatis  exponent ialis  aP  differentiale  erit  pro- 
diiSum  ex  ipfa  quantitate  exponeutiaU  y exponentis  diffe- 
retniali  dp,  & logarithmo  quantitatis  conflantis  a,  quae 
ad  exponentem  variabilem  efl  euedia. 


1 88.  Si  igitur  e fit  numerus,  cuius  logarithmus  hy- 
perbolicus  eft  ~ i,  vt  fit  /f~i,  erit  quantitatis  e*  di£ 
ierentiale  zz  e*dx.  Atque  fi  dx  fumatur  conffans,  erit 
huius  differentiale  ~ e*dx’ , quod  eft  differentiale  fecun- 
dum ipfius  e*.  Simili  modo  differentiale  terdum  erit 
— e*dx^.  Quare  fi  fit 
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. ‘fy  « ^^y 

j = em  — 8c  — 

porroque  ^ = j ^—„4,.*.  Qcc, 

Vnde  patet  ipfius  e"*  differendalia  prunum,  fecundum 
& reliqua  fequcntia  conftituerc  progreffioncm  geometri- 
cam : eritque  ergo  differentiale  ordinis  m ipfius 

nempe  ^ —n"e"*\  hmcque  igitur  quaimtas 

confians  s". 


189.  *6i  ipfa  quantitas,  quae  eleuamr,  fuerit  varia- 
bilis , eius  difFerentiale  fimili  modo  inueftigabitur.  Sint 
p Sx.  q funtliones  quaecunque  ipfius  ac  proponatur 
quantitas  exponentialis  . Sumds  logarithmis  erit 


ly~qlp,  quibus  differendads  erit  ^ ir  dqlp 


liR 

P ' 


• vnde  fit 


dy  ~ydqlp-\-^-3-~ 


ZZpldqlp-\-qp<l-idp^ 


ob  y—pi . Hoc  ergo  differentiale  conflat  duobus  mem- 
bris, quorum  prius  p^dqlp  oritur,  fi  quantitas  propofita 
/f  ita  diflerendetur , quafi  p cflet  quandtas  conflans,  fo- 
lusque  exponens  q variabilis : alterum  vero  membrum 
qpy-^dp  oritur,  fi  in  quantitate  propofita  exponens  q 
canquam  conflans  fpedferur , folaque  quandtas  p^  quafi 
eflet  variabilis,  tra£fetur.  Hocque  ergo  differentiale  per 
regulam  generalem  diflerendandi  fupra  traditam  inueniri 
potuiflct. 

• ’ * X 190. 
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150.  Eiusdem  vero  cxpreflionis  dlfTerentiale 
quoque  ex'  natura  quantitatum  exponentialium  erui  po- 
tcfthoc  modo:  fit  eritque,  loco  x pofito  x-j^dx^ 

vtique  y-\-dy—{p-\-dp)n-^^i^  quae  expreflio,  fi  more 
(blito  in  feriem  refoluatur,  fiet 

y dy  — pl+^t  -4-  pl+^^l-^dp 

pi+d,-^dp*-^8c^. 

i.  2 

ideoque 

dy  ” p1+^1 p1  —1—  i.q-\-'dq) p9+*1-^dp^ 

fequentes  enim  termini,  qui  altiores  ipfius  dp  poteftates 

inuoluunt,  prae  {q-\-dq)pn-^^i-^dp  euanefeunt.  At  eft 

pn  + il  — p<l—p^{p^1  — l)—P^(y.+  dqlp-h-dq*{lpy-¥SiC.-\) 

% 

^pidqlp.  In  altero  vero  termino  (jj-\-dq)pi-^^i-^dpy 
fi. loco  feribamus  f,  orietur  qpi~^dp  ^ ideoque 

differentiale  erit  vt  ante  dy—pidqlp-\~qp^-\dp. 


J91.  Facilius  vero  hoc  idem  differentiale  ex  natu- 
. ra  quantitatum  exponentialium  inueftigabitur , hoc  mo- 
do ; Cum,  fumto  e pro  numero,  cuius  logarithmus  hy- 
perbolicus  eft  ~i,  fit  pi~ei‘f,  vtriusque  enim  loga- 
rithmus eft  idem  q/p,  erit  Quare,  cum  nunc 


quantitas  eleuata  ^ fit  conftans,  erit  dy—ei‘f 


vri  ante  oftendimus  in  regula  §..187  data.  Reftitua- 
tur  igitur  pi  loco  , fictque 

dyZ^pidqlp-\- ptqdp  : pZZ,p^dqlp-\-  qp^-^dp. 

Si 


* 


r 
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Si  igitur  fuerit  y — x‘,  erit  Jyzzx*Jxlx-\-x*tfx 
atque  hinc  quoque  eius  vlteriora  difFerentialia  definien- 
tur : reperietur  enim : • 


dx* 
d^  y 
dx^ 


xxJ 


&c. 


152.  Inter  difierendalia  huiusmodi  fun^onum  , 
quae  quantitates  exponentiales  complefhmtur , imprimis 
funt  notanda  fequenda  exempla,  quae  ex  difierendado- 
ne  formulae  e*p  originem  habent;  eft  autem 
d.  e>‘pz=.t>‘dp-\^e*gdx-=.f{dp-\-pdx). 

I.  Si  fit  y—e*x”'^  erit  dyzzt^nx^-^dx-^^t^x^dx 
feu  }-:r") 

U.  Si  fit  y~c*(^x 1) 

Erit  dy  — e*xdx, 

IU.  Si  fit  J — 2jr-f-3) 

Erit  dy~t*xxdx.  ' , ^ ■ 

IV.  Si  fit  y — e^(x3—.jx*-+-6x-^6) 

Erit  dy  — e*x^dx . 

•193.  Si  ipfi  exponentes  fuerint  denuo  quantitates  ex- 
-.ponendales,  diffia^ndario  f^undam  eadepi  praecepta,  in- 

X a fti- 


Digitized  by  Googie 


CAPUT  FI. 


(Hraetur.  Sic  ii  haec  quandtas  e*  differendari  debeat, 

ftatuacur  vt  — erit  iy=.ttdp\  at 

eft  dpiz.t*dx^  vnde  fi  fuerit 

X X 

e t X 

jr  f j erit  dy  zz  e t dx  ^ 

X V 

t t X 

t t t X 

• atque  d ik  y — e ; erit  dy  ZZ  e e e dx . 

r 

Quod  fi  vero  fuerit  y zz  p’’  ^ ftatuatur  erit 

dyzzp‘d%lp~\-^p‘-^dp,  at  dzzZq^drlq-\-rq*-^dq^ 
vnde  dy—p‘q*drlp.lq-\.‘f*rqr-\dqlp-\-p‘qrdp\p. 

Quare  fi  fit: 

yz:p^  y erit  dy  Zlp^  q'Qdr/p.lq-\ ~ -I — 

Hoc  ergo  modo , quaecunque  occurrat  quantitas  expo- 
nentialis,  dus  difrercndale  inueniri  poterit. 

I $4.  Pergamus  ergo  ad  quantitates  transcendentes, 
ad  quarum  cognitionem  confideratio  arcuum  circularium 
nos  fupra  deduxit.  Sit  igitur  in  circulo , cuius  radium 
confiaiiter  ponimus  vnitad  aequalem,  propofitus  arcus,  cu- 
ius finus  fit  = , quem  arcum  hoc  modo  exprimamus 
A fin  jr;  huiusque  arcus  differentiale  inueftigemus,  feu 
inaemcatum  quod  acdpk>  fi  finus  x diffcrentiali  fuo  dx  , 

au- 
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augeatiB-.  Hoc  ancem  ex  difFeremiarione  logarithmorum 
praeftari  poterit,  quia  in  introdu£lione  oftendimus  hanc  ex* 
preilionem  A (in  x reduci  pdTe  ad  hanc  logarithmicam : 

/CV'(i-*r)+jry-i).  Pofitocrgo  j>~Afin^,  erit  quo- 


que q^ae  differentiata  dat 

y-i  n 

JxCxV-r+y(i-xx)1 
— ^ ^ (y(ji-xx)+xy-i)V{vxxy* 




V {i~xx)-\-xy—i 

vnde  6t  dy—  \ * 

•'  y(i-xx) 


15  Iftud  arcus  circularis  differentiafe  edam  hoc 
ntodo  facilius  fine  logarithmorum  fubfidio  inueniri  po 
tefl.  Si  enim  fit  ^ = A finx',  eric  x finus  arcus  y,  feu 
x—{my.  Cum  igitur,  pofito  x-\-dx  loco  *■,  abeat  . 
y in  y-i-dy,  fiet  x-i-dxzzfiaCy-i^y-dy) . At  quiaeft 
fin(<»— tf.  eof^“4-cof<».  fin^,  erit 
fin  (y^jrdy)  ~ (in y.  co( dy -{-cof y.&iL  dy: 
arcus  autem  euanefcentis  dy  finus  ipfi  iHi  arcui  dy^  eius* 
que  cofinus  finui  tod  aequatur,  hanc  ob  rem  fiet 

ideoque  x-y-dxzz&iy-y-tfycty^ 
Qma  vero  cft 

fmy  — x,  erit  cofinus  ipfius  jy  feu  cofj»=rV(i — *jr), 
quibus  valoribus  fubfKtutis , erit  dx  —dyy  (i-^xx), 


ex  qua  obdnebicur 


dyzz 


dx 

VC‘ — ■ 


i66 
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Arcus  ergo^  cuius  fims  proponitur,  differentiaie  aequatur 
differetitiali  fims  per  cofimm  diuifo. 


195.  Cum  igitur,  fi  p fuerit  fun£fio  quaecunque 
ipfius  x,  atque  y denotet  arcum,  cuius  finus  eft  f , 

fiiu  yzzAfmp,  fit  huius  arcus  differentiaie  Jy~  -. 


V(i-ppy 

vbi  V(i—pp)  exprimit  cofinuA  eiusdem  arcus,  inueniri 
quoque  poterit  differentiaie  arcus,  cuius  cofinus  proponitur. 
Sit  enim  Acof*-,  erit  eiusdem  arcus  finus  ~V(i-xx), 
ideoque  jy~Afiny(i-A',r).  Fafto  ergo  p~V(i-xx),  erit 

Arcus  ergo,  cuius  cofinus  proponitur,  dijferentiale  aequatur 
differentiati  cofinus  negatiue  fumto,  atque  per  finum  eius- 
dem arcus  diuifo.  Quod  etiam  hoc  modo  offendi  poteff: 

d oc 

fi  fit  jy“AcofAr,  ponatur  a— Afin*',  erit  d%—— 

• • y 

at  arcus  jy-i-a  fimul  fumti  dant  arcum  conflantem  90“, 
eritque  y -H  a ~ conftans  ideoque  dy  -{-  dz  — o,  feu 

dy—-di\  vnde  fit  dy—:^J^-^,  vt  antc. 


197.  Si  arcus  proponatur  differentiandus,  cuius  tan- 
gens detur,  ita  vt  fit  jyzirAtang*'.  Arcus  autem  cuius 

(«igcns  cft  finus  &cofinus=^^^. 

Pofieo  ergo  = p,  vt  fit  n-ff)  = ^^5,' 

fiet 
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fiet  yzzAlhp:  vnde  per  regulam  modo  datam  erit 

(i+xjr)* 

quibus  valoribus  fubftitutis  fiet  dy  zz  — — . Arcus 

ergo,  cuius  tangens  proponitur,  differentiate  aequatur  diffe- 
rentiati tangentis  per  quadratum  fecantis  diuifo.  Eft  enim 
y (i-f-'*'-*')  fecans,  fi  x fit  tangens. 


199.  Simili  modo  fi  proponatur  arcus,  cuius  cotan- 
gens  datur , ita  vt  fit  yzzA  cot  j quia  eiusdem  arcus 

tangens  eft  zz  j , pofito  / j erit'  y~A  tang/»,  ac 


propterea  dy  — . Cum  nunc  fit  dpz=.~,  ftOa 

fobftiturione,  erit  quod  eft  difFerentiale  co- 


tangentis  negatiue  fumtum,  atque  per  quadratum  cofecan- 
ris  diuifum.  Porro  fi  proponatur  7 — A fec.;r,  quia  eft 

jizrAcof— , fiet 


Atque,  fi  fit  jmiAcofec.j',  erit  jnAfini-,  ideoque 
j —dx 

"ii'^^(xx—iy  finus  verfus  occurrit,  ita 

fiproponatur  jynAfv.x,  quiaeft  j»:=Acof(i-x),  huius- 
que  arcus  finus  eft  zzV(3x-xx),  fiet  dy— — — . 

. Y(^2X—Xx) 


1^8 


CAPUT-  VI. 


199.  Qnanquam  ergo  arcus,  cuius  fious,  vel  colt- 
nus , vel  tangens , vel  cotangens , vel  fecans , vel  cofe- 
Cans,  vel  denique  finus  verfus  datur,  eft  quantitas  trans- 
cendens, tamen  eius  diflerendale,  fi  per  dx  diuidatur, 
erit  quantitas  algebraica,  ac  propterea  quoque  eius  diffe- 
rendalia  fecunda,  tertia,  quana  &c.  fi  per  poteflates  Jp- 
fius  dx  conuenientes  diuidantur.  Ceterum,  quo  haec 
differendado  melius  percipiatur,  adiunximus  fequenda 
exempla.  . 


I.  Si  fit  jyzrAfina^VCi-arjr),  ponatur 
vt  fit  yzzACmpf  eritque  dy  — 


dp 


V(t — ppY 


At  efl 


, ,/,  N ixxdx  2XX) 

4,  = ,4xV(.l—xx-)—p^—^  _ ^ , 

& V(i — /»/>)  — I — ixx  ^ quibus  valoribus  fiibftitutis, 
erit  dy  — - 0^  patet , quod 

i xV (,i——xx)  fit  finus* arcus  dupli,  dum  x eft  finus  fim- 
pli,  erit  ergo  > = 2 A fin  jr,  ideoque  dy  — ■ 


n.  Si  fit  ^zrAfin 

. , -4xdx 


— I , ponatur 

t-^xx  n 

& V(i — pp) 


l-^XX 

ax 


i-4-xx’ 

. dp  . , - 3 </x 

cum  fit  dy  “ ^ r , ent  dyZZ  - . 

V(i — pp)  i-\-xx 


Quare 


m. 
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--.  DI.  Si  fit  A' finV  ^ 

erit  V(i — 5;  — ~——y  vndc 


-ix 


4V(^)' 


j ___  dp  ___ 

— pp)  aV(i — jrr)* 

■ IV.  Si  fit  jf^Atang — > fa£Io  — , 

^ I jrx’  l“— xx' 

-OST. 

Qum  fit  dyz^--^-^  per  regulam  tangendam  (197), 


erit  dyzz: 


idx 

r-+-xx' 


V.  Si  fit  y — A tang  — ^ , pofito 


l-^ppCZ 


g-t-axx-aV(i-4-xx) aQ^(t4-xx)— t)y(i,H-xx) 


XX 

. -dx 


XX 


. . . , dx </x(y(i-f-xx)-^i) 

^ xxV'(i-f-xx)’~^xx  xxl/(l-|— xx) 

Quare  cura  fit  dyzz^^^^,  fiet  dyz=.-^~^y  quod 

edam  inde  intelligitur,  ^uod  fit  A tang^^‘~^^-^ — - 

— J A tang  X. 

. Y VI. 


170  • 
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flQ  X 

VI.  Si  fit  yzz.t  haec  fbnnuk  qtK>que  per  pradcc- 
dendadifiercntiabitur:  fiet  enim 

Hoc  ergo  modo  omnes  funOiones  ipfius  in  quas  prae- 
ter logarithmos  atque  exjMnenriales  quantitates  etiam  ar- 
cus circulares  ingrediuntur,  difierehdari  poterunt. 

aoo._  Quoniam  difierendalia  arcuum  per  dx  dioiia 
lunt  quantitati  aJgebraicae,  eorum  difierentialia  fecunda  & 
lequentia  per  ea,  quae  de  funftionum  algebraicarum  dif- 
ferentiatione  expofuimus,  inuenientur.  Sit  j»  r:  A fin  x, 

quiacft^jr  = :p;^— y erit  % = 

ius  difierentiale  dabit  valorem  pro  ^ quidem  ds 

fumatur  conftans:  vnde  differcndalia  ipfius  y cuiusuis  or- 
dinis ita  fe  habebunt. 


Si  fit'  ^ = Afinxj 

• dy I ^ 

dx  V(i— -xx)  ’ 

ddy  __  X 

(,— XX)* 

d^y  l^-2xx 

* 9X-4— gx^ 


ent 

& fumto  dx  conflante 


. ! ( ■ 
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-J  a'-.  - 

• (I-i— jrxj*  ' . 

f ■ 1 ■■■»  ' ••  • , . ' -.j  , i ..  : . ■ ( 

d‘y 2i$x-i-6oox^-hi20x^ _ , 

dx*  ti 

. (l XX)  * 

&c.  • • > - 1 

vnde  concludimus  vt  fupra  §.  177  fore  generaliter : 

•;  - d"+'y i.»*g » 

N 2 1.2.  ..  2.4^  1.  2.  3.  4 . . 


; »(«-i)(«-a)(«-3)(»-4)(»-?) 
2.4.6  1.  2.  3.  4.  5.  6 


201.  Superfunt  quantitates,  quae  ex  harum  inuer^ 
fione  nafcuntiu',.  ibilictt  Hnus,  tangentesue  arcuqm  dato* 
ruin,  quas  quomodo  diflerendare  oporteat,  oilendamus. 
Sk  igitur  x arcus  circuli,  & finx  denotet  eius^finum", 
cuius,  difFerentiale  inueftigemus.  Ponamus  j»  ~ finx,  ac 
pofito  x-|-</x  loco  X,  quia  y abit  in  jy-f-Vy,  erit  ' 
7-+-</>”fin(x-4-</x),  & </ji:r:fin(x>-fr^x)— finx.  s 
Eft  autem  fin(x-f-^x)  “finx.  cof  cofx.  finv/i',.  ^ 
atque  cum' fit,' vti  in  introduftione  joftendimus 


1 


fin»=4- 

1 

^5 

« » ’ 

mmmmm  &C 
mmmmm 

•1.2.3  ' 

I. 2.  3.4.5 

,cof»=^t 

L 



- i 1.  2 

I.  2.  3.  4 

li 

*y 

cnt 
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erit  rde£Hs  terminis  eoaneTcentibus  cof  dxzzi  ScCmdx 
zz.dxy  vnde  fit  fin(x-j-</x)~  finx-f-</jr  cof  j:.  Quare, 
pofito  yzziinxj  erit  dy  — dxcofx.  Differentiak  ergo 
fittus  arcus  euiusuis  aequatur  differetaiali  arcus  per  cofi- 
num  multiplicato.  Si  igitur  fuerit  p fun£Ho  quaecunque 
ipfius  x^  erit  fimili  modo  d.Cmp~dp  cof  p. 

202.  Similiter  fi  proponatur  cofx,  fen  cofmus  ar- 
ctis jr,  cuius  difierentiale  inuefHgari  oponeat.  Ponatur 
y~CoCx,  Sc  poRtO  x-hdx  loco  x,  fiet  y-hdy~cof(x-^dx). 
Eft  vero  cof(r-|-</j:)— cofr.cof</jr— finx.fin</x,  & quia 
vt  modo  vidimus  eft  cof dx—i  & (mdx~dx^  erit  y.-hd^ 
^cofx—dx  Gnx,  ideoque  dy^—dxfmx.  Quare  dijfe- 
fentiale  cojinus  cuiusque  arcus  aequatur  differentiali  arcus 
negatiue  fumto  per  finum  eiusdem  arcus  multiplicato.  Sic  fi 
p ^erit  ^&io  quaecunque  ipfius  x,  erit  d.  cofpzz^dpfmp. 
Hae  differentiationes  quoque  ex  antecedentibus  elici  pos- 
funt  hoc  modo:  fi  fuerit  y~fxapy  erit  /:z:Afin_)t ; & 

= « ob  J'  = finPr  erit  cof;;=:ni-;!y), 

quo  valore  fubftftuto  erit  dp  ~ 8c  dyzzdp  cofpy  vt 
ante,  Pari  modo  fi  <k  yzz  cof p^  erit  y{s-yy')zzfmpy 


& pzz  A cof y,  ideoque  dp^ 


__  ~ dy  ___  — dy 


V(I> 


■yy)  • fin/>  ’ 


fit  vt  ante  dyz^  — dpCmp. 

203.  Si  fuerit  y — tang  x,  erit  dy  ~ tang  (x-^x) 
-tang;,;.»  eft  mig 

. * a qua 
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a qua  fr^one'  fi  tangens  *•  fubtrahamr , remanebit 

nefcenris  dx  tangens  ipfi  arem  eft  aequalis  , ideoque 
tang /jr  = , & denominator  1 — «/rtangx,  abit  in 

vnitatem:  quocirca  fiet  dy^dx(i -\-taxigx*),‘  ,Eft 

vero  I -t-tangjr*  — fec.  denotante  cofx* 

quadratum  cofinus  ipfius  x : conTeqoenter  fi  fuerit 
y—tmzx,  ^dy—dxkz.x*~^—.  Quod  diife- 
rentialc  quoque  per  differenriationem  finuom  & cofinu- 

^in  V 

uni  inueniri  poteftj  cum  enim  fir  fanffx~-—  erit 

coCr’  , 

• , dx  cof  X,  cof  jr  -f-  dx  fin  jt.  fin  jt  ' dx 

y—  “ wfjT»* 

bb  fin  jr»-ri-cofjir*=:r. 


ao4.  Aliter  etiam  hoc  differcntiaTe  inucnitw.  Cum 
fit  y=:tangjr,  erit  xzzAtangjy,  & per  praecepta  .fupo- 

riora  fiet  dxzz  At  dlhi  fit  jrztangjr,  erit 

VO-H'j')  = fecx=^^,  ideoque  dxzzdy  zoCx^ ^ & 

dx 

‘^■^“coix»  ’ ^go  cfiiusuis  arcus  dif- 

feretaiole  aequatur  differeutiaii  arcus  ^uifo  per  quadra^ 
tum  cojinus  eiusdem  aecus.  Simili  modo  fi  proponatur 

Y 3 >= 
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»74 


5 r:  cot  fiet  jrrr  A cot^,  & . At  vero  erft 

cofecjr— vnde  habebkifr/frii-^fin.r*, 

& Cottmgeetis  ergo  cuitisms  arcus  differet^ 

tiale  aequatur  differ etitiaU  arcus  ttegatiue  fitmo  ac  per  quti- 

dratum  finus  eiusdem  arcus  diuifo.  Vel  quiaefl:  cbtxz^ 

fiet  hanc  fractionem  difiCTcntiando : • ,* 

-dx  fin  Jr'* dx  cof  Jr*  -dx 

y finx*  ’ 


vd  modo  inaenimus. 
205 


Si  proponatur  fecans  arcus,  vt  fit  j=:fec.x, 
quia  erit  ^nt  </jy  = y^^=<£rtangx.  fec,  x. 

Simili  modo  fi  fuerit  jrzcofec.x,  ob  jyz=j^,.  erit 

^ ~ cotxcoiec.x,  pro  quibus  cafibus 

peculiares  regulas’  formare  fuperfluum  foret.  Si  finus 
verfus  arcus  proponatui  jizrfv.x,  quia  eftjr—i-cofr, 
erit  dy—dxRnx.  Omnes  ergo  cafus,  quibus  linea  quae- 
piam reda  ad  arcum  relata  proponitur,  quia  femper  per 
linUm  cofinumuc  exprimi  poteft,  fine  difficultate  diffe- 
rcnciari  poterunt.  Neque  vero  ^tantum  diffcrenrialia  pri- 
ma, fed  edam  fecunda  & fequenda  per  r^las  datas 
inuenientur.  Ponamus  cfiTe  jy^finx  & atreofx,  atque 
dx  effe  conftans:  erit  vt  fequitur  : ...  l . 1. . . ^ 

y = 
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CAPUT 
' y ^ fin  T 
iy  ZZ.  rfjrcofx 
. idy  ZZ—  </jf*  fin  X 
d^y  ZZ—  dx^coix 
d*y  ZZ  dx*  fin  4r 
&C.  ' 


’ Z'/ 

* ZZ  cof  X 

« 

d%  ZZ—  dxQnx 
dd%  zz—dx*QO^x 
</*8  ~ dx^  fin  X 
d*z  ZZ  dx*coix 
&c. 


<75 


io6.  Simili  modo  inueniri  poterunt  difierendalk 
omnium  ordinum  tangends  arcus  x.  Sit  enim 

flJl^  “ 

y ZZ  tang  x ~ , & ponatur  dx  conflans , erit 


y — 


fin  X 
cof;r 


^7  _ * ' 

■ 

dx  cofjr* 

*■  * 

ddy zfinx 

dx*  cofjr* 

I* 

d^y 6 

4 

d^  cof  Jr^ 

cofx» 

d*y  __'s4fihx 
dx*  cofx* 

gfihx 
- cofx» 

d*y lao 

130 

dx*  cofx*  " 

COfx-» 

d*y 
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i^y . 48ofiiw  I safiny 

7x^  coixy  ^ cofjr*  ' cof^r^ 

Jiy J040  6yio  , goi6  64 

liFf  cofjr*  cofjT*  cofjr*  cofjr» 

&c. 

207.  Fun£Hones  ergo  quaecunque,  in  quas  Hnus 
vel  cofinus  arcuum  ingrediuntur,  per  haec  praec^ta 
differentiari  poterunt , vd  ex  iequendbus  exemplis  vi- 
dere licet- 

) 

I.  Si  fit  yzziCmx.  cofjr  ~ fin  ajr 
Erit  dy  — idxcoix* — 2</jrfinjr»  ~2</jrcofajr. 

n.  Si  fit  > = vel  yzzfmix 

. dxiinx 

En‘  ‘‘f=  W2(t—a>[^y  “"“7 

ya(i— — cofjr)  rz  2 fin  ix,  &:  finx  — 2 finix.cofjx; 

fiet  dyzzk  dx.  cof  I X , vti  ex  forma  > = ioi  i x 
immediate  fequitur.  ' 

ni.  Si  fit  _jf=:cof/^j  crit,'pofito 
jyzzcof/,  & dy:^—dp{mp.  At,  ob  /x, 

erit  dpzz^ 'i  ideoque  ~ fin /^ . 

IV.  Si  ft  erk  «(jrzz  ^^*^^<ircofx. 

* V.  Si 
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■ ^rr 


‘ ‘ — -•  ' ‘ - - ‘ cofr 

.V,V.-  Si  fit  nit  ■»=-*— 

VI  Si  fit  y — lQ — V(i — ; ponatur 

dax'  - . - ' 1 

«-  =/»;  atque  ob  j»  = /(i — Y(i — ;»))  , erit  . 

At  eft 

*C^-V(i-/))V(r-;>)  ^ finjr»  • . 


••  < t ' 

^jr=- 


Quo  valore  fubfiituto  prodibit 
ix  coZx 


— nt 


finx 


• *finjr®C> — ^V(i — ' 


fin; 


jj  c::.  ••  J.  •• 


,•:!;<  ."  't 

. '■»  'i;:i  ij 

•:  i;9  :ii 

i; , j 
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CAPUT  VIL 

DE  DIFFERENTIA  TIONE  ^FUUG 

TJONUM  DUyiS  PLU RESUE  VARIABILES 
• ■ INUOLUENTtUM.  ; . 

^ A 

208. 

Si  duae  ploresue  quantitates  variabiles  »■ , ,y , • > a fe 
inuicem  prorfus  non  pendeant,  fieri  poteft,  vt  cti- 
amfi  omnes  fint  variabiles , tamen  dum  vna  crefeit  dc- 
crefcitue,  reliquae  maneant  inuariatae : quia  enim  nullum 
nexum  inter  fe  habere  ponimtur,.  immutatio  vnius  reli- 
quas non  afficit.  Neque  ergo  differentialia  quantitatum 
y % pendebunt  a differentikli  ipfius  a*;  ideoque  dum 
*•  differenriali  fuo  dx  augetur , quantitates  j»  & a , vel 
eaedem  manere,  vel  qnomodocunque  pro  lubitu  variari 
poflunt.  Quodfi  igitiu*  diiferentiale  quantitatis  x ftatutb- 
mr  dx^  reliquarum  quantitatum  difierennalia  dy  & d% 
manent  indeterminata,  atque  pro  arbkrio  noftro  vel  pror- 
fus nihil,  vel  infinite  pania  ad  dx  quamuis  rationem  te- 
nenda denotabunt. 

209.  Plerumque  autem  litterae  y Sc  ^ fun£Hones 
ipfius  X vel  incognitas , vel  quansn  relado  ad  x non 
fpe£httur,  %nificare  folent,  hocque  cafu  earum  differen- 
dalia  dy  & dz  certam  ad  dx  reladonem  habebunt.  Siue 
gutem  y 8i  z pendeant  ab  x fiue  fecus , rado  dideren- 
dadonis3  quam  hic  fpe£tamus,  eodem  redit.  Quaerimus 

S enim 
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Cftim  fuhftionis,  quae  ex  pluribus  variabilibus  r,  y,  & « 
\tcunque  fic  formata,  diifcrentiale , quod  accipit,  dum  fin- 
guiae  variabiles  x,  j*,  & s fuis  differetitialibus  <£r,  & </s 

crefeunt.  Ad  hoc  ergo  inueniendum  in  funflione  pro* 
pofica  vbique  loco  variabilium  quantitatum  x-,  s fqri- 
bamr  relpeftiue  y-^c!y\  a-|— </»,  & ab  ex- 

prcflione  hoc  modo  refultante  auferatur  ipfa  fun£Ho  pro- 
poflta : refiduum  dabit  ipfum  differentiale,  quod  quaeri- 
tur, quemadmodum  ex  natura  differentialium  luculen- 
ter conftat. 

310.  Sit  X funOio  ipfius  eiusque  diff^entiale, 

feu  augnKntum,  diun  x differentiali,  fuo  dx  crelck,  (it 
^Pdx.  Deinde  fit  Y fimQio  ipfius.j»,  eiusque  difieren: 
tiale  = Qdy,  quod  alimentum  Y accipit,  dum  y abit  in 
y-f-dy:  atque  Z fit  funOio  ipfius  *,  eiusque  differens 
tiale  fit  ~R</s,  quae  differentialia  Pdx,  Qdy,  Rdz  ex 
natura  funftionum  X,  Y & Z ope  praeceptorum  fupra 
datofum  inueniri  poterunt.  ^ propofita  fue- 

rit haec  quantitas  X-f-Y-+-Z,  quae  vtique  erit  func- 
tio trium  variabilium  x,  y,  & z,  eius  differendale  erit 
— Vtrum  autem  haec  tria  difte- 

rentialia  fint  inter  fe  homogenea  nec  ne?  perinde  eft; 
Termini  enim  qui  concinent  potelbttes  ipfius  dx  prae  Pdx 
aeque  euanefcunc,  ac  fi  reliqua  membra  QJy,&  R</« 
nbelTent,  fimiiique  eff  ratio  terminorum,  qui  in  differen- 
datione  fiuifHomim  Y & Z funt  negle£H. 

311.  ' Retineant  X,  Y & Z easdem  fignificationes, 
fitque  propofi»  iftt  fiih^io  XYZ  ipfarum  x,  y 8c  cu- 

Z 3 , ius 
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ius  differentiale  inueftigari  oporteat.  Quoniam,  fi  x-i(~dx 
loco  ■*',  y'  \~'dy  loco  yy  & -s  . | 'd%  loco  s Icribatur,  abit 
X in  X-|— Y in  Y-l-Qi/^  ) & Z in  Z-i-Ry», 
ipfa  fimftio  propofiia  X Y Z abibit  in 

(X-4-P'^^-*')  (Y-hoyj)  (Z-hR'/») 

— XYZ-+-YZP//A--1- XZQyy-V-XYRf/a  .t 
•4-  ZPQy;r</j/-4-YPR</r/fe-f-XQR^jy</64-PQR</Aw/ji<&. 

At  quia  dxy  dy,  & dz  funt  infinite  parua,  fiue  inter  fe  fint 
homogenea  fiue  non  ; vltimus  terminus  prae  uno  quoque 
praecedentium  euanefcit.  Deinde  terminus  ZPQdxdy 
tam  prae  YZP^^f  quam  prae  XZQJy  euanefcit;  atque 
ob  eandem  rationem  termini  YVRdxdz  & XQZ dyd% 
euanefeent.  Ablata  ergo  ipfa  fVmftione  propofita  XYZ, 
erit  eius  differentiale  ~ YZPi/jr-t-XZQj/j'— XYR</*. 

212.  Exempla  haec  funftionum  trium  variabpium 
X,  yy  & z,  quibus  pro  lubitu  quisque  plura  adiicere  po- 
teft , fufficiunt  ad  offendendum , fi  funftio  quaecunque 
•rium  variabilium  x,  yy  & z proponatur,  vteunque  eti- 
am hae  variabiles  inter  fc  fuerunt  permixtae , eius  dif. 
ferentialc  femper  huiusmodi  formam  effe  habiturum 
fdx  ~\-jdy  -\~rdz'.  vbi  />»?)&  ^ futurac  fint  fingu- 
lae  funSiones,  vel  omnium  trium  variabilium  x,  y,  & », 
vel  binarum,  vel  vnius  tantum , prout  ratio  compofirio- 
nis,  qua  fiinfHo  propofita  ex  variabilibus  jt,  & a 
atque  conff antibus  formatur,  fuerit  comparata.  Simili 
modo,  fi  proponatur  fun£tio  quatuor  pluriumuc  variabi- 

^ ‘ lium 
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Utun  jr,  jr,  z',  & tr,  dos  difTareodak  ldn{)er  hoids'modl 
fonnam  habebit  - fdx-r^^dy-^rdst-^  sdv^ 

V ‘ 1 

Confideremos  primum  fiin^nem  duarum 
tantam  variabilium  » quae  fit  zzY,  cuius  ergo  dif- 
fercndale  im  fe  habebit  *vt  fit  d\  ~pdx-\-qdy.  St 
igitur  quantitas  > aCRimcretur  conftans,  foret  dy—o^ 
ideoque  fun£Honis  V diflerentiale  eflet  pdx\  fin  autem 
X ftatueretur  confhms,  vt  eflet  ix-zzoy  folaque  y ma- ' 
neret  vambilis,  tum  ipfius  V differenaale  prodfret  "^qdy . 
Cunr  igitur  vtraque  quantitate  x St.  y variabili  pofita  fit 
dY-=ipitL^'qdy  illa  reguk  pro  differentianda- func- 
tione V^otb-- variabiles  X 8t  y inuolhence  .rdbithbit 
Ponatur'’jii*hiMM  fdd  Tt  variaSilh^  dhet»  verd  y tdnquam 
confiam  tradetur & quaeratur  ipfius  V difierentiale,  qmd 
fit  — pdx.  'Deinde  ponatur  fota  quantitas  y eariohilis, 
altera  x pro  confiand  habita,  ^ quaeratur  ipfius  V diffe- 
rentiate, quod' fit  zrqtTy.  ' ^ibits  fodis,  pojka  vtraque 
quantitate  x ^ y variabili , fiet  dV— pdx-f-qdyi 

214.  Simili  modo,  cum  functionis  trium  variata 
um  X,  y.  St  o,  quae  fit  —V,  diflerentiale  huiusniodi  h»- 
beat  fbrmam  iraanifeftum  eft, 

fi  fola  quMiiitas  ar  fuiifec  vari^lis  pofita,.  rdiquae  voro 
y.  81  % coiribnies  manfi&nt,  ob  dy—o  & ds-zo,  pro- 
diiflret  ipfius  V diflerentiale  ^pdx,  Pari  modo  timenire-. 
tur^diflerentiale  ipfius  Vzzqdy,  d x & z eflent  ctmftant^ 
foi^ue  peineretur  variabilis  j aiqqe.  fi  x & y tanquam 
conflantes  folaque  2 flatuvecar  variabilis,  pro- 
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dirct  diflerentiale  ipfius  V—rJz.  Q^e  ad  fun£Konem 
criuin  pluriuitiue ' variabilium  diderehaandam,'  con(kier&« 
tur  feorfim  quaelibet  quantitas  variabilis,  & fun£tio  pro 
qudiibet  differcntictur,*quafi‘  reliqiiae  omnes  eflent  con- 
(hntes;  tum  lingula  haec  difler^ndalia,  quae  ex  lingulis 
quantitatibus  variabilibus  funt  inuenta,  colligantor,  eric^ 
que  aggregatum  diflerendale  quaefitum  fun^onis  pro- 
pofkao.  ' ■ 

21$.  In  hac  regula,  quam  pro  dlfTerendatiqpe  dmc> 
donis  quotcunque  variabilium  inuenimus , continetur  dci 
raonih-ado  regulae  fupra  §.  170  datae  generalis,  cuius  ope  ^ 
fundio  quaecunque  vnicam  variabilem  compleuens  difle-, 
rendari  potelL  Si  enim  pro  lingulis  pardbus  ibi  cotn* 
memorads  toddem  <- litterae  diueiiae  collocentur,  iun^q 
fpeciem  induet  functionis  totidciq  .diuerfarum  .variabili- 
um, atque  adeo  modo  hic  praefaipto  dilTerentiabitur,  fuc-' 
cedlue  vnamquamque  panem,  quali  Ibla  eflee  variabilis^ 
traClando,  cunClaqiK  differentialia,  quae  ea  lingulis  potr 
tibus  oriunmr,  in  vnam  fummam  coniiciendo:  quae  fum-  . 
m^'erit  diderendale  quaclitum,  pollquam  pro  lingulis  lit- 
teris valores  fuerint  reltitoci.  Haec  erg^  regula  ladliime 
patet:,  atque  edam  ad  fundiones  plurium  variabilium j 
quomodoamque  fuerint  comparatae,  extenditur.  Vnde 
eius,  vius  per  vniucrliim  calculum  difierentialem  ell  ain- 
pliiiimus.  ' ' •'  ' 

a I ’ Inuenta-  ergo  regula  generali,  cuiur  ope  fune-  ’ 
dones  qUotcunque  variabilium  dif^ere^hriari  poflimt,  eius 
■ vfum  ih  nonnullis  exemplis  oftcndilft  iuuabit. ' 

• - ■ I.  Si 
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L Si  fbeiy  \zzxy\  alfc  d\ 
n.  Siftcrit  erit'  ^ 

<V  ' il.  • ' • 


DI.  Si  fiicrk  Vzz 


y 


'{’•<•  — j.  <(-•-  • 


y (^j! — xx)y 

yxdx 


y yy 

» 

erit 


• i k-  4. 


3 


‘ .-y{aa—Xx)‘~^  f . » - 

( , . ^ . >:  _i_/  (.oa xxy 

IV.  Si  fuerit 

..erit. . , . 

y»  *■ 


V I 


. fiue 


/V— C*jf-hffy4-y)"-'C<I-f“«j'-4-^)--»  in 

i.  if-rr';.!"'  r-  • . :r-f  -irji;:' 

-u'';  • .i'.",!,.-  • . II  .i.  ..  . ' . . • 

-V  H-wa^  . H- - \ 

• ^ .e.  H-  ,y)  X -y.  ) •, 

V r»  T >*;;«!:  !'  I'  ^ ■'  • ' ^ ‘ 

yi.  S feerit  « Var  ^-zj  erit  dV—y^~^dx~\-x)dylx. 

VD«  Si  iuent  ■ VzzAtang'''^ ; 'erit  ^'V-r—^^y 

.1^  ,.  0-1  I..-:  k...  .*.:•  , .•  ^x-\-yy  * 

.Wt  ' 1?  ;. 

dWzzdxQoixwty  — dySmxiGay,  ; 

' DC 
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. • 'i"  V'-.  e*«  •-  •<. i':  .1 

IX.  Si  fuerit  ^ ; erit 

y(A:x-H^^ i^x-^-yy)'  , , 

X.  Si  fuerit  V='‘Afm 

• ...  . . V.^  JC-— 

reperictur  i/V—f-isAfin 

^ . jcjn/j»  — jyjxfjf • - 

(^x-J^Vixx-^yy)')  {XX — yy)^Vx 

' 4 i 7.  Quoniam  vidimus,  fi  V fuerit  funSio  quae- 
cunque binarum  variabilium  j:  &'  j» , cius  differriitiale 
huiusmodi  habiturum  effe  formam  dV=?dx~+-QJy  ^ 
in  qua  fint  P & (Xfap^pnes  a.funaione  Y p<»dcn|ej 
per  camque  determinatae  ’:  fcquitur' has  duas  quantitates 
* P & QjCcrto  quodam  modo  etiam  a fc  inuicem  pende- 
*rc,  propterea  quod  vtraque  ab  'eadem  fonCHonC  V pen- 
det. Quicunque  igitur  fit  ifte  nexus,  mter  quantitates 
finitas  P 8c  Qjy  qaem  deinceps  inueftigabimus ; perfpi- 
cuum  cftj  non  omnes  formidas  (^reJtMiial«.,h^UOTo4i 
fdx'-+*QJy\  in  quibus  P & Q^pfolubitu  flnt'cx  x & j» 
formatae,  pofle  ^e-dtfTerentiaMa ; cuiuspiam. filriaion^ 
finitae  V ipfarum  .r  & y.  Nifi  enim  ea  relatio  inter 
fonarories  P & Q^inteixcdat,  qufm  natu» 
tionis  requirit,  huiusmodi. differcn^.P<^AH^  qriri 
plane  per  difFeriditiationem  noft'^tui4  wb^uY^iciflim 
integralc  non' habebit. , :■ 


.CAPUT  Fll 

31 8.  In  bfcegratione  igitnr  intereft  nofle 

hanc  relationem  inter  quantitates  P & Q_,  vt  differen- 
riaiia,  quae  reuera  ex  diiferentiaeione  fun^ionis  cuius- 
piam finitae  funt  orta,  dignofci  queant  ab  iis,  quae  ad 
libitum  funt  formata,  atque  nulla  integralia  admittunt. 
Quanquam  autem  hic  nondum  integrationis  negotium 
lufcipimus , tamen  ad  naturam  differentialium  realium 
penitius  infpicicndam  conueniet  hanc  relationem  inuefti- 
gari ; quippe  cuius  cognitio  non  folum  ad  calculum  in- 
tegralcm , ad  quem  hic  viam  paramus , eft  maxime  ne- 
Ceflaria^  fed  raam  in  ipfb  calculo  diHerendali  infignem  lu- 
cem accendit.  ^ Primum  igitur  pattt , fi  V fit  flin3^io  dua- 
rum variabilium  x & jr,  in  dus  dif&rendafi  Pdx-\-(^y 
vtHosque  ldifld«ntille^^'<^^  & ineflS:,/iporterc.  Neque 
ergo  poteft  efle  Prro  neque  Qjiro.  Hinc  fi  P foe- 
rit  funftio  iplarum  x & jy,  formula  P</x  nullius  quan- 
titatis finitae  poterit  efi  differendale,  feu  nulla  extat  quan- 
titas finita,  cuius  differendale  fit  P^x. 

319.  Sic  nulla  datur ‘quandtas  finita  V fine  alge- 
braica  fiue  transcendens,  cuius  differendale  fit  >x</x,  fi 
quidem  fit  y quantitas  variabilis  ab  x non  pendens.  Si 
enim  ponamus  dari  eiusmodi  quandtatem  finitam  V,  quia 
y in  eius  differendale  ingreditur,  necelfe  eff,  vt  y quoque 
in  ipfa  quantitate  V infit;  verum  fi  V contineret  jf,  6b 
variabilitatcm  ipfius  y neceflario  quoque  in  differendali 
ipfiu^V  differendale  dy  ineffe  deberet.  Quod  tamen 
cum  non  adfit,  fieri  nequit,  vt  differentiale  yxdx  cx  cu- 
iuspiam quandt|tis  finitae  differentiatione  fit  ortum.  _ Cum 

A a igi- 
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^tur  pateat  formulain  P</jt  , fi  Q^Ht  o , P 

contineat  y^  difierentiale  reale  efle  non  pofie,  fimul  intel* 
ligicur,  quantitati  Q^non  pro  lubitu  vaiorem  tribui  pofie, 
(ed  euin  a valore  ipfius  P pendere. 


420.  Quo  igitur  hanc  relationem  inter  P & Q^in 
fiiffercntiali  </V~  Pt/A--f-Qj/)r  inueftigemus,  ponamus 
primo  V efle  flinflionem  nullius  dimenfionis  iprarum  x 
& jy : a cafibus  enim  particularibus  ad  relationem  gene* 
ralem  afcendamus.  Quod  fi  ergo  ponamus  y~tx^  ex 
fun£iione  V quantitas  x prorfus  euanelcet,  prodibitque 
fun£lio  ipfius  t tantum,  quae  fit  = T,  cuius  difTerentiale 
erit  — Qdt,  exiftente  ©.funtiione  ipfius  t.  Ponamus 
igitur  quoque  in  difTerentiali  P dx  -J-  Q^;r , vbique  y zz.  f jr, 
& dyzztdx-\-idt  ^ quo  fa£lo  prodibit 

Pdx  — |—  Qti/jr  Qxdt } 

in  quo  cum  dx  non  contineatur , necefle  eft  vt  fit 

P P;r 

P-f-Qtno:  ideoque  Q=  — — zz feu  erit 

. * y 

Pj:— f- Qj~o , vnde  relatio  inter  P & Q^pro  hoc  cafii 
innotefeit.  Deinde  debet  efle  0 ~ Qr,  ideoque  Qfn: 
iun£iioni  ipfius  r,  hoc  eft  /lin£Honi  nullius  ^menfionis 


0 


iplarum  x 8c  y.  Atque  ob  Qzz—  fiet  Pn— — , & 

tam  Px  quam  Qji  erunt  funftioncs  nullius  dimenfionis 
ipfarum  x & y. 

V 

221.  Si  igitur  funftio  nullius  dimenfionis  ipfarum 
X & j,  quae  fit  =V,  differenrietur,  eius  difierentiale 

dVzz 
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fcmper  ica  erit  comparatum,  vt  fit 
P-*-+-Qj'=o.  Hoc  efi  fi  in  differentiali  loccT  difieren- 
dalium  ix  & dy  fcribanmr  x & y,  refultabit  quantitas 
“ o : vd  in  his  exemplis  vfu  venire  patet ; 


I.  SitV=i;  erit 


fito  X loco  dx‘& y loo)  dyy  erit 


yy 

yx — xy 


atque  po< 


o. 


n.  Sit  V= 


V^xx-yyY 


erit  dN  ~ 


yy 

yydx  ~^yxdy 


(xx-yy)^ 


vnde  fit  zyy’i±yy^:=o; 

(xx—yyy 

ffl.  Sit  V=i  , quae  eft  funaio 

“y-^y(.*x-\-yy)  ’ ^ 

nullius  dimenfionis  ipferum  jt  & ; erit 

dV  — 7^77 — — ^77 — -7- — r , quae  forma 
(yixx-yyy)-yyV{xx-^yy)'  ^ 

pofitis  X y loco  dx  &.  dy  fit  no. 

,jr-4-y  . ^xdy lydx 

— ' ' ent  dy— ^ d. — 


rV.  Sit  V=/ , 

x — y ' 
a X 7 — "iyx 

atque  — n o . 

^ XX  — yy 


XX- 


-yy 


V.  Sit  VnAfm^^-2!^,  erit 

V(jr-f-jy)  (JC+7)  V iy^x-y) 

quae  formula  eadem  proprietate  gaudet. 


✓ 


\ 
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222.  Contetnplennir  nunc  alias  liin£Hones  homo- 
geneas,  Atque  V fun£Ho  n dimenAonum  ipAurom  x 8c  y- 
Quare  A ponatur  y — tx,  induet  V huiusmodi  formam 
Tjt»,  exiftcnte  T AinfHone  ipAus  f,  Atque 

erit  dVzzx”QJt-\-n'Tx"-tdx, 

QuodA  ergo  ftatuamus : 

/V“  P</.r-l— , ob  dy—tdx-\-xdt,'  , 

Kct  d\  zzPdx-^Qt^dx  -\-Qxdt/. 

quae  forma  quoniam  cum  illa  congruere' debet,  erit 

P-hQ£r=«T2— »=  — , ob  V = T^-.  . 

sc 

Hancobrem  ob  , Aet  Pjt -1- Qj»  — « V,  quae 

X 

uequado  relationem  inter  P & Q^ita  deAnit,  vt  A altera 
At  cognita , altera  facile  inueniatur.  Quia  porro  eft 
Qjr  — j"»0,  erit  05 , ideoque  etiam  Qji  & Px  func- 
tio » dimenAonum  ipfarum  x & y. 

% 

223.  Si  ergo  in  differentiali  cuiusuis  fun£Honis  ho- 
mogeneae  ipfarum  x & y,  loco  dx  Sc  dy^  ponatur  x Scy, 
quantitas  oriunda  aequabitur  ipA  funftioni,  cuius  diAe- 
rendale  proponebatur,  per  numerum  dimenAonum  mul- 
tiplicatae. 


I.  Si  At  V~y (^xx-^yy)'j  erit  «z:i,  & ob 
V(xx-^yyy  V(.jrx-{-yy) 

U.  Si 
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D.  Si  fit  erit  « = a,'& 

y — X ’ ’ 
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— ^y^^y — :iyyx(fy-\-'iyxxJx ix^  dx-\-y^  dx< — x*dy 

(y  — •*■)• 

Ponatur  x pro  dx  8c  y pro  dy  orietur ; 

ay 2y3x-^2yx3 2X*  2V^'-^2x3  ' 

~ — — — aV, 


(y- — ^)* 
ni.  Si  fit  v= 


iyy-+-xxy  ’ 


y — X- 

/J’ 

erit  'n——4,  atque 

• Qyae  foranda  pofids  x Sc  y 

loco  dx  & dy  abit  in  ^ V 

(jy-\~x  'xy  — * 

rv.  Si  fit  erit  ana,,  atque 

dW=2idxll±:^  _yi^3cxiydx^xdy'^ 


y ' yy .;ra: autcm 

memorata  fubititucione^nritur  — aV 

y ar 

1 

324.  Similis  proprietas , obferuabitur , fi  V firerit 
funftio  homogenea  plurium  variabilium  i fit  ergo  V fimc- 
tio  quantitatum  x,y,  a,  quae  coniun£lim  vbiqae  a di- 
menfiones  adimpleant ; atque  differentiale  huiusmodi  ha- 
bebit form^  P^jr-f-Q_^jy_j_Rj/a,  PonatuT  iam  j)rn /jf 
.&  an/jr,  vt  fit  dy—tdx-\-xdt,  & dt—sdx-Jf-xds, 
atque  functio  V induet  hanc  formam  Ujf",  exifiente  U 

Aa  3 fiinc- 


/ 
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funaionc  binarum  variabilium  / & / ; hinc  fi  fta» 
tuatur  ' d\]—pdt-\-qdsy  fiet 

dW~x”pdf.^-x’‘qdt-{-n'\Jx*’‘JJx,  , ,, 

Prior,  autem  forma  dabit  , 

dV  Pdx-\- 

quae  cum  illa  coUata  praebet 

p_^_  Q£ Rx  n «Ux»-*  = ^ ' 

vndc  obtinetur  Pjc-f-Q^-|-Ra  ~«V  ; _quae  eadem 
proprietas  ad  quotcunque  plures  variabiles  extenditur. 

22^,  ,Si  igitur  propofita  fuerk  fun£tio  homogenea 
quotcunque  variabilium  Jf,  j»,  »,  t',  &c.  cius  differen- 
tiale  perpetuo  hanc  habebit  proprietatem , vt  fi  loco  dif- 
fercntialium  dx,  dy^  </a,  dv,  &c.  fcribantur  refpeftive 
quantitates  finitae  Jc,  j»,  &u._  prodeat  ipft  fundiio 

propofita  per  numerum  dlmenfionum  multiplicata.  Haec- 
que  regula  edam  valet,  fi  V fiicrit  fiinaio  homogenea 
vnicae  tantum  variabilis  x:  Hoc  enim  cafu  erit  V po- 
tertas  ipfius  x,  pura  V~ax",  quae  ert  fun£fio  homo- 
genea « dimenfionum  : nulla  fcilicet  alia  datur  funftio  ip- 
fius X , in  qua  x vbique  « dimenfiones  conrtituat  prae-  - 
'ter  potertatem  x".  Cum  igitur  fit  dV-zUnax—^dxy 
ponatur  x loco  dx,  atque  prodibit  nnx",  hoc  ert  «V. 
Ifta  ergo  fiinOionum  homogencarum  infignis.  proprietas 
diligenter  notari  meretur  , cum  in  calculo  integrali  maxi- 
mam afferat  vtilitatem.  ‘ ^ 

• - i ' 2 2^« 

r 0 • 
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\ ' 33&  Quo  nunc  in  genere  in  reladoneni  inter  quan- 
titates r & Q^,  quae  diffcfendale  funftio- 

nis  cuioscunqoe  V duamm  variabilium  x 8c  y conihni- 
unt,  inquiramus,  ad  4^uenda  attendi  oportebit.  Sit  igi- 
tur V fun6Ho  quaeconque  ipfanmi  ,»  & ; atque  pona- 

mus V abire  in  R,  fi  loco  x ponuur  x-\-dxy  pofico  au- 
tem y -f-  Jy  loco  y abeat  V in  S : quodfi  autem  fimul 
x~\-dx  loco  X,  8c  y-\-  dy  loco  y fcribatui*,  mutetur 
V in  V*.  Cum  itaque  R oriatur  ex  V,  pofito  x'r^dx 
loco  Xy  manifefium  efi  fi  vltcrius  & R ponatur  y-^dy 
loco  y,  tum  prodire  V*;  idem  enim  eft,  ac  fi  in  V fta- 
tim  poneretur  x-\-dx  loco  jt,  & y -^dy  lucti  y-  ' Simili 
modo  fi  in  S ponatur  x~^dx  loco  qim  S ito  orta’ 
eft  ex  V pofito  y-\-dy  loco  jy,  denuo 'prodSfit  V*j  vtr 
ex  hoc  fchemadsmo  clarius  perfpicitur.  ' ' 


Quantius 

V 

■bit  in 

R . 

fi  loco 
X 

ponft^» 

jrH— 

V 

V 

c X 

S. 

y 

y-+-<^y  > 

Iv  V " 

V» 

X 

y 

x-^dx 

• i ' ii  ; 

y-h^^yu 

' 

- - R. 

V* 

y 

ii 

y-\-‘dy  . 

IPV  SV: 
♦ka*  - 

V»  . 

X ■■ 

; 

x-\-dx 

I ' 
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127.  ' Si. igitur  V ita  difFerenrietur  , vt  tgntum  x 
unquam  variabilis,  _jr  vero  tanquam  conihins  trafclctur,  quia 
poiito  x-\-dx  loco  4r,*funttioV  abit  in  R,  ekis  differen-. 
tiale  erit  =R— V;  at  ex  forma  fcqui- 

tur  idem  differentiale  fore  zr  P</x,  vnde  erit  R-V— P<jU-. 
Quod  fi  iam  loco  y ponatur  y H-  dy , 'x  vero  tanquam 
conflans  trafletur,  quia  R abit  in  V>  & V in  S,  quan- 
titas R— V abibit  in  V*  — S;  ideoque  ipfius  R— V=P</x 
differentiale,  quod  oritur  fi  fola  y variabilis  aflumatur^ 
erit  V‘ — R — S-l-V.  Simili  modo,  cumpofito  y-V-^ 
loco  7,  abeat,  V in  S,  erit  S— V differentiale  ipfius  V 
pofita  fola  y variabili,  critque  propterea  S — V—Q/y; 
nunc  quia  loco  x pofito  x-^^dx , tranfit  S in  V«  & V in  R , 
quantitas  S— V abibit  in  V*  — R;  atque  ipfius  S— V~Q/y 
^fferentiale , quod  oritur  fi  fola  x variabilis  ftatuatur,  erit 

— V‘-R-S-4-V,  quod  prorfus  congruit  cum  difleren- 

tiali  ante  inuento.  ' ' < 

a a 8-  Ex  hac  conuenientia  deducitur  fequens  con- 
clufio ; Si  funfHonis  V cuiuscunque  binarum  variabilium 
X & differentiale  fuerit  </V  — P</x-|-  QJy^  tum  dif- 
ferentiale ipfius  P</x,  quod  orimr  fi  fola  quantitas  y tari- 
quam  variabilis,  x vero  tanquam 'conflans  tradetur,  ae- 
quale erit  dificrentiali  ipfius  Qj/jy , quod  oritur  fi  fola 
quantitas  x tanquam  varirfjilis,  y vero  tanquam  conflans 
tra£letur.  Si  fcilicet  pofita  fola  y variabili  fuerit  dP—Tjdy 
erit  differentiale  ipfius  Pdx  praefcripto  modo  fumtum 

— T^dxdy)  atque  pofita  fola  x variabili  erit  quoque 

</Q^Z(/x}  fic  enim  differentiale  ipfius  Qdy  praefcripto 
,-ui  modo 
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>modo  fumtum  fiet  quoque  zzT^dxdy.  Hacque  ratione 
intelligitur  retado,  quae  inter  quantitates  P &.  Q^intercc- 
^t,  atque  paucis  verbis  in  hoc  confiiHt,  vt  difTerentiale 
ipfius  Pdx  pofito  X conftante  aequale  fit  difFerendali  ip- 
fius  Qijr  pbflto  y conftante. 

k 

1 ♦ ^7 

aap.  Ifta  infignis  proprietas  clarhis  perfpicietur,  fi 

eam  nonnullis  exemplis  illuftremus. 

• *. 

L Sitigitur  V=(;yjr;  erit  dW:=iydx-\-xdy^  ideo- 
que  ?—y  & Qj=x;  vnde  pofito  x conftante  erit 
d.Pdx—dxdy^  & pofito  y conftante  erit  d.Qdytzdxdy^ 
ficque  haec  duo  differentialia  inter  fe  aequantur. 

n.  Sit  erit  xdx-\~ydx^ydy 

4 V(jcx-\r2xy)  ’ 

‘■‘«X'-' 


pofito  X conftante  erit  d.Pdx:^  xydxdy pofito 

y conftante  erit  d.Qdyzz — ^ 

in.  Sit  V~4cfin  fin  Aar  j eritqne 

dW  — dxGnh.y  -H  xdy  cofjy  -\-dyCmA.x  -^ydx  cof*- 
(Juare  erit 

P</xb:  (/jrfin  Ajy  ydf  co£x^ 

& Qdy  zzdy^  Ax  -4-  xdy  cofy. 

Bb  ■ 'Po- 
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Pofito  ergo  x confbnte  erk 
d.^dxzzdxdyCfiiy-\^dxdyoi^Xi 
& poGto  y confhmte  erit 
d.  QJy  ~ dxdy  cofy  -f-  dxdy  cof  x. 

IV.  Sit  Vzz^fyj  erit  iWzzxJdylx~^yxt-ydx^ 

atque 

& Qdy~xJdy/x. 

Quamobrem  pofico  x conftance  habebitur 
d.FdxzzxJ~*dxdy  -{^yxJf-^dxdy Ix, 

& po(ito  y co^aote  erit 
d.Qdy  — yxJ-^ dxdy Ix  -^xy-^ dxdy. 

330.  lAa.  proprietas  edam  hoc  moib  enunciari  po- 
teft,  vnde  eximia  omnium  fiin^onum,  quae  duas  varia- 
biles inuoluunt,  indoles  cognofcetur.  Si  funftio  quae- 
cuoque  V duarum  variabilium  x & y difierendetnr  po- 
fka  fola  X variabili,  hocque  differendae  denuo  differen- 
detur  pohta  fola  y variabili,  tum  poft  duplicem  hanc  dit 
ferentiationem  idem  prodibit,  ac  fi  ordine  inuerfb  fiinc- 
doV  primum  pofita  fola  y variabili  differendaretur,  hocque 
diiierendale  pofita  fola  x variabili  denuo  differendaretur ; 
vtroque  fcilicet  cafu  prodibit  eadem  exprefiio  huius  for- 
mae Tidxdy.  Ratio  huius  idendtads  ex  praecedente 
proprietate  manifeRo  fequitur : fi  enim  V differendetur 
pofita  fola  X variabili,  prodit  j &,  fi  V differentie- 
tur  pofita  fola  y variabili,  prodit  Qdy^  horum  diffcren- 
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rialitlfTi  vero  dilTerentialia  modo  indicato  fumta  inter  ft 
aequalia  cfTe,  ante  demonibrauimus.  Qieterum  haec  in- 
doles immediate  fequinir  ex  ratiocinio  (§.227)  allato.  • 


231.  Relatio  inter  P & fi  Vdx-\-Qdy  fuerit 
di/Terendale  fiin^Honis  V fequenai  edam  modo  indicari 
poteft.  Quoniam  P & Q^funt  funaiones  ipfarum  jr  & % 
difib-endentur  ambae  pofita  vtraque  x 8c  y variabili : 

Si  Icilicet* fuerit  QJy 

fit  dF  ZZ  pdx rdy  ’ 

Se  dQjZZ  qdx  -4-  $dy.  , 


Pofito  ergo  X conflante  erit 
dF~rdy^  & d.Fdx~rdxdy. 


Deinde  pofito  y conflante  erit 

& d.(^y~qdxdy. 

Cum  igitur  haec  duo  difierendalia  rdxdy  8c  qdxdy 
fint  inter  aequalia,  fequitur  fore  qzzir.  Funftiones  er- 
go P & Q^ita  inuicem  conneOuntur,  vt  fi  ambae  difie- 
rendentur,  vd  fecimus,  quantitates  f & r inter  fe  fiant 
aequales.  Breuitatis  gratia  autem  hoc  faltem  capite  quan- 
titates r & ^ ita  commode  denotm  folent , vt  r indicti- 


tur  per  (5.)  , quae  Icriptura  defignatur  P ita  differen- 

dari,  vt  fola  y tanquam  variabilis  tradetur,  atque  difie- 
rendale  ifhid  per  dy  diuid^ur:  fk  enim  prodibit  quanti- 
tas finita  r.  Simili  modo  fignificabit  <3)  quantitatem 

B b 2 fini- 
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iinitani  quia  hac  ratione  indicarar  fonQionem  Q^fola 
X pofita  variabili  difTerenciari , tiunque  diffcrendale  per 
ix  dioidi  debere. 


332.  Vtamur  ci^  hoc  fcribendi  modo,  'etiamfi 
alias  ambiguitatem  aflcrre  poflit , quae  tamen  hic  per 
daufulas  euitatur,  vt  ambages  in  defcribendis  differcn- 
dandi  conditionibus  euitemus,  Hcque  breuiter  reladonem 
inter  P & Q^ita  verbis  exprimere  poterimus,  yt  dicamus 

cfle  ^ huiusmodi  fcilicet  fra£Honi* 

bus  denominator  praeter  propriam  fignificarioncm qua 
munerator  per  eum  diuidi  debet,  indicat  numeratoris 
differentiale  ita  efle  capiendum,  vt  ea  fola  quandtas  cu- 
ius diderentiale  denominatorem  conlHtuit , tanquam  va- 
riabilis {pedetur.  Hoc  enim  modo  per  diui/ionem  dif^ 
ferendalia  prorfus  ex  calculo  egredientur,  ifhieque  frac- 

dones  O ^ (S)  exhibebunt  quandtates  finitas. 


quae  in  praefenri  cafu  enuit  inter  fe  aequales.  Hoc  ita- 
que modo  recepto  quandtates  quoque  p & t ita  deno- 


tare licebit,  vt  fit  p — & tzz  , fi  qui- 

dem vt  monitum  e(l,  differentiado  numeratoris  per  de- 
nominatorera  refiringatur. 


233.  Conlendt  haec  proprioas  mirifice  cum  pro- 
prietate , quam  ante  in  fun£donibus  homogeneis  inefle 
ofiendimus.  Sit  enim  V homogenea  a dimen- 

fio-  ' 
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Honum  ipranun  x & jy,  ponamrque  iV::rP</x -4-0/7) 
atque  demonftrauimus  fore  «V  z:  Px-f-  Q^,  ideoque 

Q=y — y.  Sit  iP-=.pix~\^riy'^ 

eritquc  = r,  cui  aequale  eflc  i»  often- 

detur.  Oifrerendecur  Q^poiica  fola  x variabili,  & quia 
in  hac  hypothefi  eft  ~~  — » 


fiet 


(»— i)P  px  . 


debebitque  cile 


r fcu  (n—i)p-rzpx^ry. 

y y 

Quae  aequalitas  inde  fit  perfpicua,  quod  P fit  fun£Ko 
homogenea  »— i dimenfionum  ipfarum  x & jy,  vnde 
eius  diffcrentide  dP~pdx-\^rJy^  ob  proprietatem 
fimOionum  homogenearum,  ha  debet  efle  comparatum, 
vt  fit  (»— i)P  =/x-4-r7. 


*34- 


Ifta  proprietas,  quod  fit 


quam  omnibus  fiin^onibus  duarum  variabilium  x & y 
communem  eflc  oftcndimus,  nobis  quoque  patefaciet  na- 
turam fiin^num  trium  pluriumue  variabilium.  Sit  V 
fun^o  quaecunque  trium  variabilium  x,  jf,  & a,  ac  po- 
natur dV  ~ Pdx  -f-  Q^jy-j-  R</a.  Quod  fi  igitur  in 
hac  diflcrentiatioDe  a tanquam  conftans  tranaretur,  fo- 
rer vtique  dY zz Pdx -f-  Qdy ; hoc  autem  cafu  per 


£b  3 


an- 
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isl 


antecedentia  debet  elTc  Deinde  fi 

quantitas^  conflans aflumeretur, foret  </V”P</jr-4-R</s, 
erit  ergo  Denique  pofico  x conflan- 

=o- 


te  reperietor  ) • bi  difFerendali  ergo 

funftionis  V quantitates  P,  Qj  & R 
ita  a fe  inuicem  pendent,  vt  fit 


33J.  Sequitur  hinc  ifla  fon£Uonum,  quae  tres  plu- 
resue  variabiles  inuoluunt,  proprietas  analoga  ei,  quam 
llipra  (230)  de  fun3:ionibus  duarum  variabilium  oflen> 
dimus.  Si  foerk  V fun£Ho  quaecunque  trium  variabb 
lium  Jf,  & »,  eaque  continuo  ter  differentietur,  ita  vt 
primum  vna  quantitatum , puta  x , fola  variabilis  pona- 
tur , in  differentiatione  focunda  fola  y,  atque  in  tertia 
fola  a variabilis  alTumatur,  prodibit  expreflio  huius  for- 
mae Ttdxdydz^  quae  eadem  reperietur,  quocunque  alio 
ordine  quantitates  x,  jy,  & a collocentur.  Sex  igitur  di- 
verfis  modis  pofl  triplicem  ditterentiationem  ad  eandem  ex- 
preflionem  Xdxdydz  peruenietur,  qtioniam  ordo  quan- 
titatum X,  jy,  & a fexies  variari  potefl.  Quicunque  er- 
go ordo  eligatur,  fi  funftio  V differentietur  pofita  fola 
prima  variabili,  hocque  differentiale  denuo  differendetur 
pofita  fola  fecunda  variabili,  atque  dilFerendale  hoc  ite- 
; ruip 
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rem  diflereodetur  poiita  GJa  tertia  varubili,  eadem  pro- 
dibit exprdSo,  vtcunque  ordo  quantitatum  x,  j»,  & » 
varietur. 

m 

23^.  Quo  rado  hm'us' proprietatis  clarius  peripicia- 
ttu*,  ponamus  efle  </V~P^/jr-4-Q^y-|-R(/a  j deinde 
etiam  quantitates  P,  Q,  & R diffcrenriemus , eruntque 
earum  differentialia  per  ante  demonftrata,  ita  comparata: 

^P  — />Jx  -|—  st/y  -4-  /(/* 
six  H-  qij  -f-  ui% 

“ iiy  -f-  ttiy  -j-  ri%, 

Differenrictur  nunc  V pofto  folo  x variabili  prodibit  PJx‘ 
quod  differendale  iterum  difTerenrietur  pofito  Iblo  y va- 
riabili atque  habebitur  idxdyi  quod  fi  dlderenrietur  po- 
fito fok)  » variabili , pofiquam  per  dxdyi%  fuerit  diui- 

fum  , obtinebitur  . Collocentur  nunc  varwbiles 

hoc  ordine  jy,  x,  atque  prima  differendado  dabit 
fecunda  tdxdy^  & tertia  (fafta  dhiifionc  per  dxdydz) 

vt  ante,  DHix>nantur  variabiles  hoc  ordine 
a,  j»,  ac  prima  diflercndado  dabit  R^^s  fecunda  udydz^ 
tertia  vera  poft  dkiifionem  per  dxdydt  praebet  (^)- 
At  cum  pofito  y confiante  fit  dQ^tdx-{-udz  j erit 

C-D=(S)  , vd  pariter  efi  demonfiratum» 

337. 
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257,  PoiMmus  effc  ; haacque  fime-' 

aa  -~zz  ’ 

tiortom  todes  ter  difTerentiemus,  quocies  ordo  variabilium. 
X,  y,  z variari  poteft  : 


1.  DIFFER. 

n.  DIFFER. 

m.  DIFFER. 

poUto  variabili  Iblo  x 

folo  y 

folo  a 

2xydx 

• 

ixdxdy 

4xzdxdydz 

aa—zz 

> 

aa—zz  ’ 

(aa aa)* 

podto  variabili  folo  x 

Iblo  z 

folo  y 

2xydx 

« 

^xyzdxdz 

4xzdxdyd% 

/M  ' 

1 

{aa as)*  ^ 

(aa—zz)* 

polito  variabili  folo  y 

folo  X 

Iblo  a 

xxdy 

• 

2 xdxdy 

4xzdxdydz 

^ aa—OA 

1 

aa aa  ’ 

, (aa  zz)* 

polito  variabili  folo  y 

folo  a 

folo  X 

xxdy 

• 

ixxzdydz 

4-xzdxdydz 

1 

1 

1 

) 

(aa as)*  ’ 

(aa^^^^-zz)  * 

polko  vambili  folo  z 

folo  X 

folo  y 

i xxyzdz 

• 

4xyzdxdz 

4xzdxdydz 

(yia as)* 

> 

(aa—zz)*  ’ 

.(aa—^zz)* 

polito  variabili  folo  s 

folo  y 

folo  X 

ixxyzdz 
(«fl— «a)* 


3 xxzdydz  ^ 
(/M— SS)*  * 


cx  quo  exemplo  patet,  quoconque  ordine' tres  vatfqJdiK 
hierint  alTumtae,  poft  triplicem  diffefenriatkiWt^ 

/Lxzdxdjjfdi 

eandem  prodire  expreffionem 


ajj. 
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■438.  Vd  amem  poft  triplicem  difierentlationcni  ad 
eandem  expreflionem  efl  peruentum , ita  quoque  confen- 
fus  deprehenditur  in  diderentialibus,  quae  fecunda  diffe- 
rentiatio  fuppeditauit.  In  iis  fcilicet  expreino  quaeuis  bis 
occurrit j vnde  patet,  quae  formulae  iisdem  differentiali- 
bus  fint  affefiae , easdem  quoque  inter  fe  efle  aequales, 
atque  diderentiaKa  terna  ideo  efle  omnia  intdf  ie  aequa- 
lia, quia  iisdem  diflerendalibus  dxdydz  funt  affefta.  Hinc 
igitur  concludimus,  fi  V fuerit  fundHo  quotcunque  varia- 
bilium X,  y,  %,  V,  u,  &c.  eaque  fuccefliue  aliquoties  dif- 
foentietur,  vt  femper  vnica  tantum  quanritas  variabilis 
aflumatur;  tum  quoties  ad  exprefliones  perueniatur,  quae 
iisdem  diflerend^ibqs  fine  a/fe3ae , eas  quoque  inter  fe 
aequales  fore.  Sic  duplici  diflerendarione  orietur  huius- 
modi  expreflio  Zdxdy,dum  in  altera  fola  x,  in  altera  fb- 
la  y aflumta  eft  variabilis : perindeque  eft  vtra  prius , 
pofteriusue  fit  variabilis  aflumta.  Simili  modo  fex  variis 
modis  per  triplicem  diflerentiarionem  eadem  exfurget  ex- 
preifio  Zdxdydz ; atque  viginti  quatuor  variis  modis  per- 
venietur poft  quadruplicem  differentiationem  ad  eandem 
expreflionem  huius  formae  Zdxdydzdvy  atque  ita  porro. 

239.  Veritatem  horum  Theorematum  quilibet  adhi- 
bita leui  attendone  ax  ante  explicatis  principiis  facile  ag- 
nofeet,  atque  propria  meditadone  facilius  intuebitur,  qyam 
tands  verborum  ambagibus,  fine  quibus  demonfiradones 
proferri  non  poflTent.  Quia  vero  harum  proprietatum  co- 
gnido  maximi  efl  momend  in  calculo  integrali,  T>Tones 
liuu  monendi,  vc  oon  folum  has  proprietates  ipfi  diligen- 
• Cc  ter 
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ter  medicentur,  earumque  vericatem  (emeentur,  fed  edam 
pluribus  exemplis  comprobent  j quo  hoc  pafto  (ibi  hanc 
materiam  familiariorem  reddant,  fmfchisque  inde  natos 
pofhnodum  facilius  percipere  qneant.  Neque  vero  (b- 
lum  tyrones,  fed  edam  ii,  qui  principiis  calculi  differen* 
tialis  iam  fune  imbud,  ad  hoc  (Unc  cohortandi;  quoniam 
in  omnibus  fere  manudu£Honibus  ad  hanc  Analyfeos  par- 
tem hoc  argumentum  penitus  praetermitti  folet.  Plerum- 
que enim  Autfores  folas  differendationis  regulas  prae, 
fcripfiffe,  eammque  vfum  in  Geometria  fablimiori  often- 
dilTe  fuerunt  contend,  neque  in  naturam  atque  proprie- 
tates didcrentialium  inquifiuerunt ; vnde  tamen  maxima 
fubfidia  in  calculum  incegralem  redundant.  Quam  ob 
caufam  hoc  argumentum  fere  nouum  in  ifto  Capite  fufius  f 
perfequi  vifum  eft , quo  fimul  via  ad  incegradones  alias 
difficiliores  pararetur , atque  negotium  poftea  fufeipien- 
dum  fubleuorecur. 


240.  Cogmds  igitur  his  proprietadbus , quibus  ^ 
ferendolia  fimftionum  duas  pluresue  variabiles  muoluen- 
tium  gaudent,  facile  poterimus  dignofeere,  vtrum  for- 
mula differendalis  propofita , in  qua  occurrunt  duae  plu- 
resue variabiles,  (it  orta  ex  differendatione  cuiuspiam  func- 
donis  finicac  an  fecus?  Si  enim  in  &rmula 


no»  ferit  (^)  = (^ 


dyj 


certo  poterimus  affirmare, 


nullam  exiflere  fuofUonem  ipfarum  « & jy,  cuius  diffe- 
rentiale  fit  neque  ergo  infra  in  calculo 

iocegrali  huiusmodi  formulae  imegrale  indagari  potefr.  Sic 

• cum 
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'cum  in  'yxix  -^-xxdy  requifita  conditio  non  adiit,  nulla 
datur  fun£Ho,  cuius  diflcrentiale  cft  — yxix  xxdy. 

Vtrum  autem  fempcr,  quodes  eft 

mula  ex  diHerentiadone  cuiuspiam  fun£Honis  fit  orta  ? 
quaefHo  eft,  quae  demum  ex  integradonis  principiis  (olide 
affirmari  poterit. 


341.  Si  in  formula  diiferendali  propofita  eres  plu- 
resue  infint  variabiles,  vd  ; tum  ea 

ex  differendadone  ortum  traxifle  omnino  nequit,  nifi  tres, 
iftae  condidones  in  ea  locum  habeant,  vt  (it 

Q ^ <S) = C|> 

Quarum  condirionmfl,  fi  vna  tantum  defit,  certo  affirmare 
debemus,  nullam  extare  funflionum  ipfarum  jt,  y^  & a, 
cuius  differendale  fit  P«/4r-|-Q/j»H-R(/ti  j huius  modi 
ergo  formularum  differendalium  nequidem  requiri  pos- 
funt  integralia,  hineque  integradonem  prorfus  non  reci- 
pere dicuntur.  Facile  autem  intelligitur  in  calculo  inte- 
grali  formulas  differendales  ante  dignofei  oportere,  vtrum 
integradonis  fint  capaces,  quam  inueftigado  integralis  aftu 
fufeipiatur. 


Cc  3 ' 
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CAPUT  VIII. 

DE  FORMULARUM  DIFFERENTIA- 

UUM  VLTERIORI  DIFFERENTU- 
TIONE. 

342. 

Si  vnka  variabilis  adiit , eiusque  (Merenttale  primum 
condans  afllunatur,  fupra  iam  methodus  eft  tradita  ^ 
differentialia  cuiusque  gradus  inueniendi.  Scilicet  fi  func- 
tionis cuiusuis  differendale  denuo  differentietur,  oritur 
eius  diHerendale  fecimdum,  hocque  iterum  difierentia- 
tum  dat  fun3ionis  differendale  terdum,  atque  ita  porro. 
Haec  vero  eadem  regula  locum  quoque  habet,  duefiinc- 
do  plures  inuohiat  variabiles  flue  vnicam  tantum , cuius 
diff^endale  primum  non  ponitur  conftans.  Sit  igitur  V 
fun£Ho  qnaecunque  ipfius  x,  neque  vero  Jx  fit  conflans,  fed 
vtcunque  variabile,  ita  vt  ipfius  dx  differendale  fit  —ddx^ 
huiusque  differentiale  ~d^x,  & ita  porro,  atque  inuefti- 
gemus  differendalia  fecundum  & fequend^  fun£Honis  V. 

243.  Ponamus  differentiale  primum  fiinfHonis  V 
efle  = P^x,  vbi  erit  P fun£tio  quaepiam  ipfius  x pen- 
dens ab  V.  Si  iam  funOionis  V differendale  fecundum 
inuenire  velimus,  eius  differendale  primum  "Pdx  denuo 
differendari  oportet;  quod  cum  fit  produfhim  ex  dua- 
bus quandtatibus  variabilibus  P & </x,  quarum  illius  dif- 
fcrendale  fit  dfz^fdxy  huius  vero  dx  differendide 

ddXf 
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per  regulam  de  feftoribiK  datam  erit  difierentialc 
iecondum  dd\~^ddx -\-pdx* . Deinde  fi  ponatur 
dp  — qdx,  cum  difierendale  ipfins  dx*  fit  zdxddx^  erit 
iterum  differemiando 

d^\  ~ P d^x  dP ddx 2pdxddx  -f-  dpdx*  , 

iam  ob  dP~pdx  & dp  ~qdx  'y  erit 
d^y ^ZZP  d^  X — |—  ^pdxddx  qdx^  y 

fimilique  modo  vlteriora  difrerendalia  inuenientur. 

224.  Applicemus  haec  ad  poteftates  ipfiiis  x,  qua- 
rum finguk  dilferentialia  inueftigemus,  fi  dx  non  pona- 
tur confians : ' ^ 

V.  . . . • 

I.  Sit  igitur  Verj?;  erit  dy—dx\  d‘*W  — d*x'y 
diVz^tPx',  d*y  = d*x; 

&c. 

n.  Sit  V ~ or*  ; erit  </V  rr  2 xdx  ; 8t 
ddV  ~ axddx  idx* 
d^V  z:z  zxd^x  -f-  edxddx 
d*V  ~ 2 xd*x  -f-  SdxtPx  -f-  6dJx* 
d*y  2 xd^x  -^lodxd^x-^  2oddxd^x 
&c. 

in.  Si  in  genere  fuerit  V = x»  ; erit 
dW  ~nx"~*dx 

ddV~HX"-^ddx-^n(a-^t')x’‘-*dx* 
d^’V—xx.—*d^X‘-^ri»(n i)x'—^dxddx 


20S 
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«/♦V  “ 4«(«— 

3 » («  — — I ) X »-*  </ (/jT  • 

-4-5«(« — i)x*-'idx*ddx 

•4— »(«— i)  (a— 2)  (« 3)jr"-4</x^ 

&C. 

Si  igitur  fuerit  dx  conflans,  ac  propterca 

ddx~o,  d^x~o,  d*x~o^i  &C. 

orientur  eadem  differentialia,  quae  iam  fupra  pro  hac  hy- 
potheli  fune  inuenta. 

243.  Quoniam  igitur  diAerentialia  cuiusque  ordi- 
nis ipfius  X eadem  lege  differendantur , qua  quantitates 
finitae,  expreiSones  quaecunque,  in  quibus  praeter  quan» 
dtatem  finitam  eius  differcntialia  occurrunt , fecundum 
praecepta  fupra  data  diderendari  poterunt.  Quam  ope- 
radonera,  cum  nonnunquam  occurrat,  bk  alk]uot  exenv 
pUs  illuflrabimus. 

I.  Si  fuerit  V > differendando  prodibit 

ixddx’’’ 


,^v-— --f-  — 

^ dx*  - ^ dx 


dx* 


n.  Si  fuerit  M zz  ) erit  d\  zz-i  — » ’ 

dx^  ^ _ dx*  * 

vbi  nihil  impedit,  quod  pro  V quandtatem  infinite  ma- 
gnam pofuimus. 

III.  Si  fuerit  Wzzxxl  , quia  transmutatur 
• - - J Vi* 
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yf  m xxldJx  — ixxldx^ 

erit  fecandum  regulos  confuetas  diflvendando : 

dW  — ixdxlddx~\ y-. ^xdxldx  — — 5 . 

ddx  dx 

Simili  aucem  modo  differendalia  aldora  iplms  V repe* 

rientur. 

34^.  Si  expreflio  propofita  duas  variabiles  inuol- 
vat,  nempe  x & jy,  vel  vnius  diflerentiale  ponitur  con* 
(hms  vel  neutrius,'  arbitrarium  enim  efl  akerutrias  dif- 
ferentiale'conftans  aflumi , qota  ab  arbitrio  noflro  pen- 
det, quemadmodum  vnius  valores  lucceffinos  crefcere 
damere  velimus.  Neque  vero  vtriusque  variabilis  dif- 
ferentialia  (imul  (latui  polTunc  conflantia,  hoc  ipfo  enim 
relatio  inter  variabiles**-  & y aflumeretur,  quae  tamen 
vel  nulla  efl,  vel  incognita  ponitur.  Si  enim,  dum  x 
aequabiliter  crefcere  ponimus,  y quoque  aequalia  incre- 
menta capere  ftatuerctur,  tum  eo  ipfo  indicaretur  fore 
y — nx-^b ; ficque  ^ ab  *•  penderet,  quod  tamen  afTu- 
mere  non  licet.  Hancobrem  vel  vnkis  tantum  variabilis 
diflerentiale  conflans  affumi  potefl  vel  miUum.  Quodfi 
autem  dHTerentiationes  abfbluere  nouerimus  nuOo  diffe- 
rentiali  alTumto  conflante,  fimul  quoque  diflerentialia  con- 
Aabunt,  fi  alterutrum  diflerentiale  ponatur  conflans ; tan- 
tum enim  qaus  efl,  vt  fi  dx  conflans  flatuatur , vbique 
termini  continentes  ddx^  d*Xy  &c.  deleantur. 

347.  Denotet  ergo  V funftionem  quamcunque  fini- 
tam ipfarum  -at  & fitque  dy  —P-dx~>t-Qdy.  Ad 

dific- 
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differentiale  !pfius  V ftcondum  imieniendum  aiTumamm 
vmunqHe  diderendale  dx  Sc  dy  variabUe,  & cum  P Sc  Q, 
fint  fun^ones  ipfarum  x 8c  y ftatuamus : 

dP  ^ p dx  -f-  f dy 
r d X -f-  q dy 


fupra  enim  vidimus  cfle 


His  pofiris  difFerentictur  dV  — Pdx -\-^y^  & repe- 
rietur : 

ddW  ~Pddx^^pdx*-ii—irdxdy-^Q^dy-\-qdy*. 

Si  igitur  difTerendale  dx  ftatuatur  conftans,  erit  \ 
dd\  —pdx*-\-2rdxdy-\^QJdy-\^qdy^^  * 

fin  autem  differentiale  dy  ftatueretur  conftans,  foret 
ddV~Pddx -\-pdx* 2tdxdy qdy^. 


24g.  Si  igitur  funOio  quaecunque  ipfarum  x 8c  y 
bis  diffcrcntietur,  nullo  differentiali  polito  conftante,  eius 
differentiale  fecundum  femper  huiusmodi  formam  habebit  t 


ddVz^  Pddx-\-Qddy-\-Rdx*~^Sdy^  -\-Tdxdy 


pendebunt  autem  quantitates  P,  Q,  R,  S,  & T itaafe 
iuuicem,  vt  lic  lignandi  modo  Capite  praecedente  adhibito: 


quarum  'conditionum  li  vel  vnica  delit,  certo  affinnare  pot 
’ * • 

tcn- 
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(o^TiS,  fbrnnilam  propofitam  onOius  ftmStoois  efle  di^ 
ferentiale  fecondom.  Stadm  ergo  dignofci  poterit,  vtnim 
huiu^nodi  formula  Ht  cuiuspiam  quantitatis  differentiale 
fecundum  an  minus? 

343.  Smili  modo  dii^rendalia  tttia  ac  (equenda 
inuenientur,  quod  in  exemplo  pardcullri  c^ndilS;  ex-  • 
pedkt,  quam  formulas  generales  adhibendo. 

Sit  igitur  V — xy'j 
E^t  JV  zz  y dx  -4-  X dy 
ddY  zzyddx-^  2dxdy 
d^V  zz  yd^x  -4—  ^dyddx xd^y 
d*\  ~yd*x  -{-/i.t^d^x-{-6ddxd^-\-4dxtPy~^xd*y 

&C. 

• 

in  quo  exemplo  coefhcientes  numerici  legem  potelbtum 
binomii  fequuntur,  indeque  quousque  libuerit  continuari 
pofTunc  • , 


At  fi  fuerit  V 

— y . 

— » 

Em  dV=^‘ 

ydx 

XX 

X 

idxdy 

XX 

iydx* 

xx 

yddx 

X» 

rfiV  — 

3 dxdd§ 

, 6dx*dy 

3 dyddx 

Jt 

XX 

x^ 

X* 

4- 

6ydxddx 

■ 6ydx' 

yd^x 

4T* 

X* 

X» 

- V 

dtc. 

. Dd 

— 
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in'<]Qb  exemplo  progreflio  diflerendiiiiun  obn  taai  fr 
cile  patet  quam  in  praecedoice. 

2^0.  Neque  vero  tantum  haec  differentiandi  me- 
diodus  ad  fundiones  finitas  adftringitur,  fed  edam  eo- 
dem negotio  cui|suis  cxpreifionis,  quae  iam  difierentia- 
ii»  in  fe  continet,  diflerenriale  inneniri  poted,  fiue  vnum 
quoddam  difierentiale  aflumitur  confians  fiae  minos.  Cum 
enim  fingula  difierentialia  aeque  & eadem  lege  differenr 
dentur  ac  quandcates  finitae , regulae  in  praecedendbu$ 
capidbus  traditae , edam  hic  valent  atque  obleruari  de- 
bent. Denotet  igitur  V eam  expreffionem,  quam  dif- 
ferentiari  oportet,  fiue  fit  finita,  fiue  infinite  magna  fiue 
infinite  parua;  atque  ratio  difierendadonis  ex  his  exem- 
plis perfpicietur : 


I.  Sit  V = ; 

Frif  pr'_^xddx^dyddy'  ‘ 

^ — Y(^dx^^dy')  • 

n.  sk  v=-f  i 

Eri.  ' ■ : 

>“•  Sk  V = 

Erit  </V  = C %dxddx-\-idyddy')V  {dx'  -\-=dy*) 
dxddy  — dyddx 

(^dx^ -if^dy*')^  (^dxd^y dyd^x') 

(dxddy.-^  dyddx)*  ‘ 

quae 
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'qtide  differentitlia  cum  (int  generalUiime  fomta,  qqUo  dif« 
fereiuiali  pro  oonftance  habito,  hinc I facile' ea.  diflcren* 
dalia  deriuari  poterunt,  quae  oriuntur,  ii  vel  dx  vel  dj 
ftatuatur  conftam.  , 

s 5 1 . Q{^  ni^o  differentiali  conihinte  afllitnto,  nulla 
etiam  lex,  fecundum  quam  fuccefliui  Variabilium  valores 
progrediantur,  praelcribitur,  differentialia  fecunda  & 1» 
quendum  ordinum  non  erunt  determinata,  neque  quic- 
quam  certi  fignificabunt.  Hinc  formula , in  qua  diffe- 
rentialia  fecunda  atque  altiora  continentur,  nullum  deter; 
minatum  habebit  valorem , nili  quodpiam  differendale 
conflans  fit  alTumtum ; fed  eius  fignificatio  erit  v^a,  at^ 
que  variabitur,  proud  aliud  atque  aliud  differendale  fue- 
rit conffans  politum.  Interim  tamen  dantur  quoque  eius^ 
modi  expreffiones  differentialia  fecunda  continentes,  quae, 
edamff  nullum  differendale  politum  Iit  conffans,  tamen 
fignificatum  determinatum  complefhmtur , 'qui  perpe* 
tuo  idem  maneat,  quodcunque  ^fferentiale  conffans  ffa.- 
tuatur.  Huiusmodi  autem  formularum  naturam  infra 
Ugentius  ferutabimur,  modumque  trademus  eas  ab  aliis^ 
quae  valores  determinatos  non  includunt,  dignofeendi. , 

a 5 2.  Quo  haec  rado  formularum,  in  quibus  diffe^ 
rendalia  fecunda  vel  aldora  infunt , facilius  perfpiciatur, 
contemplemur  primum  formulas  vnicun  variabilem  con- 
dnentes,  atque  fiicile  patet,  fi  in  quapiam  formula  iniit 
eius  variabilis  x differendale  fecundum  ddx^  nullumquo 
differendale  conffans  ffatuatur , formulam  nullum  valo- 

Dd  a rem 
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rem  fixxim  habere  pofle.  Si  enim  ftattiarar  diiiercntiale 
ipHus  X confhins,  fiet  ddx  o;  fin  autem  ipfius  xx  dif- 
ferendale  2xdx  feu  xdx  conflans  ponatur,  cum  ipfius 

x</x  diflerendale  xddx^^dx*  fit:i:o,  fiet  ddx— . 

X 

Verum  fi  poteflads  cuiuscunqne  x»  differcndale  nx»-*dx 
feu  x"-^dx  debeat  e(Te  conflans ; erit  eius  differendalc 
fecundum  -4-(« — i)x"-*</x»—o , ideoque 

ddx^  — — — ~~~  • Alii  valores  pro  ddx  prodibunt, 

fi  aliarum  ipfius  x funSionum  difTerendalia  conflanda 

^nantur.  Manifeflum  autem  efl,  formulam,  in  qua  ddx 

occurrat , diuerfilfimos  induere  valores,  prout  loco  ddx 

- , , dx^  . (» — i)dx*  , 

feribatur  vel  o vel vel  — vcl  alia 

X X 

hniusmodi  expreflio.  Scilicet  fi  proponatur  formula 

^ infinite  parua  homogC' 

nea.  finitum  valorem  habere  deberet;  eapofito  dx  con- 
fiante  abit  in  o,  fi  fit  dx»  conflans,  ea  abit  in  — x;  fi 
fit  d.x»  conflans,  ea  abit  in  — ax;  (i  d.x*  fit  conflans, 
ea  abit  in  — 3^>  & ita  porro.  Neque  ergo  determina- 
tum valorem  habere  potefl,  nifi  definiatur,  cuiusmodi 
difierendale  conflans  fit  aflumtum.  . 

2 $3.  Ifla  inconflanda  fignificadonis  fimili  radone  os- 
tenditur , fi  difierendale  terdum  in  quapiam  formula  in- 

fit.  Confideremus  hanc  formulam  » quae  pa-. 


dxddx 


nter 
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ai3 


ri^  finihiin  valorem  pne  fe  fert.  >Si  differentiale  dx 
(it  conffans,  abit  ea  in  , eoius  valor  mox  patebit.  Sit 

i.x*  conflans,  erit  ddx— ; & denuo  differendando 


d^xzz. 


a dxddx  , dx^  ___  ji/x 


f-  — = 
» —2 


ob 


dx' 


X^  X 

hoc  ergo  cafii  fortnuk  propofita  *hit  in  — 3X*. 


At  fi  fuerit  d.x’*  conflans,  erit  ddxzz  — — — 

X ’ 

hineque 

%(n^\)dxddx  (tt—\')dx^  a(«— i)*^x3 

X X*  ai  ^ 

, (»— x)  dx^ (2  n 1)  (n 1)  dx^ 

*“i  — ■■  ■ ' ■ • 


XX 


XX 


Hoc  ergo  cafa  erit  * 
d^x  (a9—i)dx  „ x^d^x 

7T.= — ’ * Jws 


rnde  patet  fi  fit  n—  1 , (eu  </x  conflans , vabrem  for- 
mulae fore  ——X».  Ex  quo  manifeflum  efl,  fi  in  qua- 
piam formula  differendalia  terda  vel  altiora  occurrant, 
neque  fimul  indicetur,  cuiusmodr  differendale  aflumtum 
fit  conflans , eam  formulam  nuUutm  certum  valorem  ha- 
bere , atque  adeo  nihil  prorlus  fignificare ; quamobrem 
tales  .exprefliones  in  calculo  occurrere  non  pofllint. 


C 'A'P  U T 


*I4 


3;4.  SuniE  modo^/i  furmuUi  contineat  duas  pfa^ 
resue  variabiles,  in,eaque  occurrant  differentialia  fecun- 
di altiorisuc  gradus , 'intcHigetur  valorem  dctcrminatuiii 
locum  habere  non  pofle , nifi  diflerentiale  quodpiam 
conftans  ftaniarar  , iis  tantum  exceptis  calHjus , quoa 
mox  perpendemus.  Quum  primum  enim  dJx  in  qua- 
piam formula  in^,  quoniam  prp  variis  differentialibus, 
quae  conflantia  ponuntur,  valor  ipfius  ddx  perpetuo  va- 
riatur, fieri  nequit,  vt  formula  flatum  obtineat  valorem  | 
hocque  idem  valet  de  quouis  differentiali  altiori  ipfius  a-, 
atque  etiam  de  differentialibus  rdiquarum  variabflium 
fecundis  & altioribus.  Sin  autem  duarum  pluriumue  va- 
riabilium differentialia  fecunda  infint,  fieri  potefl,  vt  in- 
conflantia  ab  vno  oriunda  per  Inconflantiam  rcliquanuq 
defbruatur ; hineque  nafeitur  ille  cafus , cuius  memini- 
mus, quo  formula  huiusmodi  differentialia  fejcunda  dua- 
rum pluriumue- variabilium  inuoluetis  valorem  definitum 
habere  potefl,  «non  obflante.quod  nullum  differentiale 
conflans  fit  pofitum. 


2jy.  Haec  igitur  formula  datam 

atque  fixam  fignificationem  habere  nequit,  nifi  quodpiam 
di^erendale  primum  conflans  flatuatur.  Nam  fi  dx  con- 

flans  ponatur  habebitur  ; fin  autem  dy  conflan* 

ponatur,  habebitur  ; manifefhim  autem  efl  has 

formulas  non  neceffario  inter  fe  efle  aequales.  Si  'enim 


ne- 
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neceflario  ^flent  aeqnalesi  talw  manere  delerent,,  quae? 
cunque  fun£Uo  ipdus  x loco  y fiibftitueretur.  Ponamus 
ttntum  effft  yzzxxy'&  com  polito  dx  confhnte,  <it 

ddyz^idx*^  formula  abibit  in  i,  fin  autem  dy 

ftu  ixdx  ponaciu  conftans , 'fiet 
idy  — 2 xddx  2 dx*  — o , ideoque  ddx—— 

vnde  formula  abit  in  - i . Cum  igitur  in  vnico 

cafu  reperiatur  dilcrepanda,  mulco  minus  in  genere  erit 


dx* 


polito  dx  conftaoce  aequalis  pofito  d 


ftante.  Deinde  quia  formula 


dxdy 
■ yddx  — f—  xddy 


dxdy 


<ty  con^ 


libi  non 


confiat,  dummodo  vel  dx  vel  dy  confians  ponatur;  mul- 
toltoiinus  libi  confiabit,  fi  fimftionis  cuiusuis  vel  ipfius  x 
vel  ipfius  y vel  vtriusque  differentiale  confians  ponatur. 


ayS.  Hinc  apparet  huiusmodi  formulam  fiatum  va- 
lorcm  habere  non  polle , nifi  ita  fit  comparata,  vt  poft- 
quam  loco  vitiabilium  jy , & s , quae  praeter  x infunr, 
fundHones'quaccunquc  ipfius  x fuerint*  fubfiitutae,  diffe- 
rcndalia  fecunda  & aldora  ipfius  x,  nempe  ddx^  d^x,  &c. 
penitus  ex  calculo  excedant.  Si  enim  pofi  talem  fubftira- 
' tionem  quamcunque  in  formula  adhuc  relinqueretur  ddx^ 
vel  d^x,  vel  d*Xy  &c.  quia  haec  difFerendalia,  prout  alia  alia- 
que confiancia  aflumuntur,  fignificationem  fuam  variant, 
valor  quoque  ipfius  formulae  erit  vagus.  Sic  comparata  cfi 

for-  - 


l 
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formula  ante  propofita 


yJJx-^xddy 

■dxdy 


quae  (i  (htam 


haberet  valorem,  quicquid  y fignificet,  fbtum  quoque 
habere  deberet  valorem , H y denotaret  flm^onem  quam- 
piam ipfms  X.  At  fi  tantum  ponamus  y — x,  formula 

abit  in  ~ quae  vdquo  ob  ddx  in  ea  contentum' 

vaga,  atque  alios  aliosque  valores  induit,  prouti  alia' 
atque  aha  differendalia  conftantia  ponuntur,  vd  ex  §,  aja 
fatis  eft  manifeihim. 


aj7. 


Dubium  autem  hic  fubnafcetur^  vtrum  den- 


tur tales  formulae  duo  pluraue  diflerendalia  fecundi  al- 
dorisue  gradus  continenda,  quae  hac  proprietate  gaude- 
ant-, vt  fi  loco  reliquarum  variabilium  quaeconque  fimo- 
dones  vnius  fubfikuantur,  differeadalia  fecundi  gradus 
prorliis  fc  definiant.  Huic  dubio  primum  ita  occum- 
mus,  vt  huiusmodi  formulam  proponamus,  quae  abi 
proprietate  fit  praedita,  quo  per  cxploradonem  vis  quae- 
fiionis  melius  percipiatur.  Dico  igitur  hanc  formulam 

dyddx dxddy  . ' 

— memoratam  propnetatem  pofliderc: 

qnaecunque  eninr  funftio  ipfius  x loco  y fubfiituatur , 
femper  difierendaha  fecundi  gradus  penitus  euanefeent; 
quam  proprietatem  fbquendbus  exemplis  comprobemus. 


I.  Sit  jr  n jf* 


erit  dy  zzytx  dx\ 


Sc 


ddy  zz  2 X d d X -f-  »dx* 


qui 
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qiu  valores  in  formula  fuMHtuti  dabunt. 


txtixddx  — — ixdxddx  — idx* 


dx^ 


t 

•» 

i 


H.  Sit  > = X»  ; erit 

& 

idfz=.Hx*--iidx-\-n{n 

qui  valores  fubftituti  formulam  trans^ 

mutabunt  in  hanc 

hx"-t  dxddx  ——  nx—^  dxddx n{n \)  x*-*  dx^ 

— — »C« 


UI.  Sit  y — — V(i—xx)‘  erit  ~ 


xdx 


Sc 


V(i— xx)J 


ddy  “ 


xddx 


dx* 


v(i — XX)  ^ ; T » 

' • (i xx)* 


atque- formula  «bit  in 


cddx 


xddx 


t 

— I 


dx*V{i—xx)  dx*y{i—xx)  , , 1 — , A* 

. ’ ' ^ XX)*  (i-xx)* 

In  his  igitur  omnibus  exemplis  diderentialia  fecunda  ddx 

fe  mutuo  tollunt , hocque  ita  euenict , quaecunque  aliae 

funftiones  loco  y fubftituantur. 

y , 

^ ' i ** ' 

Ec  2J8. 
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ifS.  ifta  exempla  iom  probauerint  ventatem 

noftrae  propofitionis  , quod  formula 

fixum  habeat  valorem,  etiamfi  nullum  dilfcrcndale  con- 
flans fit  aflumtum,  demonflraaonem  eo  facilius  adorna- 
re poterimus.  Sit  y flm61io  quaecunqne  ipffus  x,  eius- 
■que  diflercntialc  dy  huiusmodi  erit,  vt  fit  dyzzpdx^  at- 
que p erit  funftio  quaepiam  ipfius  x,  ciusque  differen- 
de propterea  huiusmodi  formam  habebit  dpzzqdx^ 
eritque  f iterum  funflio . ipfius  x.  Cura  igitur  fit 
dy~pdx^  erit  differendando  ddy  zz  pddx  qdx*^ 

^ dyddx-—dxddy~pdxddx pdxdJx-^qdx^——fdx^  j 

in  qua  cxpreflionc.cum  nuUum  infit  differentiale  fecun- 
dum, habebit  ea  valorem  fixum,  atque 

erit  ——q.  Quomodocunquc  igitur  y pendeat  ab  *•, 
differendalia  fecunda  in  hac  formula  femper  fc  mutuo 
tollent,  hancque  ob  caufam  cius  valor,  qui  alloquio  cffet 
vagus,  fiet  ftatus  ac  fixus. 

ty9.  Quanquam  hic  pofuimus  y efle  fun£Honem 
ipfius  x^  tamen  veritas  aeque  fubfifKt,  fi  ab  x prorfus 
non  pendeat,  vd  aflumfimus.  Dum  enim  pro  y func- 
tionem qnamcunque  fubftituimus,  neque  qualis  fit  deter- 
minauimus,  nullam  pendendam  ab  x ipfi  y tribuimus; 
Interim  tamen  fine  ^ftionis  mendone  dcmonflratio  for- 
mari poteft;  quaecunque  enim  y fit  quandtas  fiuc  pen- 
dens ab  X fiue  non  pendens,  cius  differendalc  dy  homo- 

ge- 
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o y 

gencum  erit  cum  ficque  quantitatem  finitam  de- 
notabit, cuius  differentiale,  quod  capit,  dum  x in 
& y in  y-\-iiy  abit,  erit  fixum,  neque  a differendalium 

dy 

feouidorum  lege  pendebit.  Sk  igitur  rr  /> ; 

erit  dyZZpdXy  & ddyzZ.pddx-\-dpdx  y vnde  fit 

dxddy dyddx  ~ dpdx*^ 

cuius  valor  non  eft  vagus,  quia  tantum  difFerendalia  pri- 
ma condnet ; ac  propterea  idem  manet,  fiue  quodpiam 
differentiale  conflans  accipiatur,  qualecunque  id  demumT 
fit,  fiue  nullum  differentiale  pofitum  fit  conflans. 

affo.  Quia  igitur  dyddx  — dxddy  non  obfland- 
bus  differenrialibus  fecimdis,  quae  potenria  fe  mutuo  de- 
finiere cenferi  poflimt,  fignificationem  habet  fixam  ; ex. 
preflio  quaecunque,  in  qua  nulla  alia  difFerendalia  fecun^ 
da  praeter  formulam  dyddx  — dxddy  -inlunt,  pari- 
ter fignificationem  habebit  fixam.  Seu  fi  ponatur 
dyddx — >dxddy::zw,  atque  V fuerit  quantitas  ex  jc, 
earum  differentialibus  primis  dx,  dy  atque  ex  w vtcun- 
que  compofita,  ea  valorem  habebit  fixum.  Cum  enim' 
in  differentialibus  primis  dx  Sc  dy  nulla  ratio  habeatur 
eius  legis  arbitrariae,  qua  valores  fuccefllui  ipfius  x cre- 
fcere  ponuntur,  in  dificremialia  fecunda  fe  mutuo  tol- 
lunt, edam  ipfa  quantitas  V non  erit  vaga  fed  fixa.  Sic 

ifh  exprefllo  valorem  obtinet  fixum, 

■ ' . . Ee  s quam- 
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qnamnis  ea'  difTerentiaKbi»  fecundis  inquinata  videatur, 
' atque  infuper,  quia  numerator  eft  homogeneus  denomi- 
aacori,  valorcoi  obtinet  fininun,  nifi  is  cafu  vel  ioiiake 
magnus  vel  infinite  paruus  euac^. 

26 j.  Quemadmodum  fbrmula  dxdJy  — dyddx 
yalorem  fixum  habere  oflenfa  efl,  ita  quoque  fi  tertia 
variabilis  % accedat,  hae  formulae  dxddt,  — d%ddx  & 
dyddz  — dzddy  valores  fixos  habebunt.  Hinc  expres- 
fiones , quas  tres  variabiles  x^  y,  8c  z inuolount , fi  in 
eis  nulla  alia  differentialia  fecunda  occurrant,  praeter  haec 
af?^;nara,  tum  perinde  erunt  fixae,  ac  fi  nulla  plane  dif 
ferendalia  fecunda  ineffent.  Ita  haec  exprefiio; 

(df»~^dy*-i-dz*)^ 

(dx-j-dz)  ddy  — ddx~\-{dx—dy')  dd% 

con  obfiantibus  difTerentialibus  fecundis,  fixa  gaudet  fig^ 
nificadone.  Similique  modo  formulae  exhiberi  pofTunt, 
plures  variabiles  continentes,  in  quibus  differentialia  fe- 
cunda non  impediunt,  quominus  earum  figni&ado  fit 
fixa. 

a 62.  Exceptis  ergo  huius  generis  formulis',  quae 
differentialia  fecunda  complefhuitur,  reliquae  omnes  fig- 
nificationes  habebunt  vagas,  neque  propterea  in  calculo 
locum  habere  pofTunt , nifi  quedpiam  differentiale  pri- 
mum definiatur,  quod  conflans  fit  nfliimtum.  Stadm 
vero  atque  differendale  quodpiam  primum  conflans  as- 
fumicur,  omnes  expreiUones  quoccunque  variabiles  con- 
t : tine- 
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tineant,  & cuiusconque  ordinis  diderentialta  poft  primam 
in  eas  ingrediuntur,  Hxas  obtinebunt  Significationes,  ne> 
que  amplius  ex  calculo  excluduntur.  Si  enina  verbi  gra- 
tia ix  aflumtum  fit  conftans,.  ip>fius  x differentialia  (e- 
cunda  & (equeqtia  euanelcunt  j & quaecunque  fiindHo- 
nes  ipfius  x loco  reliquarum  variabilium  a,  &c.  fub- 
ftituantur,  earum  difierentialia  fecunda  per  lx‘ , tertia 
per  Jx^,  &C.  determinabuntur,  ficque  inconfiantia  a difi- 
ferentialibus  fecundis  oriunda  tollitur.  Idem  euenit,  fi 
alius  variabilis  feu  fun£lfonis  cuiuscunque  (Merendale 
primum  confians  ponatur, 

263,  Ex  his  igitur  iequitur  difierendalia  fecunda  & 
altiorum  ordinum  reuera  nunquam  in  calculum  ingredi^ 
atque  ob  vagam  fignificationem  prorfus  ad  Analyfin  elTc 
inepta.  Quando  enim  differentialia  fecunda  adefle  vi- 
dentor, vel  diffcrentialc  quodpiam  primum  conftans  aflir- 
mitur,  vel  nuHum.  Priori  cafu  differentialia  fecunda 
prorfus  ex  calculo  euanefeunt,  dum  per  differentialia  pri- 
ma determinantur.  Pofteriori  cafu  autem  nifi  fe  mutuo 
deftruant,  fignificatio  erit  vaga,  & propterea  in  Analyfi 
locum  nullum  mueniunt ; fin  autem  ft  mutuo  deftruunt, 
tantum  apparenter  adfunt,  & reuera  fofac  quantitates 
finitae  cum  fuis  differentialibus  primis  adefle  cenfendae 
funt.  Quoniam  tamen  faepiffime  apparenter  tantum  in 
calculo  vfurpantur , neceffe  fuit  ^ vt  methodus  eas  trac- 
tandi exponeretur.  Modum  autem  mox  oftendemus,  cu- 
ius ope  ^flercndalia  fecunds  & akiora  femper  extermi- 
nari queant.  ■ ' 

• . Ec  3 264. 
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3 $4.  Si  exprefTio  vnicam  contineac  variabilem  r, 
ciusquc  dilferencialia  aldora  idx^  d*x^  &c.  in  ea' 
occurrant,  ea  (ignificatum  fixum  habere  nequit,  nifi  quod' 
pkun  difierendale  primum  con/bms  fit  pofiram.  Sit  igi' 
tur  t illa  quantitas  variabilis,  cuius  diffcrendale  dt  fic 
confians  pofitum,  ita  vt  fit  ddfrzo^  d^fzz.c^ 

&c.  Ponatur  dx-:z.pdt\  critque  p quantitas  finita,  cu- 
ius diffcrendale  vaga  fignificadone  difierendalium  (fun- 
dorum non  afficietur,  hincque  edam  ^ erit  quandtas 

finita.  Sk  qdt^  fimOique  modo  vlterius  dq  ~ rdt  j 
dr  — sdt]  &C,  enmt  f,  r,  x,  &c.  quandtates  finitae  fixos 
(jgnificaras  habentes.  Cum  igitur  (k  dx  — pdt ; cric 

ddx  — dpdtzzqdt*  ; d^x  — dqdt'  — rdO  ; 

«/♦x  :z:  drdt'^  ~ tdt*  ; &C. 

qui  valorcs  fi  loco  ddx^  d^x,  d*Xy  &c.  fiibftituantur, 
tota  expreflio  meras  quandtates  finitas  cum  diffcrendali 
primo  dt  continebit,  ideoque  non  amplius  vagam  figni- 
ficadonem  hid)ebit. 

26$.  Si  fit  fiu^o  ipfius  r,  poterit  hoc  modo 
quandtas  x prorfus  eliminari , ita  vt  fola  quandtas  t 
cum  fuo  diffcrendali  dt  in  expreffione  remaneat;  fin  au- 
tem t fit  funftio  ipfius  x,  viciflim  quoque  x erit  ipfius 
t functio.  Interim  tamen  ip&  quandtas  x cum  fuo  dif-  . 
ferendali  primo  </x,  in  calculo  redneri  potefi,  dummodo 
pofi  fubfHtudones  ante  fa6ias  vbique  loco  t 8c  -dt  earum 
valores  per  x 8c  dx  exprefii  refiituantur.  Quod  quo 

••  . pl*” 
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planius  fiat,  ponamus  t cfle  ita  vt  (Merendale 

primum  ipfius  x»  conflans  fit  pofitum.  Quia  igitur  eft 


Jtzznx"-^Jx  I erit  p~ 


ax»-i » 


& 


j —(«  — i)Jx 

•P  — = fit  nfx»~*ix  ; 


vnde  fit  f — — : 


& 


(» i')(2n^—t)Jx 


Hinc  porro  fit 

»•— "O.  if, C» l)(2W — i)C3» — I) 

Quare  fi  diflercndale  ipfius  x»  ponatur  conflans,  erit ; 

iix=—tz::il^ 

X 

(» 0 (a« — lyix* 

XX 

~ (a — x)(2a — I (iji, — i)/j.4 

&C. 

»66.  Si  exprefiio  duas  condneat  variabiles  * & 
earumque  ynius  x difFerentiale  pofitum  fit  conflans , ob 
ii^—o,  alia  differendalia  fecunda  & alciora  non  inerunt, 
praeter  Hy,  i^y,  Scc.  Haec  autem  eodem  modo,  quo 
ante  vfi  fumus,  toDi  poterunt  ponendo 
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i^y  — pdxl,  ipZZ.qdx\  dq^rdx\  it^tdx\  8fc. 

fiet  enim  . ' < 

ddy  ” qdx*  j i'^y  ZZ.rdx^  j d*y  ZZtdx*  &c, 

quibus  fubftiratis  exprcfEo  orietur,  quae  praeter  quanti- 
tates finitas  X,  p,  r,  X,  &c.  nonnifi  differentiale 
primum  dx  continebit.  Sic  fi  propoliu  fuerit  haec  cx- 
preffio 

ydx*  -4-  xdyd^y  -f-  xd*y 
ixx-^yy)  ddy  » 

in  qua  dx  eft  conftans  afTumtum ; ponatur 
iy^pdx  \ dp~qdx\  dy~rdx\  & drZ^sdX'^ 
quibus  valoribus  fubfHtuds  eiqirefno  propoftta  transmu- 

..  . u {y-^xpr->rxf)dx* 

tabitur  m hanc : — — jziTJinzr:; » 9“*« 

amplius  differentialia  fecunda  altioraue  continet. 

367.  Simili  modo  differentialia  fecunda  Sc  altiora 
tollentur,  fi  dy  fuerit  conftans  afTumtum.  Verum  fi 
aliud  differendale  primum  quodcunque  dt  ftatuatur  con- 
ftans, tum  primum  modo  ante  indicato  differeqtiaiia  ip- 
fius  X altiora  ex  calculo  tollantur,  ponendo 

dxZZpdt  • dp~qdt\  dq~rdt\  drZZsdt'^  &C. 

vnde  fit 

ddx~qdt*  j d^xzzrdt^  ; d*xzzsdt*  ; &C, 

Deinde  fimili  modo  differentialia  altiora  ipfius  y ponendo 

- : - . /5= 


f 
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iff 

JQjnRdt]  dR^SJti  t&c. 
vndc  fiet 

ddy  — QJt*iJ»y  — Rdt»'y  </^  = ?</<♦;  8cc. 
'quibus  fubfHtuds  obtinebitur  exprefilo,  quae  praeter  quan- 
titates finitas,  X,  />,  q,  r,  /,  &c.  y^  P,  Q,  R,  S,  dSrc. 
folum  differentiale  dt  compleftetur , neque  propterea 
vagam  habebit  fignificadonem.  » 

s6g.  Si  difierendale  primum,  quod  conftans  poni- 
tur, vel  ab  X veJ  ab  y vcl  ab  vtroque  fimul  pendet,  tum 
non  opus  cft,  vt  duplex  quandtatum  finitarum  p,  f,  r,  &c. 
feries  introducatur.  Si  enim  dt  ab  x tantum  pendet,  tum 
litterae  p,  y , r,  &c.  fient  fun£iiones  ipfius  x , folaeque 
litterae  P,Q_, R,  &c.  ingrediuntur;  ;idemque  euenit,  fi 
difierendale  conflans  dt  ab  y tantum  pendeat.  At  fi  dt 
ab  vtraque  pendeat,  operatio  aliquantum  immutari  debet. 
Ponamus  exempli  gratia  hoc  difierendale  ydx  conflans 
effe  alTumtum  , eritque  yddx  dxdy  — o ; vnde  fit 

ddx  — — ^^~.  Sit  nunc  dy—pdx\  dpZZqdx]  dyzzrdx 


&c.  eritque 


vlteriusque  difierenriand® 


fdx^  ppdx^  ipdxddx 

■ r ~Tf~^  ~r~  * 

pdx^ 
porroque 


fid>flituatur  hic  loco  ddx  eius  valor  — 

ippdx^ 


,yy 

Ff- 


fiet 


d*ic 
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& pro  ftdiftinuo  valorc  — emerget 

■ — &C. 

\ jf  jfy  y y 

Deinde  com  fit  Jy—pJx^  erit 


iJyz^qdx* -^piJx  ~^——^^^^dx* ‘y 

Sfdx^ 

& continuo  pro  ddx  valore  — — fi&fticuendo  fiet 

y 


qui  valores  loco  difierendaliom  aldomm  ip&mm  x 8c  y 
fobfiitmi  mutabant  expreffionem  propofitam  in  eiusmodi 
formam , quae  nulla  amplius  (fifrerentialia  aldora  conti- 
nebit, hineque  confideradone  cuiuspiam  differendalis  con- 
fhinds  exuetur.  Fa^  enkn  hac  transfbrmadone,  quia 
differendalia  fecunda  non  infunt,  nequidem  opus  efi,  vt 
quale  difierendale  fomtum  fit  confians,  commemoretur. 

2^9.  Saepifiime  autem  in  calculo  ad  lineas  curuas 
applicato  euenire  folet  , vt  hoc  difierendale  primum 
V(</r*-f-</y)  confians  alTumatur:  quare  quemadmo- 
dum hoc  cofu  diiTerentialia  fecunda  & «|dora  eliminari 

dc- 
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debeant , oftendtmus.  . Sic  enim  fimul  via  patebit  ad 
idem  negotium  abfolucnduni,  Ii  aliud  quodcunque  difie- 
renriale  afliimendum  fit  coniWw  Ponkur  itcnun  ' 

dyizzpjx'^  dp-^iqdx-^  d^ZZrdx',  drz=.sdx\  SiCi 
atque  differentialc  V(dx»  induet  hanc  formam 

d^y(t~hp/>)i  q^iac  cum  fit  confians  fiet  •'  ” 

, ideoque  ddx  r=  — — ^ : 

I -\-pp  ’ 

vnde  iam  ipfius  ddje  valor  hd>ebitur : hinc  porro  erh 
— _ P*‘d*^  . qqdx*  . ■ xppqqdx^  'i.pqdxddx 

l-Jf-pp 

— _ P^dx‘^  qqdx^  ^pp^qdx^ 

\~\~PP  (*-+-;»/')•  . \ 

-prdx>  (^pp \)qqdx^ 

' {y-V-ppY 

- i.  Deinde  fiet  . 1 

i^pp-i)qrdx^  (t$!P-iZ)pq^dx^j 


0PX 


. (i-f-p/)*  , . 

Quia  autem  afTumfimns  dyirzpdx^  fiet  difTerentiando 

ddyzzqdx*  pddxzzqdx*  —~9dx* 

t •+-/'/»  ^-¥-pp  * 

rdx^  zpqqdx^  ^ iqdxddx 

’ - ~ iq^r  ’ 


ii^  — Apqqdx^ 

i \±fP  ’ 


Ff; 


por- 


aaa 


J*y  ~ 


C V T FI II 

I 

porroqnc  • differendando  : 
tix^  1'ipfrdx*  , ^{6pp i)q^dx* 

OH-/'/')* 


Omnia  ergo  difTerenrialia  airiora  vtriusqoe  variabilis  x 8i 
per  quandcates  finitas  & poceftates  ipdns  dx  exprimen* 
tur,  atque  poft  has  fubfdtudones  hd^  refukabit  expres- 
do  a difTerendalibus  fecundis  prorfus  libera. 


' 370.  ExpdTito  igitur  modo  diflerendalia  fecunda  & 

altiora  exuendi^  conueniet  hoc  negodum  aliquot  exem- 
plis illuflrari. 

I.  Sit  propofita  haec  expreflio  -j~ , in  qua  dx  po-  ‘ 

firam  eft  conftans.  Pofito  ergo  dyzzpdx^  & dp—qdx^ 

^ ob  ddyzzqdx*  y cxprcffio  propofita  abit  in  hanc  fini- 
tam xq. 

n.  Sit  propofita  haec  expreflio  QO® 

pofitum  fit  dy  conflans.  Ponatur  dx~pdy'^  dp-zzqdy^ 

ob  ddxzzqdy»^  orietuT  . Sin  autem  vt  ante  fla* 

tuere  velimus  dy^pdx^  dpzzqdx^  ob  dy  conflans  erit 

d X ^ 

ozzpddx’+-dpdx  & ddxz::———  j vndeoqM^effio pro- 
pofita transibit  in  — . 

ID.  Sit  propofia  haec  expreflio  u* 

qua  ydx  pofitum  fit  conflans.  Ponatur  dyzzpdx  & 

dpzz. 
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f ’ pJx* 

ip  ’^qdxy  eritqoe  cx  §.  2^8:  idxzz. 

ddy  rr  qdx*  — > quibus  fubiHcuds  expreflid  pro- 

pofita  transmutatur  m hanc : — i— •+•  “• 

■ mp  y 


IV.  Sit  propofita  ifta  expreflio 


dx^ 


ddy  ‘ “ «l" 
Ponatur  iterum 


conftans  fit  pofitum  'V{dx*-\-dy*') 
dyz:zpdxj  dp  — qdxy  & CX  paragrapho  praecedente 

erit  ddy  zz.  ^ ^ ; vnde  expreifio  propofim  abibk 


in 


ix-\-ppy 


Ex  his  autem  exempEs  latis  intelKgitar,  quemadmo* 
dum  in  quouis  calb  oblato,  quodcunque  difTerentiale  pri- 
mum aflumtum  fit  coaftans,  differendalia  fecunda  atque 
aldora  eliminari  debeant. 


271.  Cum  igitur  hoc  modo  introducendis  quanti- 
tatibus ^itis  p^  q,  r,  s,  &c.  d^crentialia  fecunda  & al- 
tiora  ita  eliminari  queant,  vt  tota  expwdfio  praeter  quan- 
titates finitas  x^y,  p,  q,  r,  t,  &c.  folum  diflerentiale  dx 
compleftatur:  viciflim  fi  huiusmodi  exprefiio  redu£la 
proponatur,  ea  herum  in  formam  priorem  transmutari  po- 
terit loco  litterarum  q,  r,  /,  &C.  introducendis diffe- 
rendaUbus  fecundis  & alrioribus.  Nunc  autem  perinde 
erit,  quodnam  dilTcrendale  primum  conflans  aflumatur;^“ 
atque  vel  id  ipfunj,  quod  ante  fuit  aflumtum  conflans 

F f 3 po- 
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poni  potefl:,  vel  aliud  guodcunqoe.  Quin  etiam  pror- 
fus  nullum  difftrcntiale  coriftans  afTumi  poterit, ‘hocqad 
ipodo  prodibunt  cxprelGoncs  differendalia  fecunda  akio* 
raiie  continentes,  quae  edamfi  nullum  diflerendale  con- 
ftans  fk  aflumtum,  tamen  fixas  fignificationes  obtineant 
cuiusmodi  exprelfioDes  dari  fupra  oftendimus, 

* ija?.  Sit  ergo  propofita  cxprcfllo  quacoinque  con- 
diieas  litteras  finitas  jr,  />,  r,  &c.  vna  cum  dific- 

rentiali  dx,  inquafit 

* * '.i  w '*  / ’ \ 

Si  enim  lias  litteras  r,  &c.  ita  eliiranare  velimus, 
vt  earum  loco  introducamus  difierentialia  fecunda  & al- 
dora  ipiarum  x 8c  nullo  differendali  conflante  afllun* 

- , dxddy  — dyddx  . . dxddy — dyddx 

to:  fiet  dpzz , hmeque  — ^r—, 

quae  formula  ^difTcrendata  dabit 
dx'd^y ^dxddxddy-\-^dyddx*  —dxdyiPx 


- ^ dx^d^y- 


vnde  fit 

^dxddxddy  ^ dyddx*- 


■ dxdyd^x 


dx* 


dr 


Quod  fi  infuper  littera  r,  quae  denotat  valorem  ^ , in< 

fit,  pFb  ea  iubfUtui  debebit  hic  valen'  s zz 

ixid^6dx'ddxd\y-/^dx*ddyd*x-\-l%dxddx*ddy+todx^ddxd*x-\%dyddx^-dx*dyd*x 
- 

. ■ - His 
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His  igitui'  loco  quanricatum  p,  f,  r,  x,  &c. 

fubfKturis  exprcffio  propofita  transmutabitur  in  aliam  dif- 
ferendalia  aldora  ipTarum  x 8c  y continentem,  quae  ed* 
amli  nullum  dilTerentiale  primum  conlhn»  (it  alTumtuniy 

tamen  non  vagam  fed  fixam  habebit  fignificationem. 

• ■ • • 

#73.  «Hoc  wgo  modo  quacuis  formula 'differenda* 
Iis  altioris  gradus , in  qua  quodpiam  differentialc  pri- 
mum aflumtum  tfl  conft^,  transmutari  poterit  in  aliam 
fbrmam , in  qua  nullum  differcntiale  conllans  ponitur, 
quae  hoc  non  obfiante  eundem  valorem  fucum  h^eat. 
Primum  IcOicet  op>e  methodi  ante  traditae  aflumtis  valo* 
ribus  dyrr.pdx  ip—qdx'y  dy—rdx'^  drt^rdx’^  &C. 
differentalia  altiora  eliminentur,  tum  loco  p,  r,  x,  &c. 
valores  nunc  inuend  fubftituantur;  atque  orietur  expres- 
fio  priori  aequalis  nuUum  different^e  confhans  inuoluens: 
quam  transfomiadonem  exempla  fequenda  ifiufhabunt. 

I.  Sit  propofita  haec  exprcffio  ® po* 

fitum  conflans,  quae  transmutari  debeat  ih  aliam  formam 
nullum  differendde  conflans  inuoluentem. 

Ponatur  dy  — pdx'^  j atque  vtante  (270)  vidi* 

mus  exprcffio  propofita  transibit  in  hanc : f x.  Nunc  loco 
f fubflituatar  vak>r,  quem  qbtmet  nuDo  ffifferendali  con- 

ftand . affomio  f atque  reperietor 

haec  expr^o  propofitac  aequalis, 

& nullam'  ampEiu  'differcntiale  conflans  inooluens. , ' 

- E Sit 


P U T niL 


</x*  dy^ 
ddx 


■ n.  Sit  propofita  hacc  expreflio  ~dd^~ » ^ 

dy  aflumtum  eft  conflans.  Ponatur  dy—pdx  8c  dp:r:gdx; 

flatuatur  nmic 


eaque  transibit  in  hanc : — 


dy  - dxddy  — dyddy 

f = ^ f = ^ , atque  «luenietor: 

diffcrentiali  afllinito  eundem 
fixum  habet  volorem,  quem  propoflta. 


IU.  Sh  propofita  haec  expreflio: 


yddx-~~xdJy 


m 


dxdy  ’ 

qua  dificrentialc  ydx  conflans  efl  aflumtum.  Ponatur 
dy—pdx^  atque  vti  iupra  (270)  vidimus  haec  expreSio 

xy  XV 

transmutatur  in  hanc : — i — H — - , quae  nuHo  dif- 

p y I 

ferehtiali  conflante  alTumto  transformabitur  in  iflam : 

‘ - X dxddy xdydi X xdy 

' * dx*dy  ydx  ) 

_ xdxdy*^-ydx*dy yxdxddy'~-\-yxdyddx 

• ydx^dy  ■ 

I 

' ~ dx*-i-dy^ 

IV.  Sit  propofita  haec  exprduo.  — in  qua 

conflans  affumtum  efl  differendale  V(dx*^dy*).  Po- 
fito  dy—pdx ^ Sc  dp  — jdx,  orietur  haec  expreflio 

(loco  citato).  Statuatur  nunc  Sc 

j f - *-v 

‘ f — 
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- dxdiy dyddx 

9 » atque  nullo  alTumto  diflerentiali 

conftante  nancilcemur  iftam  expreflionem 

dx^  ddy—dxdyddx 

propoficae  aequiualentem. 

V.  Sit  propofita  haec  expreflio  in  qua  dif- 

fcrentiale  dx  conftans  fit  afiumtum.  Ponatur 
^y"^pdx  ; dp  — qdx  & dq~rdx  j 
atque  ob 

ddyzzqdx*  & d^y  "zzrdx^ 

'formula  propofita  abibit  in  hanc  Nunc  loco 

*'9 

f & r fubftituantur  valorcs,  quos  nullo  difFerentiali  con- 
ftante afliunto  recipiunt  fcihcet:  q — ^ ^ 

dx^d^y •^dxddxddy-\-’  ■^dyddx* dxdyd^x 

dx^  ’ 

atque  obtinebitur  fequens  expreflio  propofitae  aequiualens : 

dx'd^y 3 dxddxddy-\-  3 dyddx* dxdyd'^x' 

dxddy dyddx 

— dx^dxd^y dyd^x) 

■ dxddy dyddXf  ’ 

274.  Si  has  transformationes  diligentius  intueamur, 
methodum  eas  perficiendi  colligere  poterimus  expedi- 
tiorem, ita  vt  non  opus  fit  litteras  />,  f , r,  Scc.  introdu- 

G g ■ ■ cere 
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ccre.  Varii  autem  modi  hoc  opus  abfoluendi  occdnrent, 
prout  aliud  atque  aliud  differentiale  in  formula  propo- 
(ica  conllans  fuerit  alTumtum.  Ponamus  primum  in  for- 
mula propolka  differentiale  dx  conflans  effe  alTumtum; 

& quia  loco  dy  pofuimus  fdx^  rurfusque  ^ loco  f. 

difforentialia  prima  dx  Si.  dy,  vbicunque  in  expreflione 
occurrunt,  fine  alteracione  relinquuntur.  Vbi  autem  oc- 
currit ddy^  quia  eius  loco  IcribitiH'  qdx*,  & porro  loco  f 

, dxddy——dyddx  • /-  u- 

valor ~d^d'  ’ o^smutano  abfoluetur,  fi  vbi- 


que  loco  ddy  fiirim  ponamr 


dxddy  ——  dyddx 
dx 


feu 


ddy 


dyddx 


dx 


Si  infuper  in  expreflione  propofiM 


occvirrat  d^y^  quia  eius  loco  ponitur  rdx^ , ob  valoreni 
ipfius  r ante  inuentnm,  vbique  loco  d^y  fcribi  debebit 

^ddxddy  I ^dyddx^  dyd^x  , 

’ 


Jiy. 


dx  ' dx* 

quo  fa£lo  expreflio  propofita  transmutabitur  in  aliam, 
quae  nullum  differentiale  conflans  inuoluit.  Sic  fi  pro- 

(^dx*  • 


ponatur  ifla  expreflio 


dy*)^ 


dxddy 


in  qua  dx  po- 
dyddx 


fitum  efl  conflans,  ei  aequalis  erit  pofito  ddy 

loco  ddy,  haec  nullum  differentiale  conflans  innoluens : 


— f-  dy 

dxddy  dyddx  ‘ 


275. 
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»7?-  Hinc  fiicile  colligitur,  fi  in  exprcfllone  qua- 
piam propofita  afliimtum  fiierit  diffcrentiale  dy  conftans, 

tum  vbique  loco  ddx  (cribi  debere  ddx  — , 8c 

loco  diJhoc 

dy  dy*  dy~ ; 

vt  obtineatur  expreffio  aequiualens,  in  qua  nullum  diffe- 
rentiale  conflans  ponatur.  Sin  autem  in  exprefiione  pro- 
pofita conflans  fuerit  affiOTtum  ydx^  quoniam  fit 


^ , & ddyZZ^d» 


ppdx* 


^y  - - y 

loco  ddx  vbique  fcribi  debebit  — i & loco  ddy 

vbique  ddy  — ' y : altion»  differentia. 

lia,  quia  in  hoc  negotio  rariflime  occurrere  folcnt,  non 
progredior.  Quod  fi  vero  in  cxpreffionc  propofita  hoc  ■ 
differentiale  V{dx*-\-dy*)  affumcam  fiicrit  conflans, 

quia  inuenimus  ddx  — — — ^ jj  — l£f  JL  . 

pro  ddx  vbique  fcribi  debet  — dxdydj^  , 

dx*  -H  </>•  , » 

& loco  vbique  sic  fi  pro- 
pofita fu<™  expreffio  ^ 

alTumtum  fit  conflans,  ea  transmutabitur  in  hanc : 

.CI.  Gg  a (dx 
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(^Jx * -H in  qua  nullum  differendale  cohftans 
iynx dxddy*  ^ 

aHlunitur. 

ayS.  Quo  iftac  redufHones  facilius  ad  vfum  accom- 
modari queant,  eas  in  fequenri  tabella  complefti  vifum  cft. 

Formula  igitur  differentialis  altioris  gradus  in  aliam 
nullum  ^differentiaU  conflans  inuolnentem  transmutabitur 
ope  fubflitutionum  fequentium  : 

I.  Si  differentiae  dx  fuerit  conflans  aflumtum 

loco  fcribatur 

, , dy  d dx 
ddy  ddy 


i»y  \ di  y 


^ddxddy  ^dyddxi 


dyd^x 
. dx 


n.  Si  differendale  dy  fuerit  conflans  affumtum 

loco  ' fcribatur 

..  ..  dxddy 

ddx  ddx  — — -j — ~ 
dy 


d^x  I d^x  — 


^ddxddy 


^dxdJy^  dxd*y 

dy^  dy 
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III.  S difFeHendak  .yix^  fuoic  coi^bas  aflumtum 


loco 

idx 

< 

idy 

d^x 

J3y 


' fcribamr 

d X dy 

y~ 

dyddx  dy' 

dx  ^ y 

dyddx  dxddy 
__ 


ddy  ■ 


d3y. 


y 

^d  dxddy 
dx 

^dyddy 


3 dxdy^ 

yy 

^dydJx'^ 

'~17^ 

i^dy'^ddx 

ydx 


dyd^X 

dx 

yy 


IV.  Si  dilfercnriale  fuerit  conflans  aflumtum. 

loco 
idx 


ddy 

iPx 

d^y 


icribatur 

dy*ddx  - — dxdyddy 


dx*  -\-dy* 

dx*ddy  dxdyddx 

jjrzpyy 

dy*d^K dxdy  d^y 
dx*  ~^dy* 

, (dxddy— ^dyddx)(%dy* ddy dx*ddy-^  ^xdyddx) 

(dx*  -\-dy*y* 
dx*d^y  dxdyd^x 
dx*  -\-dy* 

(dyddx^^dxdd^')(^dx*ddx dy*ddx-\^4dxdyi^') 


(dx*-\-dy*)* 

Gg  3 


377. 
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*77,  Expreflioncs  ei^  iftae,  quae' nullum  diflcren''* 
tiale  conflans  includunt,  ita  erunt  comparatae,  vt  pro  lu* 
bitu  quoduis  differentiale  conflans  afTumi  queat.  Hinc* 

^ que  exprefllones  difTerentiales  altiorum  graduum,  in  qui* 
bus  nullum  diBcrendale  conflans  aflUmtum  perhibetur, 
examinari  pofTunt,  vtrum  fignificatio  carum  fit  vaga  an 
fixa?  Ponatur  enim  pro  lubitu  quodpiam  differentiale  pu* 
ta  dx  conflans , tum  per  regulam  §.  pracccd.  priorem 
reducanir  cxpreffio  iterum  ad  formam , in  qua  nullum 
differentiale  conflans  fit  affumtum , quae  fi  cum  propo* 
fita  conueniat,  ea  erit  fixa,  neque  ab  inconflanda  difie* 
rendalium  fecundorum  pendebit:  fin  autem  cxpreffio  pro- 
deat diuerfa,  tum  propofita  vagam  habet  fignificarioncra. 
Sic  fi  ponatur  haec  cxpreffio  yddx  — xddy  ^ in  qua" 
nullum  differenriale  pofitum  fit  conflans ; ad  inuefUg^* 
dum,  vtrum  fignificadonem  fixam  habeat  an  vag^  ? po-‘ 
natur  dx  conflans,  eaque  abibit  —xddy\  nunc  per  re*, 
gulam  primam  §.  praeced.  loco  ddy  ponat,' 

ddy  — ac  prodibit  — xddy  -1-  ^ . 

'cuius  a propofita  diferepanda  indicat,  pnjpofitam  expres-^ 
fionem  fixam  flatamque  fignificadonem  non  habere. 

278.  Simili  modo  fi  proponatur  cxpreffio  generalis 
huiusmodi  Pddx-\-{^xdy-^Viddy ^ condido  defini- 
ri poterit , fub  qua  ea  nullo  difierendali  confote  aflumto 
vaiorem  fixum  habeat-  Ponatur  enim  dx  conflans,  atque 
cxpreffio  propofita  abibit  in  'hanc  Qdxdy^^Y^ddyx 
nunc  haec  iterum  transformetur  in  aliam  formam , vt 
■ . . * ' ciiis 
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cius  fignificams  idem  maneat,  edamii  noUum  diderendale 

conflans  fingatur,  ficquc  prodibit 

quae  forma  cum  propofita  congruet,  fi  fuerit  +R<^:z:o ; 

hocque  folo  cafu  vaior  eius  erit  fixus.  Verum  fi  non 

^ fcuR  = — 

dx  . dy 

propofita  Pddx->rQdxdy  -^-Kddj  valorem  fixum 
non  habebit,  fed  eius  fignificado  erit  vaga  atque  diueri% 
prout  aliud  atque  aliud  differendale  conflans  aflumitur.  ’ 


fuerit  P rr  — 


tum  exprcflio 


379.  Ex  his  principiis  etiam  facile, erit  expr^llo- 
nem  difierendalem , in  qua  quodpiam  dii&reodale  coti' 
flans  efl  pofitum,  transmutare  in  aliam  formam,  in  qua 
aliud  differendale  conflans  aflumatur.  Reducatur  enini 
primum  ad  eiusmodi  formam,  quae  nullum  diflerentiale 
conflans  inuoluat,  quo  fitfio  illud  alterum  differendale 
conflans  ponatur.  Sic  fi  in  exprefiione  propofiu  difle* 
rentiale  dx  aflumtum  fit  conflans , eaque  transmutanda 
fit  in  aliam , quae  differendale  dy  confis  implicet : in 
formulis  fupra  loco  ddy  8c  d^y  fubflituendis  ob  dy  con- 
flans  ponatur  ddyzz.o^  d^yzzoy  atque  quaefito  fiuisfiet, 

Sdyddx*  _ dyddx 

dx^  d~ 

loco  d^y.  Hoo  modo  ifla^fonnula  - — 

dx  ddy  ’ 

in  qua  dx  pofitum  efl  conflans,  transmutabitur  in  hanc 


fi  loco  ddy  fubftituatur  & 


i idjfdix 


in  qua  dy  ponitur  conflans. 


280. 
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380.  Si  contra  formula,  in  qua  dy  conflans  efl  po- 
(itum , transmutari  debeat  in  aliam , in  qua  dx  fit  con* 

&10C0 


flans,  tum  loco  ddx  fubflitui  debet 


, _ ^dxddy*  dxd^y 

d*x  haec  expreffio  7— • 


Simili  modo 


fi  formula,  in  qua  V{dx^~^dy*)  pofitum  efl  conflans, 
transmutari  debeat  in  aliam,  in  qua  dx  fit  conflans,  tum 

loco  ddx  feribatur  — 

ddy.  At  fi  formula,  qua  dx  conflans  efl  afTumtum,  trans- 
mutari debeat  in  aliam,  in  qua  V(dx*  fit  conflans, 

quia  ob  dx^^dy*  conflans  fit  dxddx-]-dyddy  — o\ 

hoc  valore  loco  ddx  aflumto. 


& 


dyddy 

ddx^ — ir 


pro  ddy  feribi  debebit  ddy- 


dy‘^ddy  (yix'~\-dy^')ddy 

' ~ ~dx*  * 


Sic  haec  formula 


dxddy  ’ 


in  qua  dx  efl  con- 


flans, transmutabitur  in  aliam,  in  qua  V ^dx*-{-dy^) 
ponitur  conflans , quae  erit  — ^fdy~~~  ‘ 


CAPUT 
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CAPUT  IX. 

•.  . « . . . ..  . u . « . j 

DE  AEqUATIONIBUS  DIFFER EN^ 


TIALJBUS. 


2«r.  ' ' * 

In  hoc  Capite  imprimis  eft  propositum  earum  fim£Ho- 
num  ipfius  x;'  quae  non  explicite,  fed  implicite  per 
aequationem,  qua  relatio  fun£Honis  iStius  > ad  x conci- 
netur, definiuntur,  diHerentiationem  explicare:  quo  fa£lo 
naturam  aequationum  diderentialium  in  genere  perpen- 
demus, & quemadmodum  ex  aeqiudonibus  finuis  orian- 
tur, oftendemus.  Cum  enim  in  calculo  integrali  fum- 
mum  negotium  confiftat  in  integratione  aequationum 
difierentialium , feu  in  inuentione  eiusmodi  aequationum 
linitarum,  qua  cum  diflerendalibus  conueniant;  necefle 
efl,  -vc  hoc  loco  indolem  ac  proprietati  aequadonum 
difTerendalium,  quae  ex  earum  origine  fcquuntur,  dili- 
gendus ferutemur , ficque  viam  ad  calculum'  integraleni 
praeparemus.  . i ' • • 

agar-  Vt  igitur  hoc negotium  abfoluamus,  fit  ^!fuitc* 
do  eiusn^i- ipfius  x,  quae  per  hanc  aequationem  qua- 
^'atam  jyy -1- Pj-l- Qjr:  o definiatur.  Cum  ergo 
haec  expreffio  yy  -1-  P^-f-  Q^fit  ~o,  quicquid  x 
i|ignificet,  nihilo  quoque  aequalis  erit,  fi  loco  x feribatur 
xH-  </x,  quo  cafu  > abit  in  y-\-dy.  Fafta  autem  hac 
lubfUtutione , fi  a quoncicate  rcfultantc  fubtrahacur  prioj^. 
- Hh-  • ' ' 
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remanefair  duy  differentialc,  quod  pro- 
pterea  quoque  erit  ^o.  ffinc  patet  fi  expreflio  quae- 
cunque  fuerit  =o,  eiua  etiam  differentiale  fore  acqualt 
oj  atque  fi  duae  quajxunque  exprefliones  inter  fe  fue- 
rint aequales,  earum  quoque  differemialia  fore  acqiialia. 
Cum  igitur  fit  -h  P:y  H-  Qj=  ° » erit  quoque 
2ydy-\-PJy ydP o V 
quia  vero  P & Q^fbnt  funOiones  ipfius  earum  difl[e- 
rentialia  buiusmodi  formam  habebunt  ^ 

d^ZZipdx.  & dO~adxz  .. 

. - .,1  vude  fiet  n • .!  ••• 

iydy-\-?dy-\r- jfdx^^dx-^io 

dy  _ ' yp f 

ex  qua  onmr 

283.  Quemadmodum,  ergo  aeq.uatio  finita 
y y Py  -f-  Qji:;  o exponit . relationem , inter  ' jt  & x, 

ita  aequatio  dificrentialis , exprimit  relationem  fen  ratio- 
nem , quam  dy  tenet  ad  d x.  Quoniam  vero  efl 

^ > haec  ratk)  dy ; dx  cognofei  non'  po- 

dx  2jy -|— P 

ifeft,  nifi  ipfa  fimaio  y fit  cognita:'  neque  vero'  res  ali- 
ter fe  habere  poteft^  cum  enim'  ex  aequatione  finita  y 
geminum  obtineat  valorem,  vterque  fuum  peculiare  ha- 
^bit  difiereniiale  , & vtriusque  difFerentiale  reperietur, 


proud  hic  vel  illc  valor  in  expreffione  — “iy\  p 
loco  y fubfUtQUxu-.  Simili  modo  fiui^o  > per  aequa- 


ao- 
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dontiTt ■ cubicam  definiatur,  vdor  funftionk  crk  tri- 

•».  -...4.  T • I i.(«r  ■ I 

picK;  (bilicet  ipfius  y vaiwi  refpondens.  ^ I^Ja 

jiequadone  froftofica  .finita  y '^uacoor  |pjure$iie  fiabes 

, 

dimenfiones,  nccefle  cft  vt  ^ totidem  fignificationes 
fortiatur. 

284.  Interim  tamen  ipla  fiin^o  y ex  aeguatione 
diminari  potent-,  cum  'dua&  habeantur  a^uadones  ^ 
concinentes , finita  iciiicet  & differenmiis ; tum  autem 
ehis  diffcrentiale  t/yad  toddcm  dimenfiones  aflbrgct,  quot 
ance  habuerat  y , ficque  iila  aequatio  omnes  dioerfas  ra- 
tiones ipfius  dy  vi.  :dx  fimul  complcftetur. . Sumamus 
praecedens  exemplum  aequationis  jjy-i-Pj'“+-Q_z:zo, 
cuius  differentialis  eft:  " ' 

-j_  p -4- j _j_ <yQj:^ o , ’ • L • • -s 

ex  qua  fit  j ^ y “* 

priori  aequatioUt  fUbftinitus  dabit : ' . , . 

/ cuius  radices  funt : 

• ijp ; ap^p— 

dy^^\d¥±  V(pp_^Qj  » ' 

quae  fune  bina  difFerentialia  binoram  ipfius  y valoruni 
:r,  . ^ «.aequatione  finita 


•)  l n. 
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2gy.  Inuento  valore  ipfius  dy  per  repetitam  difFe- 
rentiationem  reperietur  valor  ip>nus  ddy^  porroque  ipfo- 
rum  d^y,  d^y,  &c.  qui  autem,  cum  determinati  non 
fint,  niii  ^quod  differentiale  pnmum  conftans  ftatuamr. 
Ponamus  commoditatis  ergo  dx  conftans,  atque  ad  hoc 
oftendendum  fumamus  hoc  exemplum  3«^, 

vnde  per  differentiationem  oritur  •T  ' ‘ 

iyydy-^^xxdx~inxdy-\-^aydXy^ 

" * * ■ * ' u 

fumantur  denuo  didereti* 


^ _ "y — 


■ax 


ddy 


fiolio  podeo  dx  conftante  atque  inuenietur  ~ 

ayydy-^a/tx^-^  ixxyjy ixyydx^^/iaydx-^axxdJt 

*r~t.  r:  (jy — axy 

fiiblKtuatur  loco  dy  eius  valor  modo  inuentus  , 

atque  diuidbne  per  dx  di£Fa  habebitur 

ddy  jay Jcx)  (2xxy — /lyy  — xgx) 

da*  ^ (jff — «xy  . • . 

, axx-\-aay ixyy 

. . iyy — Mey 

. . fea 

ddy 60xxyyr—  ix*y^—  a xy*  — 2 a^xy 

, 5x*  “ ^ ryy — «<0* 

' 2 xy 


■ “ (jyy  — axy 

cAm  ex  aequatione  finita  fit  ax*y~^ixy*  €axxyy: 
hocque  modo  ope  aequationis  finitae  his  valores  in  in- 
numeras formas  transmutari  pofTunt. 

iiS. 
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' ii6.  Aeqnado  etiara  difSsrendalts  prima  infinitis 
modis  potdl  variari,  dum  cum  aequatione  finka  pcm». 
fectur.;ySic  cum  i exemplo  praeced^e  inucnta  eflct  ae- 
quatio dif&cendalis  ' 

■'''yydy~\-xjrJxzzaxJy-\^aydx^ 
fi  ea  mulrif^cerar  per 7,'  orietur'" ' 

in  qiia  fi  foco  y^'  ifubftitUatur  eius  vdiot  ' ^axy^'x^ 
orietur  haec  aequatio  noua  ' ” ■ 

7,a'xyJy x^dy xxyJx  — ayydx\ 

quae  detwo  per  y tmiieiplicata,  pofiquam  loco  y^  eius 
-ValoF ‘fiierit  iubfiitutus^  praebhhit  ud  . 4 

a axjpdy xtydj^  jriyy  dx':^  3 aaxydx  — ax^dx. 

Generaliter  autem  fi  P,  R,  denotat  ifiinaioncs  quas- 
cunque ipfarum  X & y:  Si  aequadq  (fifFerentialis  mul- 
tiplicetur per  P erit  ' . ‘ 

^yydy  -4-  ^xxdx  rr  aVxdy  -4-  aVydx . 

Tbm  CTim  fit  x3  -^y3  -L_  3axyzzo  erit  quoque 

— -3 

quae  aequationes  ipuicem  additae  dabunt  aequationem  di£^ 
fcrentialem  generalem  ex  pr^||ofita  aequadone  finita  natam 
?yydy  — tiPxdy  -f-  Rx»^--h  ^y*dy  1—  'idRxydy  -f- 
?xxdx—  aVydx-^QxiJx-^-Qy^dx ^aQ^dx-rz  o. 

^ - .wf.  ' j... 

r 287.  Pofllme  vero  etiain  per  ipfim  dJfFcrenriatiq- 
ncm  iofioieie  aequadoaes  difieroitiaies  ex  eadem  aequa- 
■'-'•J-  Hh  3 tio 


P U>T  •f7X 


e 

tidne-finka  hmeniri,  dam  ii,  antequam  difftrcnueair,  per 
.quantitatem  qoamanupie  aim  nmkipiicatur  imt  diuidinor. 
Sic  £'P  fiicrit  ftmftio.  quaecunqae  ipfanun  ar 
fit  d?  fi  aequatio  €ttita  per  P nudd-  . 

plicetur,  ,atqne  tufrt  demam  difFcrcntictur,  obtindiitur  ae- 
quatio differcntialis  generafe,  quae  iafiaka^  formas  diucjr- 
fss  induet,  proud  pro  PaUae  atque  aliae  funclj((ncsaflUmun- 
Tum  vero  multiplicitas  pdhnc  k infinitopy  «igebftu^ 
fi  ad  hanc  aequationem  dificrenpalem  inuencam  amatur- Ip;- 
ia  aequatio  finita  per  hniosmodi  formulam  QJfx-4-KJy 
multiplicata,^,  vbi  pro  Q^&  "K  fan£fi6ri«  quascunque  ip- 
iknun  ^r  & > aflamere  licet.  aiKem‘'in 

omnibus  aequationibus  relado  inter  dy  & dx,  quam  dif- 
ferentiale  fiinQipnis  y aequatione  finita  per  x determina- 
tae ad  dx  tenet,  comprchei^iituf ; xamen  plerumque  mul- 
to larinV  patent,  & difTcretwale  iplws^  per  alias  _^ua- 
tiones'  finitas  detenmnati’’cxprimit;  'cuius  rei  ratio  in  caj- 
culo  integrali  pociflimitm  explicabitur. 

. V 4r»  — T*;;  vV.-i.-t  i , .1 

a88-  Nonlcdum  autem  ex  eadem  aequatione  fin^ 
Innumerabiles  aequationes,  difFcfendalcs  deduci  pofiunt, 
fed  etiam  plures  imo  infinitae  exhiberi  jx>flunc  aequationes 
finitae,  quae  ad  easdem  aequationes  'differendal^  dedd- 
cantur...  Sic  hae  duae  aequariones  yy^nx-^r  A 
' yy  zzax  omnino  funtrdiuerfiic,  dum  in  priori  quaeciin- 
que  quantitas  confiatis  in  locuid  ipfius  h collocatur.  • In- 
cerim  tamen  hae  ambae  aequationiEs  difierentiatae  eandem 
dant  aequationem  difiercnrialcm  »>y4y  — adx\  quin 
-ctiain  omnes  aequationes  in  hac  ibrant^:'..7jt^M  con- 
xM  i dH  • ten- 
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tentae,  ^cunque  ,/'^tribu9tar,  in  vnft  aequa^ 

tione  dt^endali,  in ' qua  ‘ 'a  non  i^c,‘  comprehendi,  pos* 


funt.  Diuidaw  taiibi 'acqaaiio  3^per'j»  vt  iSt^— 

■ i i,-.i 


haecque  difierentia  dabit  2xJy — yJx~o.  Pofliint 
quoque  «equabooes  transcendentes  & ^gebraicae  ad  ean* 
dem  aequationem, di&rendaiem  perduci,  vti  Hc  in;bHs 
aequationibus  ' c ' 1 • . •?;  i 


. ) 

& yy — oxzz 


■ ’ M 


. I 


ilenim  vtraquc  per  dtuidatur , vt  . habeantur  iftae 
aequationes  :’  ^ i . ^ . 


•(jy^—axy^o  & 


'iiinq 


ex  vtriusque  di&rentiatione  orietur  eadem  dideretsttla 
ty  dy-^adx^^^-  -^-^  jr</jrrf  o» 

' i 

289.  Rado  buius  diuerfitatis  in  hoc  conffftit,  quod 
quantitatis  conftands  diff&enriale’fit  rro.  Quodfi  ergo 
aequatio  hnka  ad  eiusmodi  formam  reducatur,-'  vt  qaam' 
dj^  quaqpim, conflans  fola  addt,  neque  per  viabiles 
vel  mim{£cetur  vel  diuidatur;  tum  pef  didermtiacio* 
nem  eruetur  aequatio,  ui  qua  illa  quanritw  con^s  pror*  * 
fus  noti ' adiit.  Hoc  modo  quaelibet  quantitas  confhms, 
quae  in  aequ^nem  finit^  ingreditur^  'per  fiffcrOTtia- 
nonem  , tolli  poteli,  Sic  li  propbiTta  &eric  'aeouatio 

dimdatur  n habeatur 
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^ haec  aequatio  differentiata  dabit : 

< xy  ‘ - ' '■  'I'-' 

..  ix^ydx  -\-ixy*dy-^x*Jy——y*dx-ZZOt  j 
quam  conffans  a amplius  noo  ingreditur. 

* 

S90.  Si  plures  quantitates  confhuites^ . quae  in  ae>- 
quarione  finita  infunt;  toHi  debeant,  id: fiet  per  differen* 
tiadonem  bis  pluriesue  repetitam;  ficque  tandem  obtine^ 
buntur  aequationes  differentiales  aldorum  graduum  iis 
conflandbus  prorfns  carentes.  Sit  propofita  haec  aequa* 
tio  yy~maaf—nxxy  cx  qoa  per  differendarionem 
conflantes  mad‘^Si  n tolli  ‘ debeant. ' Prima  quidem  toHc-' 
tur  prima  differentiatione , vnde  fit  ydy-\-:nxix-zio, 

hinc  porro  formetur  aequatio  ^ o , quae 

fbmto  dx  conflante,  per  dif&rehffadon^i dabit:  < v >;> 
Xyddy  — j—  xdy*  - — ydxdy^  ~ o , 

quae  etfi  nullam  conflantem  comple£litur,  tamen  omnes 
aequadones  in  hac  forma  yy^maa  — nxx  conten- 
tas, quicunque  valores  litteris  » & a a tribuantur,  in, 
fi:  aeque  comprehendit.  . ...  n . r' 

asr.  Non  folum  vero  quanritates  confictes,*  quae’ 
ih  aequationem  finitam  ingrediuntur , per  difierendado- 
‘ liem  tolli  poffunt,  fed  etiam  altera  variabilis,  eius  fcili-^ 
cet,  cuius  differendale  conflans  affumitur,  per  diflerentia- 
donem  eliminari  poterit.  Ex  aequadone 'enim  inter  x 8c  y 
propofita  quaeratur  valor  jr|  vt  fit  * = Y' dcnotaihte  Y 
‘‘  ^-fenc- 

i. 
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ran&ionem  ipdas  j eritque  '•dxrr.dY &'fumto  dic 
conftante,  fiet  difTerentiando  oisy</Y. ' Sia  autem  fiie. 
rit  fiet  ter  diff^ndando^ . 

& aequatio  x^~\-axx-^bx-\-c—Y  quater  diffe- 
rentiata dat  o~d*Y.  Q^quam  auteni  ih  ins  aequa- 
tionibus vna  tantum  variabilis  inefle  videtm,  quae  pro|^ 
terea  variabilis  eflTc  ceflaret,  dum  vnica  variabilis  in  nulla 
aequatione  adeflc  poteft ; 'tamen  quia  diffcrcntialc  dx  con- 
Ihns  efl  aflumtum , eiusque  ratio  in  'aequatione  haberi 
debet , reuera  in  aequationem'  ingredi  cenloidum  clb 
Hinc  mirandum  non  eft,  fi  ftepius  aequationes  diffbeti- 
tiales  fecundi  alti&^e  gradus  'oocuirantf  in  quibus 
•ynica  tantum. variabilis  1 in^  videatur,  • : ‘t 

292.  Praecipue  autem  'notandum  eft,  per  diff^m 
dationem  quantitates  irradonales  ac  transcendentes  ex 
aequatione  tolli  pofie.  Quod  quidem  ad  intadenal&  at- 
tinet, quoniam  per  redu£Hones  cognitas  irradonalitas  eli- 
minari potefi,  hoc  fa£h),  p«p  differendadonem  aequatio 
oblinetur  ab  irradonalitate  libera.  Verum  hoc  Taepena- 
mero  commodius  fine  ifta  rcduftione  fieri  poteft,  duni 
per  comparationem  aequationis  differentiate  cu|n,  fihkf 
formula  iri^tioiialis,  fi  vna  tantum  infit,  eliminari  potefi. 
Sin  autem  duae,  pluresue  partes  irrationales  in  aequador 
lie  ^finita  contineantur , tum  eius  aequatio  diff^entialis 
denuo  differendetur,  ficque  aequationes. differendales  ah 
dorum  graduum  tot  quaerantur,  quot  requiruntur  ad 
fingulas  partes  irradonales  elimintmd^.  Hoc  modo  ed- 
am exponentes  indefinid  pariter  atque  fira%  toUi  pote-  • 

Ii  runt. 


ajo 
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runt.  Vd  fi  fuerit  >-  = (««  — poft  difle- 

renuodonein  habebitur 

ay"-*(fy:=z  — a«(/»/r  — xx)»~*xifx  y 

j 2nxdx  . 

4}oae  per  finitam  dimla  dat  -j-  — — aa—xx  * “ 

qua  nullus  amplius  exponens  indefinitus  occurrit.  Hinc 
'ergo  patet  aequationem  difFerentialem  ab  omni  irrano- 
'nalitate  liberam  ortam  cfle  pofle  ex  aequadone  finita  ir- 
rationali , atque  adeo^^^uanritates'  transcendentes  inuol- 

vente^  ^ ^ f#*^i 

893-  Vt  autem  intefligamr,  qi^modo  per  differen-^ 
dadonem  quandtates  transcendentes  eliminentur,  incipia- 
mus a logarithmis,  quorum  difierenoalia  cum  fint  a^* 
braica,  negotium  fine  difficultate  abfohictur.  Sit  enim 


ytz  xlx erit  —zzlxy  vnde  dtfierendando  fit 
x 

1 ideoyie  xJy — ydx:^xdx. 

XX  X ^ ^ 

Si  fafini  infint  logarithmi  diq)lici  difTereudatione  erit  qpus; 

ylx 

fit  enim  y Ix-rzx ly  y vnt  ~ r: /j',  & differen- 

<x 


eiqiucon. 

* . jfjr  y 

eluditur  fore  Haec  aequado 


iam  iterum  differendetur  pofito  dx  confiante, 
prodibit  - 


atque 

ix 
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tft 

Aff  . X 7 X d X dy-^  t y d xd  y 

‘x‘  'yxiy  yjdx' 

t—i..’'- , 

* i ' i*r^x:tdy')i^yxidy^;nxiy*-—yixiy')  i 

{yxdy;:^yydxy 


'$^xixJdy-~yyxxdxi^^  ■^yxxiJtd^ — y*xdxiy*  ^^dx*dy  — ixyydx*^^x^dy* 

^xdy^jydjpy^  - , , 

quae  redu^  dabit  ' 

I 

. y^x4xdiiy^—~*yyxfdxd^  A{~  •jyxxdx^^—m  ixyydxdy'^ 

- 

•\-^^dx'dy-^ixyydfc*dy^-—x^dy^~^^- ~0 

^ :V.  = 

feu 

• iy"^  dxd^fy  jyxdx<fy  (xxdy  ~\-~yydx) 

— 2yyxxdx^  {</»•-+-<6')  = -^y*dx*. 

2J4»  , QjMntitsttcs  eKpooemiales  ex  aeqiodone  eo* 
dem  modo,  quo  logaruhmi  per  di^rendadonem  tollun- 
tur. Si  enim  huit^odi  propodea  d^rk  ybi 

P & Q^fimfHonos  quascunque  . q)lanup  x 8cy  deno- 
tent ‘y  ea  aequatio  transmutari  poterit  in  hwc  kxiaritl^- 

cam  /P  ~ Qj  cuius  differendalis  eft  -»  = </Q  feu 

• • ^ . 1,  • , ■ ....i . ^ ., 

dPzzPdQ^  Nequ^obftat,  fi  quandtates  exponendales 
m^  fuerint  complicata»,  tura  ^m  fi*vna  differenta* 
do  non  fufficit,  duabus  pluribusue  negodum  abibluetur. 

Ii  a*^  ‘ I.  Sit 


O '</i  P ’V  T I "/X 

L Sit  > rr  , ^ — j multiplicetur  huius  fraj^onis 

, ' 

numerator  ac  denonunator  per  #*  cr^ue  . fzz 

• - vnde  fit 

— Z-4-1  a, 


t»»  — - — = — - & zxml. 

J—^T-  V.  >- 

• cuius  difilerentiak  eft  .. 
1 


yy 

n.,Sk  y=l'^~ 


, fiet  per  primam  difi^rentta- 


oonem 


atque 


^y=- 


_^e^-er^x  ^ — ^—2-' 


e* 


e~*  ’. 


dx 


e» 


_ dy-if-dx  , 


</jr 


dx-^dy 


-•  ' Sumto  ergo  </;r  conftante  erit  • 

' 29 y.  Simili  modo  quantitates  transcendentes  a .,dr- 
cido  pendentes  ex  aequatione  ' ope  difibrentiationis  tol- 
lenrar,  vti  ex  his  exemplis  intelligetor.  •' 

X 
a 


I.  Sit-j=.Afinii  erit-  •* 


. n.  , Sit  jt  ZZ  a cof  ~ f . erit  ,* 

. I 

y 

«-T 


^ t ^ ' Jt  r --  - 


l i 


a-it 


At 
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At  cum  fit' 
cof|  = 2j  erit  fin  2 = 

, quo  valore  ftibAituuo  habebitur 

^ £> iy^x-^xtjy)  V (aa  -~-'yy) 

« *”  axx  ” 

feu  xxdy~{ydx xdy)y  i^aa-^yy).  ' 

m.  Sit  j = j-H-acofjr,  erit  poft  difFcren- 
tiationem  primam  dyz=:mdxzo{x  — ndxfmxi  quae 
denuo  differentiata  po/ico  dx  conftente  dabit 

mdx*  finx ndx^  coCxy 

haec  alitem  per  primam  diuifa  dat 

ddy  . 

— zr  — dx*  feu  ddy  -^ydx*  = o , 

ex  qua  non  folum  finus  & cofinus,  fed  etiam  conflantes 
*»  & » euanuerunt. 

IV.  Sit  jr=fin/ar;  erit  Afinjf  = /x,  vnde  per 

differeomioneni  & = ^ ; qu«  fmn* 

• ^rads.dat  xxdy* —dx* —yydx* , haccque  po-  ' 
lito  dx  conflante  vlterius  diflerentiata  praebet, 

^xxdyddy  -f-«  2xdxdy*  ~ — a ydx*dy 

feu  xxddy-\~xdxdy^ydx*  zzo. 

. V.  Sit  erit  differentiando  ,..;j 

h'^ntat^fix Gaxnx  nae^^dx z(d£nxi  , : ; 

Ii  3 quae 
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CAPUT  JX 

quae  per  propo&tm-diuifa  dat: 

</7  cof».»;  • I 

AL  fll  J X ~ WwJf  •— p- BflX  COt 

J — fin»jr 

Erit  ergo  Acot(^^^  — -Quae  aequatio 

pofito  (f-x  conftante  differentiata  dat:  ^ 

, ndxdy* ny^xddy 

— „%yx  dx*~^  n*y^  dx* 3 mydxdy 

feu  (^m*~\-n'')y*dx* xmydxJyz=idy* yJdy. 

* ■ < 
Perf^cuum  igitur  eft , etiamli  in  aequatiwic  differen- 
dali  nullae  quantitates  transcendentes  infint , eam  tamen 
ex  aequatione  finita  oriri  potuifle,  quae  a quantitatibus 
transcendentibus  vteunque  fit  affefta.  _ 

> Quoniam  igitur  aequaoMies  (fif&rentiales  fiue 
primi  fiue  alrioris  gradus , quae  duas  varidriles  x & > 
continent,  ex  aequationibus  fimtis  oriuntur;  iis  <;tiara  re- 
latio inter  binas  iftas  variabiles  exprimimr.  Propofita 
fcilicet  aequatione  differentiali  quacunque  binas  variabi- 
les x & > compled ente , ea  fignificatur  certa  quaedam 
‘ relatio  inter' x & ^ qua  fit  fonOio  quaedaih  ipfius  x. 
Hinc  natura  aequationis  differentialis  pcripicitiir,  fi  loco 
y ea  ipfius  x fun£tio  aflignari  poter»,  quae  per  aequa- 
tionem illam  indicatur;  feu  quae  fit  ita  comparata,  vtfi 
ea  vbique  loco  jy,  eiusque  differentiale  loco  atque 
eius  altiora  differentialia  loco  ddy^  d^y^  8cc.  fiibftituan- 
tur,  aeqpatio  rcfultet  identica.  In  huhts  aucexn  iundHo- 

i nis 


f - 
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tiis  inue/Kgatione  veri^ur  calculus  integralis,  cuius  finis 
eo  tendit,  vt  propofita  aequatione  diffcrendali  quacunque, 
fun£Ko  ilb  ipfius  x,  cui  altera  variabilis  y eft  acqu^, 
definiatur ; feu  quod  eodem  redit , vt  aequatio  finita  in> 
veniatur,  qua  relatio  inter  x 8c  y contineatur. 

157.  Si  exempli  gratia  proponatur  aequatio  haec. 

ad  quam  liipra  §,288  peruenimus,  dusmodi  relatio  in* 
ter  X & ji  ea  definitur,  quae  fimul  hac  aequatione  finita 

9 

yy—^axzubht»  ^tmetor.  Cum. igkur  hinc  fit 

» 

jrjrrr  patet  y{ax-\-lie*') — ^ 

cam  effe  funflionem  ipfius  x,  cui  varidiilis  y vi  propo- 
fitae  aequationis,  diflerentialis  fit  aequalis.  Namque  fi  ia 

X 

aequatione  loco  yy^  hunc  valorem  ax-^hbt'*  & IqI 

' ~ hh  — * 

co  iydy  cius  difTerentiale  adx  — e*dx  fubftitua* 

(t 

mus,  orietur  aequado  identiCB r -t  ^ 

W *—  hh  — 

adx-\ e*dx~-adx—xdx e‘Jx-^xJx—~r, 

X ‘ a ■ ' — w., 

Sicque  patet  omnem  aequationem  (Cffoentialem  aeque 
ac  flutam  certam  relationem  kitcr  variabiles  x & ^ cx* 
hibere , quae  aiuein  fmc  fubfidio  cakuH  integralis  repe- 
riri  neqiieat. 

2^8. 


CAPUT  rz 


2J5 

398.  Quo  haec  faciKiu  intcDigantur,  ponamus  cog' 
nicam  eflc  eam  fun£Honcm  iplius  x,  quae  ipft  y vi  cu> 
iuscunquc  aequadonis  differennalis  Hue  primi  fiue  aldch 
ris  gradus,  conueniat ; Htque 

dy—pdx\  dp-^qdx'^  dq~rdx\  &c. 

atque  (i  in  aequatione  differentiale  dx  alTumtum  fit  con- 
flans, erit  ddy  zriitqdx*  , d^y~rdx^  ,' &C.  qui  valo- 
res  poflquam  in  aequatione  erunt  fubflitqti , ob  omnes 
eius  terminos  homogeneos,  difFerentialia  dx  per  diuifio-^ 
nem  euane&ent,  oriccurque  aequatio  fmitas  tantum  quan- 
titates X,  y,  p^  q,  r,  &c.  compleftens. . _Cum  igitur  ftit 
Ft  fi  ''y  quantitates  a natura  fim£lionis  y pendentes, 
aequatio  reuera  tantum  inter  duas  variabiles  x 8c  y fiib; 
fiflet ; ficque  viciflim  conflat , omni  aequatione  difleren- 
dali  certam  quantam  reladoncm  inter  variabiles  x & y 
determinari.  Quamobrem  fi  in  folutione  cuiusuis  pro- 
blematis ad  acquarionem  difTerendalem  inter  x Sc  y pet^ 
veniatur , per  eam  aeque  relado  inter  x 8c  y exprimi  ' 
cenfenda  efl,  ac  fi  ad  aequadonem  finitam  efTet  per- 
ventum. ..  -V 


399.  Hoc  igirar  modo  aequatio  quaeuis  difTeren^ 
tialis  ita  ad  formam  finitam  reduci  potefl,  vt  in  ea  non- 
nifi  quantitates  finitae  contineantur,  difiercndalia  autem 
feu  infinite  parua  prorfus  excedant.  Cum  enim  fit  y 
certa  fiin£lio  ipflus  x,  fi  ponatur 

dy—pdx\  dp~qdx\  dq-ZZrdx\  &C. 
quodcunque  differendale  fiierit  conflans  ceptum,  difieren- 

' da- 
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tialia  feciinda  & aldora  per  poteftates  ipfios  'dx  expri- 
mentur, quae  deinceps  per  diuifionem  penitus  tollentur. 
Vt  fi  proponeretur  haec  aequatio 

xyd^y  _f_  xxdyddy  4- yydxddy xydx*  ZZa  - , 

ip  qua  dx  ponitur  conftans;  &£lo 

dy  — pdx^  dp  zn  qdx^  8c  d^  ziz  rdx^ 
ea  abibit  in 

xyr  -1-  xxpq  -^yyq xyzzo, 

poftquam  fcilicet  tota  aequatio  per  dx'^  eft  diuifa.  Haec- 
que  aequatio  finita  relationem  inter  x 8c  y determinat. 

300,  Omnes  ergo  aequationes  differentiales,  cuius- 
cunque fint  ordinis,  his  fubfUtutionibus 

• ' 

dy-pdx-y  dpzzqdx-j  dq~rdx'^  &C. 

ad  meras  quantitates  finitas  reducuntur.  Atque  Ti  aequa- 
tio differentialis  fuerit  primi  ordinis,  ita  vt  differentialia 
prima  eam  tantum  ingredianrar,  per  iftam  redu£Honem 
praeter  variabiles  y & x infuper  quantitas  p introduce- 
tur. Sin  autem  aequatio  difTerentialis  fuerit  fecundi  or- 
dinis continens  differendalia  fecunda,  praeterea  quantitas 
; ; ac , fi  fyerit  differentialis  tertii  ordinis , introducetur 
infuper  quantitas  r,  ficque  porro.  Quoniam  igitur  hoc 
modo  difierentialia  prorfus  ex  calculo  exterminantur,  ra- 
tio illa  differentialis  conflantis  penitus  ceflat;  neque  am- 
plius, etiamfi  infint  quantitates  q,  r,  ex  differentialibus 
fecundis  oriundae,  opus  erit  indicare,  an  quodpiam  dif- 
ferendale  conftaos  fit  afiumtum.  Perinde  enim  eff,  vtrum 
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in  euolmione  aliqaod  diffcrendale  pro  labita  conftans 
llatuacur,  an  nuUuin. 

301.  Si  igitor  aeqnado  differendaEs  (ecnndi  vd 
ddoris  gradus  proponanir,  in  qua  nullum  dilferendale 
primum  conflans  ciTe  alTumram  perhibetur,  hoc  modo 
fbdm  explorari  poterit,  vtrum  ea  determinat«n  relatio* 
nem  inter  variabiles  x ^ y contineat,  nec  ne?  Quia 
enim  nullam  dilTerentiale  conflans  alTumitur,  in  arbitrio 
noftro  relinquitur,  quodnam  differentiale  conflans  pone* 
re  velimus;  hincque  tantum  erit  difpiciendum,  vtrum  di* 
verfis  diHerendalibus  conflantibus  pofids  aequatio  eandem 
relationem  inter  x 8i  y exhibeat.  Quodfi  non  eueniat^ 
certum  efl  fignum,  aequadonem  nullam  determinatam 
relationem  exprimere,  ideoque  in  folurionS  nullius  pro- 
blemati^ locum"  habere  pofle.  Tutidimus  autem  modus 
(imulque  facillimus  hoc  explorandi  erk  is  ipfe,  quem 
fupra  in  fimili  negotio  pro  expreflionibus  differendali- 
bos  altiorum  ordinum , num  fixos  habeant  fignificatus  ? 
dignofeendis  tradidimus. 

302.  Rpopofita  «igo  huinsmodi  aequarione  difieren- 
dali  fecundi  aldorisue  ordinis,  in  qua  nuDum  differenda- 
k conflatis  fit  pofitum , flatuatur  difierendale  dx  con- 
flans ; deinde  haec  aequado,  vd  fupra  de  expreffionibus 
differendalibus  oflendimus,  iterum  reducatur  ad  eiusmo- 
di  formam,  quae  nullum  differendale  conflans  fupponat, 

fbtuendo  fcilicec  ddy  ~ loco  ddy  j 


CAPUT  IZ 


«T9 

'ji-  ^ddxdiy  . ^dyddx*  dyd^x  , 

* / J' 

8cq. 

Qqo  ftSo  difpictatUTf  vmim  aeqriado  hoc  modo  refuJ- 
tans  conueniat  cum  aequadone  propodca ; quod  fl  eue- 
niat,  aequado  propofita  determinatam  relationem  inter 
K Sc  y comfd^etur ; fin  autem  fecus  accidat,  aequatio 
erit  vaga,  neq^ndefinitam  radonem  inter  variabiles  x y 
exprimet:  quemadmodum  hoc  iam  ante  flidus  efl  de-  . 
monft  ratum. 

303.  Sit,  quo  hoc  plenius  expTicemr,  haec  aequa- 
tio propofita,  quae  nullo  diflcrendali  conflante  pofito  re- 
perta eflc  perhibeatur. 

P ddx  — — J—  RaTjr*  ^dxdy  — Ti/j*  — 

Ponatur  dx  conflans,  atque  ea  transibit  in  hanc : 

Qddy  — Rdx^  — f—  Sdxdy  — j—  T dy*  ~ o , 

,Ex  hac  nunc  iterum  confldcrado  differendalis  confljmds 
exuatur,  modo  ante  praefcripto,  & obtinebitur: 

— ^^^y~\~^^**~\~^^^dy-\-Tdy*  ~o  , 

quae,  quoniam  a propofita  tantum  ratione  primi  termini 

difcrepat,  videndum  eft,  vtrum  fit  P n — . Quod 

fi  dt^ehendatoT)  aequado  propofita  fixam  reladonem  in- 
ter x & > exhibebit,  quae  per  regulas  in  calculo  inte- 
grali  tradendas  reperietur,  quodcunque  difierendale  pri- 

Kk  2 ' ' mum 


mum  conftens  accipiatur.  At,  G fieri  nequeat 
aequatio  propofita  erit  impofiSiilis. 


304.  Nifi  igitur  haec  propofita  aequatio: 

PJJx  -+-  QJJy  -h  R</x»  Tiy*  = o 

fit  abfurda,  necefle  eft  vt  fit  Pdx-\-  Qjyzzo^  quod 
duplici  modo  euenire  poteft:  vel  eniinaSu  erit 
Qdv 

P zr  — , fcu  aequatio  Pdx  Qdy  — o 


identica;  vel  erit  Pdx^Qdyzzo  ipfa  illa  aequatio 
differentialis  primi  gradus,  ex  cuius  differendatione  propo- 
fita eft  orta:  quo  poftcriore  cafu  aequatio  P</r-)-(^  — o 
congruet*  cum  propofita,  eandemque  reladonem  inter 
X Bc  y continebit,  ficque  fine  auxilio  calculi  integralis 
haec  relario  erui  poterit.  Cum  enim  fit  Pdx  co, 

erit  difterendando 

Pddx  — ^ddy  -4**  dPdx  «-l—  d^dy  ~ o , 
quae  ab.  aequatione  propofita  fubtra£^a  relinquet : ^ 

RJjr»  -^^dxdy-^Tdy*  —dPdx-\-  dQdy. 


Pdx 


Cum  autem  fit  dy  — — , differMdalia  prorfiis 

extingui  poterum,  nafceturquc  aequado  finita  inter  x 8c  y 
earum  relationem  indicans. 


305.  Ponamus  in  foludone  problemads  nuDo  difle* 
' reodali  conftante  alTumto  peruentum  efle  ad  hanc  ac- 
quadonem : 

x^ddx  -^xxyddy  -—yydx*  -4-  xxdy*^\-aadx*  ~ o. 

Erit 
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Erit  ei^go,  cum  aequationem  abfurdum  non  continere  con- 
. ftct : x^dx -^xxydy—o^  feu  xdx -\-ydy  ~o  \ 
cuius  diiferentiale  erit 

x^ddx  -4-  xxyddy  -f-  ^xxdx*  -4-  2xydx^  xx^  ~ o 

quae  aequatio  a propofita  fubtrafb  relinquit : 
»adx*—yydx^—^^xxdx'^—-‘2xydxdy~Oy  feu 
0adx  — • yydx  ^xxdx  — a xy  dy  ~o  , 

Cum  autem  (it 

~ o j erit  2xydy——xxxdx\ 
ideoque 

gsdx—yydx  — xxdx  ~o  fcu  yy~\—xx'^aa'^ 

quae  aequatio  veram  relationem  inter  x & y exprimit, 
iiquidem  ea  <|fhifentit  cum  differentiali  primum  inuenta 
xdx-^ydy  — o.  Qui  confenfus,  nifi  fe  manifeihfletv 
aequatio  propofita  pro  impolEbili  eflet  habenda;  cum 
autem  hoc  cafu  locum  habuerit,  aequationem  finitam 
xx-^yy-^aa  fine  calculo  integrali  elicere  licuit. 

306,  Vt  vero  edam  exemplum  aequadonis  unpos* 
fibilis  afferamus,  propofita  fic  haec  aequado : 

yyddx  xxddy-\- ydx*  — xdy^  -\-adxdy^Oy 

in  qua  nullum  difierendale  conflans  fit  aflumtum.  Fo- 
ret ergo  yy  dx  — xxdy  — o , ideoque  differendando 
yyddx  — xxddy  -4-  zydxdy  — ixdxdy  — o , 
quae  propofitae  aequalis  pofita  dabit : 
yJx* xdy*<-^adxdy  ZZ  »ydxdy~^  ixdxdy.  ^ 

Kk  3 Cum* 
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Cum  vero  fit  dyzzl^—  , cxtinguendis  difTcrentwli-, 
bus  obtinebitur : 

feu 

^ X*  XX  , XX  X 

x’— H—  a xy  “ 2xyy—^  *^xy 

quae  vtrum  cum  difierentiali  yydx — xjr</jfrro  con* 
^dat,  eam  difierentiando,  facile  patebit,  fiet  enim: 
^xxdx  — 'iyydyi-  axJy+  aydxz:z2yyJx-\-4xy^—2xx^—^xydx 

^yy  ~H  4-*y 


fcu  iy  — Vif_:±i!ii 

dx  syy 


4xy 


• ajfjr 


feu 


at  cx  illa  cft  ^ ~ ^ » ^®fetque  ci^o 

3 AT^  -H  -4“  — 3y*  -4-  ^^yy 

— 3>*  -4-  A^y^  — 4-y^j  •—■  3^^  _ 

^^y—~  JT-f-jr 

= 3 jr*  H-  xyy xxy 3 jf*  . 

Verum  ex  aequarione  finita  primum  inuenta  eft 

4xy  — y^  2 xyy 3 xxy jr\ 

quae  ab  ifia  fubcraf^  reHnquit: 

o — 2j,s  xyy  -}-  xxy  2X*  , 

quae  refoluitur  in  has : - 
0”^  — Acj  & 2yy -\-yx 2xx'^o. 

sN  d X 

Quarum  illa  yz:.x  quidem  cum  differentiali  dyzz.1-^  — 

confUre  potell,  at  vero  aequadoni  fioitae  prinaum  inuen- 
. we 
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tttc  adoerlatur,  niff  ftamatur  o,  vd  niff  vtraque  va- 
riabilis X 8c  j conftans  rbtaatur,  quo  quidem  cafu  ob 
dx  — o dyzzo  omnibus  aequationibus  diderentiali- 
bus  fidsiic,  aequa'tio  propoHca  fubilflere  nequit. 

307.  Gmiideremos  nunc  etiam  aequatk>nes  difTe* 
‘rcntiafestres  variabiles  x,  & a inuoluences,  quae  erunt 
vd  primi,  vel  fecundi,  vel  airioris  gradus.  Ad  quarum 
naturam  ftmtandam  notari  oportet,  aequadoaem  finitam 
tres  variabiles  compleflentem  determinare  relationem, 
quam  vnaquaeque  ad  binas  rdiquas  teneat ; definitur  er- 
go, qualis  fundio  fit  2 ipfarum  x 8c  y.  Quemadmodism 
igitur  aequatio  hoiusmodi  finita  refbluitur,  d reperiatur 
qualis  flm^o  ipfarum  x Sc  y loco  s lubflitui  debeat,  ve 
aequationi  fadsfiat,  ita  quoque  aequado^  differenrialis  tres 
variabiles  compledens  determinabit , qualis  fundio  vna 
fit  reliquarum;  isque  huiusmodi  aequationem  refoluifle 
cenfendus  efl , qui  indicauerit  eam  binarum  variabilium 
X y fimdionem,  quae  loco  ternae  s fubfHtuta  aequa- 
doni  farisfeciat,  feu  eam  idcnricam  reddat.  Aequario 
ergo  differendaUs  refohiitur,  fi  vel  fundio  qjfiirum  x & y 
valorem  ipfius  2 exhibens  definiatur,  vel  aequado  finita 
afiignetur,  qua  idem  debitus  ipfius  2 valor  exprimatur. 

308.  Quanquam  autem  omnis  aequatio  differenda- 
Us  duas  tMitum  variabiles  compledens,  femper  determi- 
natam reladonem  inter  eas  exprimit;  tamen  hoc  non 
femper  euenit  in  aequadonibus  difierenrialibus  trium  va- 

* riabilium.  Dantor  enim  eiusmodi  aequadones,  quibus 

pla- 
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plane  nullo  modo  &dsfieri  poterit , quaecungne  fiui£lk>  ' 
ipferum  X 8z  y 'm  locum  ipfius  » fubfticuatur.  Vti  li 
propofita  fuerit  haec  aequatio  %dy  :i:zydx  facile  patet, 
nullam  prorfus  dari  fundionem  ipfarum  x & y,  quae 
loco  a fubftituta  reddat  zdy—ydx^  diderentialia  enim 
dx  & dy  nullo  modo  exdnguentor.  Simili  modo  nppa- 
ret  nullam  dari  fimdionem  ipfarum  x 8c  quae  loco  y 
fubflituta  eideni  aequationi  latisfaciat.  Quaecunque  enim 
pro  y concipiamr  fiindio  ip&rum  & s , in  eius  diBe- 
rent^  dy  ineft  quod  quia  in  aequatione  non  inefl, 
defhni  non  poterit.  Hancobrem  nulla  aequatio  finita 
inter  Xj  y^  & z dari  potefl,  quae  aequationi  dificreo- 
riali  zdy~ydx  conucniat. 

309.  Hinc  aequationes  difTerendales  tres  variabiles 
continentes  difiribui  oportet  in  imaginarias  & reales. 
Huiusmodi  autem  aequatio  erit  imaginaria  feu  abfurda, 
cui  per  nullam  aequationem  finitam  fatisfieri  potefl,  cu< 
iusmodi  erat  illa  zdy  — ydx^  quam  modo  confidera- 
vimus.  Aequatio  autem  erit  realis,  cui  aequiualens  ae- 
quatio finita  exhiberi  potefl,  quod  euenit,  fi  vna  variabi- 
lis aequalis  fit  certae  cuipiam  fundioni  binarum  reliqua- 
rum. Coiusmodi  efi  haec  aequatio : 

zdy  .-\-ydz  ZZ  -1-  zdx  -f-  xdy 
congruit  enim  haec  cum  ifh  aequadone  finita: 
yzzzxz-\-xy  fitque  z ~ • 

Ifhid  ergo  difcrimen  inter  huiusmodi  aequadones  ima- 

gina- 
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ginarios  &r  realcs  diligentUTiihe  eft  obieruandum ; prao 
dpue  in  calculo  intcgrali,  quia  ridiculum  foret»  icuiu^ 
piam  aequationis  differentialis  velle  integralem , hoc  eft 
aequationem  hnitam  fadsfacientem  quaerere , quae  pla- 
ne nullam  habeat.  : 

310.  Primum  igitur  patet,  omnes  aequationes  dif- 
fcrentiales  trium  variabilium,  in  quibus  tantum  binarum 
differcntialia  occurrant,  efle  imaginarias  & abfurdas.  Po- 
namus enim  in  aequatione,  quae  contineat  variabilem  s» 
tantum  inefle  diderentialia  dr  & dy^  differentiale  autem 

prorfus  abefle ; , atque  manifeftum  erit  qaUam  exli^ 
Beri  polTe  funflionem  ipfarum  jc  & y,  quae  loco  s (ub- 
Ibtuta  aequationem  idendeam  producat  ; diderendalia 
enim  dx  & dy  nullo  modo  tollentur.  His  ergo  cafibus 
omnino  nulla  datur  aequatio  finita  fatisfaciens : nifi  forte 
eiusmodi  relado  inter  x 8c  y a/fignari  queat,  quae  quid- 
quid fit  2 fubfifiere  pofnt,>vd  fit  in  hac  aequatione: 
o dy  — zdx  z:z  y dy  — — x dx  , 

cui  fatisfacit  aequado'  y — x.  Facile  autem  inueftiga- 
tur,  quibus  cafibus  boc,  eueniat ," quaerendo  reladoncm 
inter  x 8c  y primo.fi  21=0,:  & tum.an  ifla  relatio  aO- 
quadoniipro  quocunque,  ipfius  2 vdore  Cirisfaciat.  j,.  .'-i 

I 1,  . > < ' > "X 

31 1.  Neque  vero  folum  aequatio  tres  variabiles  in- 
vpluens  efb.abfurda,  fi  duo  tahtiim  conrinet 'differential- 
lia,  fed  etiam- fi  in  ea  omnia  tria  difiereqdalia . occurr^n^ 
talj^  efle  poterit.  Quos  cafus  vt  cuoluamus , ponamus 

' ,, lT"  - * ‘ ■ p 
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P & e(Te  fiin£Hones  ipikrum  x & y tantam»  atque 
haberi  hanc  aequationem  ‘ 

d s ” P d X •— }—  ♦ 

quae  fi  non  eft  abfurda,  erit  * fun^o  quaepiam  ipfe- 
rom  X 8c  y,  cuius  differcndale  fit 

d%  ~ pdx  -4-  4fdy  , eritque  & Qj^  9 • 

At  fupra  demonftrauimus  pdx~^qdy  non  cfie  poflh 
difiCTendale  cuiosquam  fun^onis  ipiariun  x & y,  nili 

* denotante , vti  ante  allbmfimus 
diflercnrialc  ipfius  p pofita  Ibla  y variabili , per 

dy  diuifum,  atque  diffcrentiale  ipfius  f»  pofita 

fola  X variabili,  diuifum  per  dx.  Quocirca  aequado 
dz  —T  dx  ^ QJy  realis  efle  nequit,  nili  fit 

(f)  = (7S-  ' 

312.  Similis  omnino  erit  rado  huius  aequadoni$ 

I . d2t  zz  P dx  -1-  Q^y 

B Z denotet  fun£Honem  quamcunque  ipftis  » , P vero 
& Q^fint  fiin&iones  ^arum  x & y,  tertiam  variabilem  z 
non  compIe£^entes.  Vt  enim  Z aequalis  fieri  pofiit  fiinC' 

doni  ipfiurum  x & yy  nccclTe  eft  vt  Ik 

Ex  hoc  ergo  criterio  aequatio  (fifTerentialis  quaeque  prth 
pofita,  quae  quidem  in  hac  forma  generali 'contineatur» 

' - diiu* 
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dHodicari  poteft,  vtram  fit  re^s  an  abforda.  Sic  pate- 
bit hpc  aequationem  zd%Tlydx-^xdy  cflc  realcni, 

namob 

p=,  & 

Haec  vero  acquado  azdi—yydx-\-xxdy  eft  ab- 
furda,  fit  enim  (^=»>  & (^= 


ziaic  j 


qui 


valores  funt 'inaequales. 


. ^ 3x  3.  ,,Yc  autem  critfrom.  kd$me,^paten^  inneilige* 
mus,  fint  P,  & R fim£Hones  quaecunque  ipiarom 
X,  « i atque  oninis^  aequatio  difiarendolis  triiAn  va- 
riabilium , fiquidem  fit  'primi  gradus  , continebitur  in 

hac  forma:  ' 

Quories  ergo  haeq  aequadoeilrealis,  z aequabitur  func- 
tioni ' cuipiam  iplkrum ' x & > ; eiusque ' adeo ' differenda- 
le*  erit  hinus  fbmiae  dzz2pdx'-\- t^dy^  Quare  fi  iii 
aequitfohe  propofita  ifta  ftin£Ho  ipferum  !r  & y loco 
8t  'pdx  -^qdy  1qco'  </8  fubftituatur,  necefle  eft,  vt  pro- 
deat'aequado  idehdca'  o:r:ol  -Atque  cum  ex  ad^st*- 


riorie  proipiofita  fiaL*" 

fi  in  P,  Q,  & R valor  ille  loco  a fubftituatur,  neceiTe 

« - - y.  V i X- 


oft  vc  fiat 


1,  0.. 
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314.  Quoniam  vero  eft  ' ^ 

per  ante  demdnftrata  =:  Cum  i^tm 

fabftituto  loco  a ipfius  valorc  in  x & ^ fit 

" P iL  ' ‘ 

P ZZ  -R  « y ~ V,  , 

/'Ap\  r R^PH-  P^/R^ 


erit 


& 


\,dy^ 

r^\  _ c R-^QrtiQ^^ 

Kdx)  — V J 


ideoquc  habebitur  per  RR  multiplidmdo'  haec  aequatio ; 

I k - * 

vbi  denominatores  iterumr indicam,  in  diffe- 

rentialibus  numeratorum,  eam  folam  quantitatem  variabi- 
Jem  aflluni  debere , ’ cuius  diflerentialc  denominatorem 
'conftituit^,-,Haec  autem  diffcrentialia'  </P,  dQy  dR  'iiitc 
cognofci  non  poflunt,  quam  in  ipfis  quantitatibus  P,  Qj 
& R valor  debitus  loco  z fuerit  fubfHcutus,  qui  autem 
cum  fit  incognitus,  fcquenti  modo  erit  proccd^duop.  ' 

QS*®  P>.Q»  funt.^^ones  ipfaj^ 

y>  & V,  ponamus 

‘ * . . • ( * t 

dP  ~ a dx  •-i- ff  dji  y dz 
• dQj^  Sdx  -4-  tdy  -f-  ^d%  *' 

dK  ZZ^dx  -{~  idy  -{-  $dz 

' Vbi 
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vbi  y,  *>  deriotaflt  eas  fhn^nes,  quae  ex 
dificrentiatione  oriuntur.  Concipiamus  nunc  loco  % vbi- 
que  eius  valorem  in  jr  & ^ expreflum  fubiHtui,  & loco 
ponamus  valorem  pdx-\-qdy\  iietque  , 

</ P z=  C a -4- y;» ) -f- ( e -h  y f ) </j( 

‘ (J-4- ('“f" 

dK:ZZ(.ri-\-tp)dx  (^^-If-tq^dy  . ‘'  ' ' 


i”. Ex  his  ergo  valoribus  erit: 

■■■l  'Xf)  =e-4--w.  I - 

^ '316.  Cum  igitur  ad  realitatem  aequationis  requira- 
tur, vt  fit ; 

Kf)-«(f)=«CS)-«0. 


fiet  fi  inuenti  valores  fubftitnanrur : ' • 

P(®7+“*f  ) — RX^-|-y/) 

At  ante  inuenimus  efle  p zn  — p Sc  g — ^ 

-I  K . , , . R. 

qni.  v^res,  ,cura  difierentialia  non,  amplius  in  compt^ 
tum  veniant,  adhiberi  poterunt,  etiamfi  loco  a eius  va- 
lor  in  j:  & y non  CubiUtuatur.  Eritque  ergo 

'■  p«  — - Cb-  -^* 

'fcu  o = P(^r-«M^Q^n— yyH^R(8— 

3 Quia 
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Qaia  iQtem  quantitates  y,  9V.p«r  fliiikrti*' 

tjadonem  inaeniuntar , em  rupenon  aouadi  anodo  ad^ 

bibito : • ..  ! ■ . ^ I;'j 

Quae  proprietas , mfi  m aequatione  locum  habeat , ae« 
quado  non  erit  realis,  ^ed  mi^;inaria  & ablurda. 

317.  Quanquam  hanc , regulam . ex ! confideradone’ 
vac^lis  ft  elicuimus,  tamen  quia  omnes  quamkates  ae- 
que ingrediuntifr,'raanifcllxBn  eft7  & conlt- 

deradone,  eandem  exprelHonem  prodituram  fuilTe.  Pro- 
poltta  ergo  aequadone  diflerendali  prinif  gradus,  quae 
tres  varices  inuoluat^  quacui^ue,  ftarim  diiudiqui  po-'‘ 
ceirit  Wuid  ii^t  iri^  icd  itti^gihaitL  ''  Goffi^ate^ 'dnw' 
cum  hac  forma  gennidi : 

- : Qj/y  4-  R ^ » =£  o-.('  ; J '4 . 

s^que  qoaera^jjfidpB  huias,foamulae:  .. ; ' 

qui  (i  fuerit  =o,‘aequado  erit  realis,  fin  autem  non" 
fuei#\^  o^  qetriim' hbc  eft  aeqd^docidn;  efle 

intagbiii iani ^ ifeli ' abfardanfi.  ^ !“  tm» 

’ .ij  i3  . ur  ii4..{iil-  ai  loi 

318..  Aequatio  propofoa  per  diuUfoaem  'qu^ue 
iempCT  ad  hniusinodi  forrnam  r^uct  potefo{ ' 


:rt-5> 


p 4 

1 
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in  quam,  ct^  prior  abeat  fi  fiat  Rcsrt  Criteriom  fim- 


Quodes  enim  haec  exprefito  reoera  nihilo  aeqnaKs  repe* 
ricur,  toties  aequario  propofita  erit  reaUs;  fin  autem  con- 
trarium cueniat,  aequatio  erit  imaginaria.  Pofterius  qui- 
dem ex  iis,  quae  demonftraoimus , eft  certum ; de  prio- 
ri autem  adhuc  dubitari  poffit,  vtnun  aequado  femper 
realis,  quoties  quidem  hoc  criterium  id  indicat.  Quod 
cum  hoc  loco  pleniifimc  demonftrari  nequeat,  fcd  in  cal- 
culo demum  intcgrali  dcmonilradone  confirmari  pofiit, 
hic  tantum  id  affirmamus ; neque  autem  periculum  inde 
cft  metuendum,  fi  quis  tantisper  dc  eius  veritate  dubi- 
tare voluerit. 

319.  Ex  hoc  ergo  criterio  primam  patet , fi  tn  ae- 
quadone  -H  0^7 -H  o , 

fuerit  P fbn£Ho  ipfitB  ar,  Q^fnn£Ho  ipfius  & R fime^ 
do  ipfius  s tantum,  aequadonem  femper  fore  realem. 

Fit  enim 


ideoque  tota  exprefilo  cricerii  fponte  e 


320. 
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»7» 

310.  Si  fberit  vt  antit  P.ipfius  .*• , & •Q^ipfius  y 
fun£lio  tantum,  R autem  iunStio  q<iafcunque  ip&nun 
& s,  aequatio  crit,r«alis  fi  ^erit : 

Sic  fi  propofita . fuerit  haec  aequatio: 


0^  hic  cft 


idx  . a</y  •,  x*y^dz 

h — H ^ — =0- 

X ' y ' »• 


P=-  ; 0 = -^,  & .R  = 

yp  * «I#  ’ 


■jxxyy 
y.<S  I 


■ ( 


y 

j' 

(f)= 

"*  = Mecqueaequt-; 

tio  propofita  erit  realis.  ...  - j. 

3*1.  Si  fuerint  P St  Q^fimftiones  ipfarum  x & y^ 
at  R fiinflio  ipfius  s tantum,  ob 

(*)  = “ > (•X)=°  i (*)=°  *(7)='’- 

acqualio  erit  realis  ii  firerit  ' 'Haec 


eadem  vero  CQudirio  requiritur ,j  fi  Pdx  -f-  QVjirn,  de- 
beat elFe  difFcrcntiale  determinatum  , jfeu  ex  differentia- 
tione  r^niinjfliyn  fun3:ionis  finitae  ipfarum  x &.  jr.  ortum, 
f iucque  IHRhofi  fhpra  >§.  3 1 :i<  iam  obfenfauiiqus,  bequa- 


ao- 
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donem  /Z  Pijf -+- Q/j» » fi  Z fit  fim^o  ipfius  * 
tantum  at  P & Q,  fun£dones  ipfamm  x & jy » realem 

elTe  non  pofle,,nifi  fit  — (^3*  Ambo  «itcm 

Uti  cafus  inter  le  prorfus  comieniunt:  nam  loco  R</«^ 
fi  R efi  fun^o  ipfius  « tantum,  poni  potefi  </Z  exis* 
tente  Z ilmdtione  ipfius  ».  > . ■ ; ..i  .r.ri 


322.  Vt  hoc  cricerium  inuentum  exemplo  illaftre- 
inus,'  confideremus  hanc  aequationem : : 

(6xy*b $yz^)4ix~^(jx*yz  -^4X^)Jy 

-hC4**y*  ' — Sjrjya*)  </»  =r  o , ' 

qua  cum  forma  gcn(^^  comparata  fit:  , 

P =z6xjt»s— . 5^a*  j rr  i2xjfs— “ ^ 

Cx)  = 

Q=jx»jya  — '4Jfz^  (f^  — ioxyz — 48^  ; 

. . . . ^ 

' > ^ ///R  *'* 

. R = 4^’>» 6x)*\  ^ ^ 8 ryl 6y  »*  ; 


His  inuends  valopbiis  Kquado  iudidum  continens  ,erif 
- • " haec^  ■ ‘ 
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4- (-3X45f-^5jr8») 

-f.  ( j — 4**9)  (2  xjrjf  4- 

(4**JI* 6*7*9)  (2’*J»3——»9)t=:0  . 

Haec  aatem  expreflio  d euoluatur,  omnes  termini  a^ 
ie  mutuo  defhoiunt,  fitque  o=zo,  quod  indicat  aequa- 
tionem propoHtam  cffe  realem. 


^ • - 

333.  Quando  autem  expreiHo  hoc  modo  ex  crite^ 
rio  eruta  non  euanefcit,  tum 'id  iignum  eft  aequatio- 
nem propofitam  elTe  imaginariam.  Quoniam  vero  hoc 
pado  ex  criterio  aequatio  finita  inuenitur,  ea,  fi  quidem 
aequationi  differendi  conueniat,  fimul  reladonem  indi- 
cabit, quam  variabiles  inter  fe  tenent.  Atque  hoc  mo- 
do ii  caTus,  quorum  lupra  memlnimos  (310),  euolmm- 
cur.  Sit  enim  propofita  ifb  aequado : 

(*  — *)  *)  Jy  — Oy 


fiet  P=:» — j 


Qj=7— — » ; & R=zo, 


p»"»  (5)=‘-  * (^=— ’• 

Aequado  indicium  exhibens  fit 
‘ feu  *— *r=»— 7;  vndc  fit  yzzx. 


Quoniam  igitur  hk  cafu  euenit,  vc  aequado  yzi»  fimnl 
aequadoni  differendali  ladsfaciat,  dicendum  eft  propofi- 
uun  acquadonem  nO  aliud  fignificare,  nifi  cfle  yz=.x. 


1 
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334.  Proposita  ergo  aequatione  diilerentiali  eres 
variabiles  ooitttnente  : 

Pix  — Q^y  “H  R 2 “ o , 

eres  conltderandi  erunt  cafos  Tequences,  ad  quos  haec 
'aequatio  deducit : 

, - Primus  eft  fi  haec  expreflio  reuera  fit  = o , tumque 
aequatio  propofica  erit  realis.  Sin  autem  haec  aequa- 
tio finita  Don  fit  idendea  , tum  diipiciendom  efi’,  vtruni 
ea  aequationi  propofitae  latisfaciat:  quodfi  euenit,  habe- 
bitur aequatio  finita,  qui  efi  caT«  fecundus.  Tertius 
autem  cafus  locum  habet , fi  aequado  finita  cum  pro- 
pofita  differendali  fubfifiere  nequeat , atque  tum  aequa- 
do  propofita  erit  imaginaria:  neque  enim  vlla  aequado 
finita  exhiberi  poterit,  quae  ipfi  latisfaciat. 

33  f.  Cafus  primos  ac  terdus  per  fe  funt  'perfpi- 
cui,  fecundus  amem,  etfi  rariffime  occurrit,  probe  tamen 
notari  meretor : & cum  cius  exemplum . iam  fupra  in 
aequadone,  quae  duo. tantum  continet  differendalia,  ex- 


»7« 


C A P V T IIL 
Erit  ei^  : 


vnde  aequatio  finita  criterium  continens  euadet: 

» — X — 7 = 0»  fcu  »zzx-i-y 
fiibfiituanir  hic  valor  pro  a in  aequatitnie  dtficrcntiali 
fictqae  xdx  ^^xJy x (Jx -\~tfy)  ~ o j 

quae  aequatio , cum  Tit  idendca , iequitur  aequationem 
difTerentialem  nil  aliud  fignificarc,  nifi  »zzx-{-y. 

Quoniam  diximus  omnes  aequationes  difi^> 
rendales  primi  ordinis,  in  quibus  tres  variabiles  infunt 
contineri  in  hac  forma ; 
j,  P^jr -4- R</*=:o  ,, 

dabium  hic  nafia  poterit  circa  eas  aequatioaes,  in  qui> 
bns  difierendalia  prima  duas  jduresue  diinenfiones  cmi* 
(lituunt,  coiusmodi  efi  haec: 

P</jr»  -f-  QJy*  -1-  R</a*  = 

. sStixdy  -\~2'TJx<ii -i-ydxd» , 


Ve- 
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Veram  de  huiusmodi  fleqaarionibus  notaiMkun  eft , eas 
nallo  modo  reales^eilfe  pofIe  ; :nUi  hidieam  diuifores 
prioris  formae,  qui  pit^erea  aequaaones  fimpUces  cou* 
itimeoc.  Cum  enim  ex  hac  aequadone  dat : 


-T4Jr-V<^iV(/fr'»(T*:PR)+ a;^r<|^Y+RS)+/^*(:V* 

“T"  R ■" 


facfle  patet  % lun£Honi  cuipiam  ip&rum  x 8c  y,  ieu 
^huiumiodi  titprediom  • fui^-^fdy  ^aequaie.deri  nos 
poi|^  nid  quantitas  irrarionalis  cuadat  rationalis , quod 
eueniet  fi  fuerit : 

(T* — PR)  (V — QR)  = (TV4-  RS)» 

^ fctt 

„ _ PVV  4- aSTV-4-Q^TT 
s PCL — SST"^  * 

Nid  ergo  haec  aequatio  dnita  ipfa  aequationi  propodicae 
latisdiciat,  haec  erit  imaginaria. 


327.  Superedet  vt  in  hoc  Capite  quoque  aequa* . 
tiones  differendales  akiorum  ordiniun , quae  tres  varia*  • 
biles  compIe£luntur,  perpenderemus,  cafusque  dednire* 
mus,  quibus  eae  vel  reaks  vel  imaginariae  euadunt;  ve*  • 
rum  quia  criteria  nimis  derent  intricata,  hunc  laborem 
hic  praetermittimus,  praeferam,  cum  ex  iisdem  fonti* 

Mm  3 bus, 
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bus»  quos  hic  aperuiinus,  feqoadtur.  ...Cetetum  H 1A 
calculo  integrali  his  icriterits  erit  opus , cum  ea  facile 
erui  poterunt.  Ob  eandem  caufiun  hic  quoque  aet]^ 
dones,  quae  plures  variabiles  complefhmcur,  non  con- 
templamur, cum  fere  nunquam  occurrant,  atque,  ii  vn- 
quam  occurrerent,  ei^rincipiis  hic  traditis  fine  nego- 
tio examinari  pofient.  Quare  his  expofids  InfUtudoni 
Calculi  Difierendalis  hic  finem  imponimus  progrefluri  ad 
infignes  vfus  ofiendendos,  quos  ifte  calculus  cum  in  ipla 
Analyfi,  tum  in  Geometria  fiiblimion  affert. 


• ^ 
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INSTITUTIONUM 
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PARS  POSTERIOR 

CONTINENS 


VSUM  HUIUS  CALCULI  IN  ANALYSI 

FINITORUM,  NEC  NON  IN  DOCTRINA 
SERIERUM. 
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CAPUT  L 

DE  TRANSFORMATIONE 

SERIERUM. 


1. 

nobis  propoiltuin  fit  vfum  CalcuK  diffe- 
rentialis  tam  in  vniuer&  Andyfi , quam  ia 
doarina  de  feriebus  oftendere;  nonnulla  fub: 
fidia  ex  Algebra  communi,  quae  vulgo  trac- 
tari non  Iblent,  hic  erunt  repetenda.  Quae 
quamuis  maximam  partem  iam  in  Introdu£lione  fumus 
complexi,  tamen  quaedam  ibi  funt  praetermiffa,  vel  Au- 
dio quod  expediat  ea  tum  demum  explicari , qtundo  ne- 
cefiitas  id  exigat,  vel  quia  cun£ia,  quibus  opus  fit  futo- 
rum,  praeuideri  non  poterant.  Huc  pertinet  transforma- 
tio (erierum,  cui -hoc  Caput  deAinauimus,  qua  quaeuis 
(eries  in  innumerabiles  alias  feries  transmutatur,  quae  om- 
nes eandem  habeant  fummam  conununem ; ita  vt,  fi  fe- 
riei  propofitae  fumma  fit  cognita,  reliquae  feries  omnes 
fimul  fummari  queant.  Hoc  autem  capite  praemilTo,  eo 
vberius  do£hinam  ferierum  per  calculum  difrcreotialcin 
& integralem  amplificare  poterimus. 


a.  Confiderabinius  autem  potilHmum  eiusmodi  feries, 
quarum  finguli  termini  per  poteAates  luccefiiuas  quand* 
ifttis  cuiusdam  indeterminatae  fimt  multiplicaci ; qub- 
:.i  Nn  niam 


CAPUT  l 


niam  hac  latius  patent,  maioremque  vdlitatem  afferem. 

Sit  igitur  propofita  fequens  feries  genei^is,  cuius  lum- 
mam,  fiuc  fit  cognita  fiue  fccus,  ponamus  =S , fitque 

Sir  -4-&C. 

Ponatur  km  *■  = --4—  , & cum  fit  per  feries  infinitas 
X zzy  — y-H  - y-f* 

U»*-—  7J'^“4-&C. 

y 3y*~\-  «y  — — 3ij*-h&c. 

;r4  — y — 4>*  -f-  * °y  — aoj(»  -+-  3 5J'*  — 5 -f-  &C. 

&c. 

hi  valores  fubftituri , ferieque  fecundum  poteftatcs  ipfius 
y diipofita , dabunt 

— «y-f*  «j»’ — «y-f- 

—ai  -f-ji  — 4i 

<•  — 3r  y-tff 

</  41/ 

-h  e . 

3.  Quoniam  pofuimus  x =r  ; erit  ^ j 

quo  valore  loco  y fubftirato , feries  propofita 

S =:  flX  -H  ix*  -H  ex*  -4-  dx*  -f-  ex*  -f-  &c. 
transmutabitur  in  hanc : 

s=“- 

in 
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in  (pa  coefficicns  fecundi  termini  h — a eft  differentia 
.prima  ipfius  a ex  ferie  /i,  by  r,  &c.  quam  fupra  per 
A/i  expofuimus;  coefficiwis  tertir  termini  c— 
e(l  differenda  fecunda  coefficiens  quard  e(l  differen* 
da  tertia  &c.  Hinc  differendis  ipdus  a condnuis, 
quae  formantur  ex  ferie  « , i , Cy  dy  e , Sc<^ 
adhibendis  propodta  Series  transmutabitur,  in  hanc 


S z:  — a + ^ + 7-*  xv -h  &c. 

i-x  (i-x)*  (i-'*')’ 


cuius  ergo  feriei  fumma  habebicar^  fi  propodtae  fumma 
fuerit  cognita. 

4.  Si  igimr  feries  c,  d,  &c.  ita  fuerit  com- 
parata, vt  tandem  differendas  habeat  conflantes,  quod  eue- 
nit,  fi  eius  terminus  generalis  fuerit  fun£Ho  radonalis  i» 

tegra,  tum  feries  pofterior p 

tandem  habebit  terminos  euanefeentes,  ficque  eius  fum- 
ma per  expreflionem-  finitam  exhiberi  poterit  Ita  fi  fe- 
riei ay  hy  Cy  dy  &C.  differendae  primae  iam  fuerint 
conflantes,  tum  feriei  huius; 

ax  — hx*  —f—  cx*  — 1— i/x*  i-f-  &c. 


fumma  erit  = 


fi  a.  At  fi  Slius  fe- 


t X ' (i-x)» 

riei  coefHciendum  differendae  fecundae  fiant  conflantes, 
tum  ipfius  feriei  propofitae  erit 


La 


1 — X (j^xy~'’  ' (^-.*-x)* 

Nn  3 


Vnde 
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Vnde  fummae  buiusmodi  fcrierum  ex  differentiis  coeffi- 
cientium  facUe  inuenientur. 


I.  Quaeratur  fumma  huius  feriet  : 

IX  3X*  -4-  5x*  -4“  yx*  H-  -|-  &C, 

Difn.  a,  a,  a,  a,  &c. 

Cum  ergo  differentiae  primae  fint  conftantes,  ob  « i 
& A j “ a , erit  feriei  propofitae  fiimma 
X , 2XX  x-t-xx 


n.  Quaeratur  fumma  huius  feriei: 

I X -4- 4 XX -4- 5 X* -4- » s -4- # S "f- &C. 

Diff:L  3,  5>  7,  s>,  &c. 

pifr.n.  a>  »>  a»  &C, 

’ Quia  itaque  eft 

I 5 Art  — 3;  A*/jz:a; 
erit  feriei  propofftae  fumma 

X , ^xx  2X*  __X-4-XX 

ni.  Quaeratur  fumma  huius  feriei: 


S= 4^-4-i  5#-*-4-4o#'*-+-  8sa-*-4-i  J^a-*>4-  # 

DifF.I.  II,  a5,  4J,  71,  103 

Diff.n.  14,  ao>  3# 

Diff.UL  • 

Quia 
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Qda  eft 

*r=4;  A/imi ; • 14 j 

erit  fumma 

Q_  4Jf  I iixx  , 14X»  , €x* 

~~  i X (i-jr)»  (i-x)«  » 

fiue 

S—  4-*~ — ^Jr-r-|-4.rJ -y*  _ JrCl-f--yjr)  (4 x) 

(i x)*  ~ (1 jr)+ 


5.  Quanquam  hoc  modo  iftanun  ferienun  in  infi- 
nitum progrediendum  fummae  inueniuncur;  tamen  ex 
iisdem  principiis  hae  Series  quoque  ad  datum  quemuis 
terminum  fummari  poiTuot.  Propofita  enim  fit  haec  feries 


ox" , 


S~  nx  -f-  ix*  — £-jf^  -4“  “4“  . , . , . 

& qnaeramr  eius  fumma,  fi  in  infinitum  progrediacuTr 

qnaeerit  + 

Nimc  confiderentur  eiusdem  feriei  termini  poft  vldmum 
ox»  fequentes,  qui  fine 

pa:»+>  -I-  rjf»+5-4-  xjr»+4-f-  &c. 

cuius  feriei,.  fi  per  x»  diuidatur,  fumma ^vt  mte  inne- 
niri  poterit ; quae  rurfus  per  x»  muldplicata  erit 


jr»+« 


x"  + ^ . j:"+J 

^'P  “+~  &C. 


1 — x‘  • ii—xy''‘'~^{i—xy 
quae  fumma  fi  a tonus  feriei  in  infinitum  pnnrfnnatBf 


Nn  3 


fum- 
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28^ 

fununa  rubtrahatur,  remanebit  fumma  portionis  propo- 
iieae  qnaeiita:  S — ~ 

&C. 

L Quuratur  fttmma  huius  ferta  finitae, 

S = X X -t-  a X*  3 jr*  -J-  4x*  -4- -4-  «X* . 

Tam  horum  coeffidenrium , quam  terminum  vldmum 
fequendum  quaerantur  difiCTcntiae : 

I,  a»  3j  4»  I »-f-i , «-4-2, 

1,1,1  1 X,  Ii 

eritque 

4Z=x,  A«=x,  = 

unde  fumma  quaeHca  eTl: 

ieu 

£, 4r— (a-f- 1 )x»+t  -f.  nx*+* 

(IZZxp  • 


Q.  Quaeratur  fumna  huius  feriet  finitae. 

S=Z  xx>4-4f*  -4-9-»^  -4-x6x^  -f- 

InuefUgentur  primum  differentiae  hoc  modo: 


*>  4,  9,  xfi,  &c. 
3,  5.  7 

a»  a* 


(»4x)*,(«+3)*,C«+a)*,&c. 
a»-4-3,  a»-4-s 
» 

qui- 
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quibus  inaends  erit  fumma  quaeftta  S r=rr  ' 

(7^,  C3-(8»+3>-)+ 

feu  S = 

6.  Quodfi  autem  feries  propofita  non  elusmodi  ha- 
beat coefHcientes^  qui  tandem  ad  differentias  conflantes  * 
deducantur,  tum  transmutatio  hic  exhibita  nihil  confert 
ad  eius  iummam  determinandam.  Neque  vero  etiam 
ehis  ope  fumma  proxime  definiri  poterit  commocCus,  quam 
per  ip&m  feriei  propofitae  additiooem  fieri  licet.  Si  enim 

in  ferie  j4r-+-i4r*-f-cx*-)-</4f*-f- &c.  fuerit 
quo  folo  cafu  fummatio  proprie  fic  di£hi  locum  babere 
potefl>  erit  * ideoque  non  feries  minus  con- 

vergit quam  propofita.  Sin  autem  in  ferie  propofita  fue- 
rit x — i tum  nouac  feriei  omnes  pkne  termini  fiunt 
infiniti , quo  ergo  cafu  ifla  transmutatio  nullius  prorfos 
erit  vfus. 

7.  Confideremus  autem  feriem,  in  qua  %na  -f-  & — - 
altemadm  fe  excipiant,  quae  ex  {waecedente  deducetur 
ponendo  x n^atiuum.  Si  itaque  fuerit 

S — ox  ■—  -4**  rx3  — . -4-  rx*  — &c. 

cuius  feriei  negadua  oritur , fi  in  praecedente  flatua- 

tur 
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tur  X negaduoin.  Sumantur  ergo  vt  ante  differentiae 
A/i,  &c.  ex  ferie  coefficientium  a,  c,  d,  e,  &c. 

fi^s  ad  folas  ipfius  x poteftates  relatis,  atque  feries  pro- 
pofita  transformabitur  in  hanc : S 

JL  &c. 

1+x  (l+Jr)*  ^(l+Jr)3  (l+r)« 

vnde  perfpicitur  aequationem  propofitam  iisdem  cafibus 
fummari  polTe  quibus  praecedens.  Scilicet  fi  feries 
/7,  f,  </,  &C.  tandem  ad  differendas  conflantes  dedu- 
catur. * 

8.  Hoc  autem  cafu  ifta  trMisformario  commodam 
praebet  approximationem  ad  valorem  fcriei  propofitae : 

ax^—^hx*  -f-  cx*  dx*  -f-f  x» /jc« 

quantuscunque  enim  x fiieric  numerus,  fraftio  , fe- 
cundum cuius  poteftates  altera  feries  progreditur,  fit  vni- 
tate  minor : atque  fi  fit  zr  r , erit  - ■ ^ =:  f . Sin 


autem  fit  x<i  puta  ar= fiet 

ideoque  feries  per  transformarionem  inuenta  femper  ma- 
gis conuergit  quam  propofita.  Confideremus  imprimis 
cafum  , quo  jt  — i , qui  ad  feries  fummandas  ingens 
affert  lubfidium,  fitque 

S zz  « ^ ~h"  c — “ ^ “4“  * f “H  &c. 

ac  denotentur  differendae  primae,  fecundae  & fcquentes 
ipfius  <1,  quas  progreffio  a,  k,  c,  d,  e,  &c.  praebet 

per 
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per  A,  &C,  quibas  moemis  erit 

S tt  — j A j -t-  i — tV  V-i  H-  Scc. 
quae  nifi  a£hi  terminatur , fuminam  vero  proximani  &- 
tis  commode  exhibet. 

, Vfum  igitur  huius  vitinee  transmutatiom's,  qua 

fumfirnus,  jr  = I , in  aliquot  exemplis  oftendamus,  ac  pri- 
mo quidem  in  eiusmodi, ' quibus  vera  fumma  finite  ex- 
prinu  poteft.  Tales  funt  ieries  diuei^entes,  quibus  nu^ 
meri  <?,  &c.  tMdem^d  differendas  conflantes 

deducant,  quarum  fummae,  cum  recepto, huius  vocis 
fignificatu;  proprie ‘non  exhiberi  queant,  vocem  fumiMe 
hic  eo  fenfu,'  quem  lupra  tribuimus,  accipimus,  ita  vt 
■ denotet  valorem  exprefflonis' finitae,  ex  "cuius  euolutione 
propofita  feries  nafcatur. 

* * * 

' I.  Sitjghur  propojita  haec  feries  Leibnitzii  : 

S ~ I — — I I — I — I — I 

in  qua  cum  omnes  termini  fint  aequales,  fient  omnes  dif- 
ferendae n o,  ideoque  ob  a — erit  S ~ i . _ 

n.  Sit  projxffita  ijla  feries: 

I 2 -H  3 — 4 -H  J — -4-&C.  ; 

Diff.i=  I,  I,  I,  I,  I,  &c 

Cum  ergo  fit  a — i , C:^a~  i;  erit  S Z-  i — r J . 

III.  Sit  propofita  haec  feries : > 

S—i SH-S 7-4-9  — &C. 

Diff.  1=  2,  * 2,  2,  2,.:  _&C. 

Ob  a — i Sc  ^a  — i fitS=:i  — I = o.  / 

, .i  Oo  ‘ IV. 
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rV.  Sit  6dto  feriet  trigongUtm  fitimrorimt. 

S~r  — 3 -h  ^ — io'-|-xy  — 

Diff.i  = 3,  4,  5»'  &c. 

DifF.  2=  *,  .*>  *»  &c- 

Hic  ci^  ob  «mr,  &:  ^Aarii  j erit  . » 


V.  Sit  propofita  feries  quadratorum: 

S ~ I 4 -4—  9 — < 1 6^  -4—  2 J ■—  3 ^ "i™  &C. 

DifF.m  3,  5,  7,  5,  ,11,  &c. 

bifF.2=  2,  2,_  2,  2,..  &c. 

Ob  azzi',  — AA/»=:2;  erit  S zz:^— i-4-|zro. 

VI.  Sit  propojita  feries  biquadraterum : 

Srz  I — iff-H  8i  — 2jtf  H-62J  — 129<T-4-&c. 


Diff.izz: 

- »5, 

&5,  >7y,  3^5,  67* 

Diff.a  ZZ 

50, 

110,  194,  . 

DifF.  3 zz' 

ffo,  84,  *08 

Diff.4  = 

24,  24 

Erit  ci^  Szr 

4— V-4-V  — «-l-f4  =0. 

JO. 

Si  feries 

magis  dioergant  vti  geometriae  aiiae< 

que  (imiles,  eae  hoc  modo  ftadm  in  feriem  magis  con* 
vergentem  transmutantur,  quae  niii  adhuc  fatis  conner- 
gat,  eodem  modo  in  aliam  magis  conueigentem  con- 
vertetur. . - 

L St 
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l.  ^ prtptfita  haec  ftries  geometricae 
•■■  /S:3  *4-&c.  " • 

=:  r i,  4,  8,  &C. 

Diflflazz  I,  a,  4,  8,  &c. 

Diff!3  = 1,  2,  4,  &c. 

Cum  igitur  in  omnibus  differendis  primus  terminus  fit 
Summa  feriei  exprimetur  hoc  modo 

S = i i -f-  F - iV  -f”  TT tV  -f-  &C. 

Cuius  fumma  cft  = f , orittir  enim  ex  euoludone  frac* 

donis  , dum  propofita  oritur  ex  — ^ — . 

**T~  t 1 “4~  a 

n.  Sit  propofita  haec  feries  rf^rrens  : 

Sm — a-f-5— -ia-1-25)’ — 7o-+-ig5 — &c. 

S9  &c. 


Diffi  = 

h 3,  7,  »7»  41, 

Diff.azr 

*,  .4,  »4,  : 

Diff  3 ~ • 

a,  *4,  34 

Diff.4  = 

4»  ®»  ao  1 

DifF.  y zz 

4,  12  &C. 

D>K6Z= 

8 &C. 

&c. 


Continuarum  er^  differendanOT  rermini  primi  confti- 
tuunt  hanc  progreffionem  geometricam  geminatam : 

*»  *>  *>  *»  4>  4»  8>  8»  iff,  i6y  Scc, 
vnde  erit 

S = i i ■+■  f r—  x*T  -i”  “H  rir  &C. 

..  V Oo  a cum 
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cum  igitur  praeter  primum  terminum  reliqui  bini  fe  corh 
dnuo  deilruant,  erit  S = i . Oritor  autem  feries  propo* 

fita  ex  euoiutionc  fractionis  — ; — ^ vti  in 

cxpreffione  naturae  ferierom  recurrentium  offendimus. 


DI.  S/r  propojha  feries  kfpergeometrica : 

Sm  — a-f-s — a4-t-t2o— — 7ao-i-  5040— -&c. 
cuius  differendas  continuas  boc  modo  commodius  inues* 


tigabimus : 

Diffii.i'; 

Diff  a. 

Diff:  3. 

I 

' i 

f 3 

11 

a 

• »4 

. 54 

5 

»8 

78 

425 

24 

95 

504 

3215  &c. 

. - »20 

’5oo 

r 37*0 

27240 

720 

^ • 4320 

90950 

255320 

5040 

35280 

287280 

2555080 

40320 

322 f5o 

2943350 

352880 

■3*55920 

V 

3528800 

Quibus  differendis  vlterius  continuatis  erit: 

11  _ 

3*  " 

1458457 


a 4 


II 

16 


15587  , »48329 


255 


JI2 


1024 


4 


309  . g»»9 

54  128 

15019^31 


2048 


W89?45 

4096 


Col- 
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G)Iligamiir  duo  termini  inidales»  ericque  S ~ — h A 

. - 4 ■ 

I-  ,«3dftente  - .X-' 


8 i6  32  64  138 

Si  nunc  c^dem  modo  difierendae  capiantur,  enc 

i f , 99  , «15  4401  3^585 


• ii  J 4401  I 3658? 

3-»  a«*^3»  2*o"T-ai»  a«4  a‘« 

343^07  . .4o8<f«P5  . 

»*•  i*»  a*»  . 

CoICgantur  duo  termini  inidalcs,  quia  conuergunt,  Betquc 

A=-^H-B  exiftente 

2*  3*  3*.®  - 

cuius  ihier  (Merendis  denuo  Tumendis  det ; 

n __  ££ 4*9  , 5341  3438? 

® 2^  2 * * 2 > s 2*  * ' 2*  * 3*^ 

-L.i38M_.iZZi£?Z-i-&J  • 

2*'  3^°  W.W. 

CoQigancur  quatuor  termini  inidales  in  vnum  & ftatuatur 

( detqne  aliquot  terminis  a£ht  colligendis  proxime: 

Ex  his  ergo  tandem  concddde> 

tur  fumma  feriei  propofTtae:  5^1:0,40082038,  quae 
tamen  vix  vitra  tres  quatuonie  figuras  pro  accurata  ha- 

Oo  3 beri 
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Seri  poted  pb  nimiam  feriei  dinergendaii) ; efi  t^en 
cfcrte  lu(h)  mino^.‘‘'  .AJiahdfc  'cniih  Iniehi  falniif'ltiniiham 
ede  = 0,4036524077,  ybi  ue  vltima  quidem  nota  « 
vero  aberrat.  > - , • 

II.  Imprimis  autem  haec  transmutatio  ingentem 
adert  vtilitatem  ad  feries  iam  quidem,  fed  lofte 'conuer- 
gentes  in  alias,  quae  multo  prtHndos  comlergant;  trans- 
mutandas. Quoniam  vero  termini  fequentes  minores 
funt  quam  praecedentes,  diderentiae  primae  bunt  negati- 
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ita  innumerabiles  aliae  traasntutarfoftes  orientur,  fi  loco  ar 
aliae  fiinOiones  ipfiqsjr  fi;^b/jto8nqy.^  Sic  icentm  pron 
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nefcere  , vt  fit  S ~ ; ideoqiie  ob  x — y — yy^ 

erit  fumma  prioris  “i  — V(^  — x). 

Fiet  autem  ob  a 1 ; vt  fequitur 

4# 


-yy 


*=  1 = 


d-ZZ 


^•3  * 

a zr  2* 

4.6-  - 

1.3-5  t 

* = 5T578-*' 

4.5.8.10 

/=  4i=z 


4.6.8.10.12 
1.  3.  5- 7- '9. 

4.  <i.8-io,i2.i4 


I.  3.  5-  7-  9.  M . 

^^=132=  ■17  V ■ 2- 


&C. 


P.P 


vnde 


Digiti.^  by  Googie 


l/f. 

Mtmlis,  eoiumqiie  ^e> 


c 

l 


>280 
*3 


413527 

37788J 

347622 

32*846 

255633 


36042 

30263 

2J776 

22213 


DifTj.  1)1^4.  ^jyf.  y. 


4- 

— 

S779 

4487 

3J63 

1252 

524 

, . Ex  quibus  repentur 

' /10  — /*  I -H  /12  — 3 -f-  &c. 
0000  413527  36041  3775 


1252 


368 

iT' 


4 8 

“0^4851606.  . ’ . 

''  Hinc  valor  feriei  propofitac  erit 

* S=/2— /34-/4 — /y  4- &c.  = 0,0580601; 

cui  logarithmo  relpondet  numerus  1,253315. 

• •i  l' 

12.  Quemadmodum  has  transmutationes  obtinui- 
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ferk  numerorum  c,  </,  /,  &c.  ^ 

Ac  fi  fuerit: 

S — -+■  Ix'^  — f-  cx^  — f—  tx^  -4-  &c. 

pofito  ar  zr  =77—^7 ; J erit 

^ y(i-i-yy) 

s 

Sin  autem  fuerit ; 

Szlax  '—'bx^  -j-car* dx''  -\-fX> &C. 


y 

ponaturque  ar- 


ent 


“ V(i' — yy) ‘ 

? — /ly  ha.y^  — ^ a.y’’  — f-  &c. 

V(l yy) 

Qirodfi  ergo  feries  a,  b,  r,  d,  e,  &c.  tandem  ad  dif- 
ferendas conftantes  deducat,-  tum  vtraque  feries  abfolute 
fummari  poterit ; quae  fummatio  autem  quoque  ex  fu- 
periorit^  fequitur.  ’ , 

17,  Ponamus  coefficientes  a,  b,  c,  d,  &c.  con- 
ftitucre  hanc  feriem  1 , i , | , f,  f , &c.  crit- 
que , vri  fupra  iam  vidimus : t 

a — X 


A 2 

A /I  — - — 

3 

AI  2.4 

3-  S 

3-  5-  7 


&c. 


vnde- 
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I. 


vnde  ftquentcs  duas  feries  furmnabimusr 
Sk  S ~ Jf  -f-  J jr*  tI—  •j-*'*  •-+-  -&C; 

i*+“^  « '/.  ■ -y  i- 


Erk  'S  =:  i l 


Pofito  iam  kzz 
fiet 


yci-hny 


....  • > • vnde  erit  . . . 

AyU-+-}y)-hy')_  > » , , 2.4  T 2^.6  , , - 

^-hi)  “ -J'— 1-'’+ &=• 

.B.--Sit  S — Jt  — fJr3-+-fx» 

Erit  ' S ~ A tahg’^  . , Pofito  iam  x ~ 


! t 


Eet 


— yi)* 


s = A tang  y^—y  zzAfmyzzA  cofni— >j/). 
, Hancolirem  obtmebkur  ifta  fummario : 


"A  fin>  t 2.  , 


2.4 

3-5  •'  , 


2'4>5  , . „ 

+ &C. 


18.  PolTunt  quoque  loco  x fimaiories  transcenden- 
tes ipfius  y fubftitui , ficqne  funimationes  'aliae  inuentu 
difficiliores  «rui  j verumtamen  ne  feries,  iiouae  fiant  ni- 
mis perplexae,  eiusmodi  funaiones  eligi  debent,  quarum 
poteftates  facile  exhiberi  queartt ; quales  funt  quantkatcs 
exponendales^  fj.  Propofita  igitur  hac  ferie  i 

S:=  -f-c*3  jp.  d^x^'^tjis  -I-&C. 

Pp  3 po- 


30) 
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ponatur  x:r:e"jy,  denotante  e numerum,  coios  loga- 
rithmos  hyperbolicus  ' [ 

erit  x*zze*"Jy*  5 ar»  — J &c.  .. 

Generaliter  vero  eft,  vti  conftat: 


f ~ I “-J—  z -4“ 


+ 


-H&c. 


1*3  ■ 1.2.3  * 1.2.  3- 4 

Quare  feries  propoHta  in  hanc  transmutabitur : 

S “ ay-\-  i«0i’  ■+■«'» 

-4-  ty* -\-i  «ty^ -+- i Scc. 

-+“  O*  —j—  i n cy^  -4-  -4-  &C. 

-4-  J 8 Jjy»-4-  &c. 


' &C. 


' I.  Sit  feries  propofita  geometrica : 

„erit  5=^;;;^. 

Ponatur  iam 

« = -i;  vtfit  x-*-xy\  & S = 
reperietur  fumma  haec : 

_jL— J, i-y  Ly4^±yS^2Ly€  ^ Sco. 

ty-y~-^  2 6 24  . lao-' 

cuius  autan  fcriei  lex  non  perfpicitur. 

n.  Sint  in  altera  ferie  omnes  termini  praeter  priraunT 

q S 

— «tf:  c— — n*ai  i r~~— ~ — «*«: 

’ 2 ’ 3 


Z^o  f ent 


— «4/, 

f “ 8’a 

«4  ‘ 


/=■ 


29 

30 


»*«  } &c. 


Cum 
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■ Cum  ergo  (ii^ii^niina  'Sr:zr«y  j ; }&  , ar  — f ; fiet : 

> j:rjr  — -»x* >4--— a*4T*  — i—- 

*—  — «»x*  -I-  &c. 

30  ^ 

Quoniam  vero  in  his  feriebus  lex  progrefiTonis  non  eft 
manifefta,  fumniariones  cx  hac  fubffitutionc'  deduQac  pa- 
rum habent  volitatis.  ■ Praecipue  autem  notari  meren- 
tur transformationes  ex  iubftitudone  x ~ deriua- 
' ^ ' ! - 1±J 

tae , quippe  quae  non  fblum  eximias  fummariones , fed 
etiam  idoneos  modos  ad  funimas  ierierum  appropin- 
quandi fuppeditant.  His  eigo , quae  fine  cafculi  diffe- 
rentialis  ope  funt  expedita , praenufiis ad  tpfum  huius 
calculi  vfura  in  do^^a  ferierum  offendendum  progre- 
diamur. • ’ ■’ 


CAPUT 
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CAPUT  II 

DE  I^UESTIGAT/ONE  SESfERVM 

SVMMABILIVM. 

Si  Seriei , in  cuius  terminis  ineft  quandtas  ini^termi- 
oata  fununa  fuerit  cognita,  quae  vdque  erit  fime- 
tio  ipfius  ; tum  quicunque  yalor  ipfi  x tribuatur,  fe- 
fici  fumma  perpetuo  affigriari  poterit.  Quare  fi  loto  'li 
ponatur  x-^dx.,  ferici  rofultands  fun;una  erit  aequalis 
lUmmae  prioris,  vna  tum  ipfius  differendali:  vndefequi- 
?ur  fore  drfTerendak:  fummae  =z  differendali  feriei.  ■ 
vero  hoc  modo  tam  fumma,  quam  finguli  feriei  termini 
inukiplicad  erunt  per;  </,r  fii  vbique  ,p^,dx  xliuidatur) 
habebitur  noua  feries,  cuius  fumma  erit  cognita. , Simili 
modo  fi  haec  feries  cum  fua  fumma  denuo  differende- 
tur,  & vbique  per  dx  diuidacur,  noua  exoritur  feries 
rnm  fua  fumma:  ficque  ex  vha  ferie  fummabili  quan- 
titatem indeterminatam  a:  inuoluente,  per  continuam  dif- 
ferentiationem  iifflBn?^.^ . npuae  fei^^  pariter  fununa- 
biles  elicientur. 

20.  Quo  haec  clarius  pcrlpiciantur,  propofita  fit 
progrefllo  geometrica  Jndeterminata,  quippe  cuius  fum- 
ma  eft  cognita,  haec: 

— — I-t- A- -Hx»-4- AT* -f-jt'  -i- &C. 

1-AT 

: Si 
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Si  nunc  differ cAtiado  inffituatur,  erit; 

dx 

(l-x)*  — 2xdx  -f-  3Jf*</«-»-4jr*</x  -4-  $x*dx  -t-  &C. 
atque  diuiffone  per  dx  inftituta,  habebitur : 

h-4^3  JJ.4  -I-&C. 

Si  denuo  difiercndctur,  atque  per  dx  diuidatur,  prodibit; 
2 

(l-x)3  = * -+-  2.  34T  H-  3.4r*  4.  jjr’  -f-  y.  6x*  -+-  &c. 


feu 

1 

— I -f-  3Jr  6x*  -+-  ioar3«f-  ijj-4  2ijr*-t-5:c. 

vbi  coefficientcs  funt  numeri  trigonales.  Si  haec  porrt 
diffcrentietur,  atque  per  $dx  diuidatur,  obtinebitur: 

I _ 

— I -t-  4‘*‘  lOT*  -f-  2oxJ  -4-  3y  jr* 

cuius  coefficientcs  funt  numeri  pyramidales  primi.  Sic- 
que  vlterins  procedendo  oriuntur  eaedem  feries  quas 


ex  cuoludone  fra£Honis 


nafci  conflat. 


21.  Ladus  autem  patebit  haec  ferierum  inueftiga- 
do,  fi  antequam  quaeuis  differendado  fufeipiatur,  ipla 
feries  vna  cum  fumma  per  quamuis  ipfius  x poteffatem 
feu  functionem  multiplicetur.  Sic  cum  fit 

— = * -+-«•+•  -\-x*  H- Jf*  4-&C. 

multiplicetur  vbique  per  jt"»,  eritque 


#-30«  C A P V T 11 

nunc  differcntietur  haec  feries  j fietque  per  ix  diuifo: 

(w— 0^  -h(w^-OA- 

(i — xy 


m- 


-4“  (iw  — 2)  X " + • —j— (w -f- 3 ) J!' " + * “4” 
Diuidamr  nunc  per  x"-«,  habebitur: 

— (« — i)jr  >»  . 1 / I 

— i —— 1-  ; r-“  w 

(i — xy  i-x^ {i-xy 


-f-(iw-4-2)  X*  -4-  &c. 
multiplicetur  haec  antequam  noua  diffcrentiatio  fufci- 
piatur  per  2-«,  vt  fit 

— I—  Z^mx"-^(m-\-  i)x»+*-4-(w42)J'*“*"’-1-&C. 

i-x  (i~xy 

Nunc  inftituatur  differentiatio , & diuifo  per  dx  erit: 


I — X ^ 

^(Mr-4-i)(»-f-i)jr»-4-C«-f-a)(»-4-a)jr»-»->-f-&C. 
Diuifione  autem  per  iniUtuta,  fiet; 

mn  , (m-\~fi-\-i)x  2xx  

(i—xy  "^(i-x)3  — 

» » -4- (ot -f-i)  (»H-0  jr -f-(« -4- 2)  (»-4- 2) jr* -I- &C. 
ficque  vlterius  progredi  licebit : inuenientur  autem  per- 
petuo eaedem  feries,  quae  ex  euoludone  fra^onum  fum- 
mam  conftituendum  nafcunmr. 


22.  Quoniam  progreflionis  geometricae  primum  as- 
fumtae  fumma  ad  quemuis  terminum  vsque  alfignari 


po- 
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poteft,  hoc  modo  quoque  feries  (Jefinito  terminorum  mi< 
mero  conftantcs  fummabuntur.  Ica  cum  fit 

1 - jr""*-» 

-y—p- = -t- -+-X" 

erit  differentiadone  inftirata  & terminis  per  dx  diiufis: 

I (n-hi)x"-t->n'‘+f 

= -4-4^3  < 

Hinc  fnmmae  poteftatum  numerorum  naturalium  ad 
quemuis  terminum  inueniri  poterunt.  Multiplicetur 
enim  haec  feries  per  r,  vt  fiat: 

— =4f-+-ax’-»-3JrJ-+-  . . -+-HX» 

V*  ■*V 

quae  denuo  difierentiata  ac  per  dx  diuifa  dabit: 

iH-x 

= i-l-4jr-»-9j-®-+- 

quae  per  x multiplicata  dabit: 

~.r-|-4a'* -f-9*'®  H- 

quae  differentiata , per  dx  diuifa  ac  per  x multiplicata 
producet’  feriem  hanc : ' 


2x* 


27  x^ 


H- 


cuius  fumma  propterea  inuenictur.  Ex  hacque  fimili 
modo  fumma  biquadratorum  aldorumque  potefianun  in- 
definita eruetur.,..  : . 

Q.q  = 


23. 
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35.  Mediodus  igioir  haec  ad  omnes  feries  quanti- 
tatem indeterminatam  continentes  accommodari  poteil, 
quarum  quidem  fummae  confiam.  Cum  igitur  praeter 
geometricas  feries  recurremes  omnes  eadem  praeroga- 
tiua  gaudeant,  vt  non  folum  in  infinimm,  fed  etiam  ad 
quemuis  tenminum  fummari  queant;  ex  iis  quoque  hac 
methodo  innumerae  aliae  feries  fummabiles  inueniri  po- 
terunt. Quod  cum  opus  foret  maxime  diihifum,  fi  id 
perfequi  vellemus,  vnicum  cafum  perpendamus. 

Sit  fcilicet  propofita  haec  feries : 

X 

2a-’-4- 3X»-+-&C. 

quae  differentiata  ac  per  ix  diuifa  dabit : 

(7^;^^^m+2x-t-fix*-+-l2x3-+-2yx+-f-48x*-f-9Ur»-f&c. 

Facile  autem  patet  omnes  has  feries  hoc  modo  refultan- 
tes  fore  quoque  recurrentes , quarum  adeo  fummae  ev^ 
ipfarum  natura  inueniri  poterunt. 

34.  In  genere  igitur  fi  fcriei  cuiuspiam  in  hac  for- 
ma contentae: 

fumma  fuerit  cognita,  quam  ponamus  rr  S , eiusdem 
fcriei,  fi  finguli  termini  tingulatim  per  terminos  progres- 
tionis  arithmeticae  multiplicentur,  fumma  inueniri  poterie. 

Sit  enim 

S “ «X  -4-  ix*  f dx*  -4-  fx*  &c. 
multiplicetur  per  x*,  erit 

Sx“  ~ f X "+*  -f-  rx  -f.  dx  "+4  -f-  &c. 

dif- 
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diff^endetor  haec  aequado,  & diindatnr  per  Jx : 

-f- (ot_|_  3 ) f 4T«.+»_|_  gfC. 
diuidarar  per  eritque 


Quodft  ergo  huius  ieqoends  feriei  fuiruna  defideretur : ’ 
ow-f-(a-f-^,^ar*-t-(«-f-2g)faf3_j_  (a-f-^g) &c. 

muldplicetur  fuperior  per  S ac  ftaniatur  mg-hSzz  a 
r cy—  ■ S 

vt  ut  jw  — — g — j eritque  huius  lerlei  fumma 


e)S~H 


-gxdS. 


dx 


aj.  Poterit  edam  huius  leriei  propofitae  iumma 
imienirf,  fi  finguli  eius  termini  multiplicentur  per  termi- 
nos fcHei  fecundi  ordinis  fingulatim,  cuius  fcilicet  diffe- 
rendae demum  fecundae  fiat  conflantes.  Quoniam  enim 
iam  inuenimus. 

_ xdS 

. multiplicetur  per  *•»  , vt  fit 

r» 

»S  X"  H-- zr  (wH- 1 ) 1 ^ M-» -4_ 

differendetur  pofito  dx  conflante,  & per  dx  diuidamr : 

— c,— ^■+■^^8  

dx  : dx^  

Q.q  3 Di- 


JIO  C A ? V T Tl 

Oiuidatur  per  at*-*,  ac  multiplicatur  per  fit: 
(w-|— a-j- 1)  , kx'ddS  


mn 


kS 


Jx  dx*  — 

(»+  0C«+  i)kax-+im^2)(n-\-2)kbx'^-^-(m-^  3)C”+  + &C. 

Comparetur  nunc  haec  feries  cum  ifta: 


ent : 

^a-4—  kzz.tt 

i^laa— 1—2^OT—|— 2 ^w-4~  4^  — * ~H  ^ 
kmn-\-‘ikm^'jkn~\~9k—a~\-2S-\-']/ 


DifF.  I. 


2^ 

Ergo  kzziVi  & — y — 3; 


« 


2« 


2^ 


atque 
_ 2 (« — e-4-y) 


•s  ■ 


Diff2. 

ikzzy 


y . - y 

Hinc  fumma  feriei  queefita  erit : 

2«.  Simili  modo  luinma  reperiri  poterit  feriei  huius 
Aa  -4-  B^AC  •+•  CfA'*  -4-  Tidx^  -4-  -f-  &C. 

fi  quidem  cognita  fuerit  fiimma  S feriei  huius : 

S rz  fl  H-  -I-  CX*  -4-  dx^  -4-  ex*  -4- /Af*  -t-  &c. 

r 

atque  A,  B,  C,  D,  &c.  confHtuant  fcriem , quae  ad 
dificrentias  confiantes  deducimr.  Fingatur  enim  fumma, 
quoniam  eius  forma  ex  antecedentibus  colligitur,  haec 

C*-</S  yx*ddS  Sx^d^S  tx*d*S  „ 

-4-  — -4- -4- -4-  Sec. 

dx  2dx*  idx^ t^dx*  < 

‘ ' ■ . j Nunc 
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Ntmc  ad  Iktens  a,  S,  y,  i,  &c.  inittbkadas  euot 
vatuur  (ingulae  &ries,  eritque: 

«S  acx*  •+■  tt/fx^  H~  »ex*-H&C. 


vt,4' 

yx^JJS 

, ter*  - ■“ 
ArV^S  EL 
6Jx*  ~~ 
tx*d*S 


S tx^iScx^ 
■ ycx* 


iSJx^  -^-4Sex*  H-  &c. 

y 1-. 

Sydx*^  -t-Syex*  -h  Sx.^ 
idx^  -^^ex*  -H  &C. 

• ex^-i~8K, 


24dx^ 

quae  flmut  (bmtae  comparentur  cum  propoOta  r 
Z ~ A.a  -+-  ^hx  -V-  Cfdf*  -j— D</jr*  -+-  Ef^r^  -+-  &c. 
fietque  comparatione  (lugulorum  terminorum  ; 

«zi  A 

e = B — a = F— A 
y“C  — aC  — «nC  — aB-f-A 
A = D— 37 — 5S — a=D — sCh-sB — A 
&&. 

His  igitur  valoribus  inuends  erk  iumma  quaeiita ; 

~A)xdS  (C — 2B-t-A);rV^S 
^dx  i.zdx^  , 

(D — ?C-i-3B — A)x^d^S 

1.2.  Sdx» ^ 

feu  fi  feriei  A , B , C , D , E , &c.  ^ficrentiae  con- 
tinuae more  confueco  jndiccnnir , erk. 


Z = AS-+-? 


Z = 
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}ia 

Z = AS-+- 


LAjcdS  A*Ajf5</^S 


8cc. 


idx  1.2  dx*  i.z.^dx^ 

. n quidem  fuerit  vti  alTumnmus : 
S^n-i-hx-^cx*  -^dx^  -+■  ex*  -hA*  &a 

Si  ergo  feries  A,  B,  C,  D,  &c.  tandem  habeat  diffe- 
rendas conffamas,  fumma  feriei  Z finite  exprimi  pote^' 

s7.  Quia  fumto  r pro  munero , cuius  logarithmus 
hypcrbolicus  eft  ^ i , cft : 

1 l-^c. 

i.a.3.4.5 

fumatur  haec  feries  pro  priori,  & emn  (k 
S "Zi  f*  «rit 

dx  — ' 

'4  = &C. 

dx^ 

^lare  huius  feriei,  quae  ex  illa  & hac  A,  B,  C,  D,  &c. 
•omponitur; 

Ejc4 


x X 

h 

I 


-f- H 

1.2  1.2.3  r*a>3-4 


Bar  Cr*  Djt* 

A -f-  — 

^ I 1.2  1.2.3 


( 


A-4- 


2 -4-  — • 
l 


1.2.  3.4 

ftimma  hoc  modo  ejqirimetur: 

xAA  xx^*A  x*l^*A 

H 1 1 

t 1.2  1.2.3  1.2.J.4 

Sic  fi  proponatur  haec  feries : 

lox*  ijx^  26x*  _ 37'*'* 


•&C. 


1.2 


-+■ 


-+- 


1.2.3  1. 2-3.4  i«2.3.4.$ 


&C.) 


&c. 

Ob 
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Ob  feriem  A,  B,  C,  O,  E,  6cc. 
.erit  A =13,  5,  IO,  17,  36  &c. 
AA=:  3,  5,  7,  9,  &C. 

A*A  =i  a.  2,  2 &C. 

ait  huius  ferei: 
lojr*  17X? 


313 


2SX*  , _ 

h &c. 

24 


2 ■ 5 

lumma  =I  ^*(i-|-x)(3-|-jr): 

quod  quidem  iponte  patet.  enim 


1 2JC  , 

2X3 

.1  2^’ 

xxe*  “ 

2 — 

4 - 

6 

3X3 

24 

XX  -f- 

‘ a 

I 

^ <s 

X* 

+ T 

^»(3  + 33-f.rjr)i=3  + y^+  ■ 

torx  , 

17x3 

, 26x* 

“3  ^ 

6 

34 

SCG. 

&c. 

&c. 


&C. 


28.  Quae  ha£lenus  flint  tradita  non  Iblum  ad  fe- 
ries in  infinitum  excurrentes  fpe£bnc,  fed  etiam  ad  fum- 
mas  quotcunque  terminorum:  coefficientes  enim  /r, 
c,  </,  &c.  vel  in  infinitum  progredi,  vel  vbicunque  li- 
buerit abrumpi  poflunt.  Verum  cum  hoc  non  egeat 
vberiori  explicatione,  quae  ex  haffenus  allatis  fequuntur, 
accuratius  perpendamus.  Propofita  ergo  quacunque  fe- 
rie , cuius  (inguli  termini  duobus  confient  fa£ioribos, 
quorum  alteri  feriem  ad  differentias  codClantes  deducen- 

■ Rr  tem 

i 
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tcm  conftituant , huius  fcrici  funima  poterit  affignari ; 
dummodo  omifHs  iiUs  fa£loribus , feries  fuerit  fumma- 
bilis.  Scilicet  6 propofita  fit  ifla  feries 

in  qua  quantitates  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  eiosmodi  fe- 
riem  conftituant,  quae  tandem  ad  differentias  conflantes 
perducatur  j tum  illius  feriei  fumma  exhiberi  poterit, 
dummodo  habeatur  fumma  S huius  feriei 


Szz  a “4“  rx*  -f-  -f—  ex  * -f-  &c. 

Sumtis  enim  ex  progreflione  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  diffe- 
rentiis continuis , vti  initio  huius  libri  oflendimus : 

A , B , C , D , E , F &c. 

A A,  AB,  AC,  AD,  A E &c. 

A*A,  A*B,  A*C,  A»D  &c. 

■ A3A,  A3B,  A3C  &c.  - 

. ...  A«A,  A^B,  &c.  . 

A^A,  &c. 

&c. 


erit  feriei  propofitae  fiimma  : 
2-SA-4-^AA-+-^A.A-1-,-^,  A3A-1-&C. 
polito  in  altioribus  iplius  S diffcrentialibus  Ix  conflante. 


29.  Si  igitur  feries  A,  B,  C,  D,  &c.  nunquam 
ad  differentias  conflantes  deducat,  fumma  feriei  Z per 
nouan?  feriem  infinitam  exprimetor,  quae  interdum  ma- 
gis 
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gis  conuerget  quam  propofita ; (icque  ifta  feries  in  aliam 
(ibi  aequalem  transformabitur.  Sit  ad  hoc  declarandum 
propofita  haec  feries : 

Y = .y  ^ -h  &c. 

quam  confiat  exprimere  «a  vt  fit  Y-=z-l(i-y). 

Diuidatur  haec  feries  per  7,  & fiatuatur  y=zx^  & 
Y=yZ,  vt  fit  Z=-^/(i — y)=, — l/(i — X), 


ent 


-h^&c. 


S ir  !• 


quae  comparata  cum  ifia: 

=T-i-  . 

• I-X  ’ 


dabit  pro  ferie  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  hgs  valores: 


* » 
I 


i-  1 1 * 

8 » 3 ’ 4 ’ 5 

^ l_ l_ l_ 

t.a’  a.3*  3.4’  4.f 

3. 8 I.  a I.  a 
'•»•3’  a-3*4  ’ 3-4-S 

i.a.3  1.2.3 

i.a.3.4’  a-3-4-f 

&c. 

Erit  ergo  A = i ; HA=-i  ; A»A=f ; A3A=-i  &c. 

Rr  a ' Porro 
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Porro  cum  fit  S =:  — * j » 


JS  __ 

I 

dx 

(i-x)* 

dd%  _ 

I 

j.zdx* 

ii-xy 

<PS  _ 

I 

i.2.3</r* 

&c. 

Qufljus  valoribus  fubfHtuds  orietur  fumma  : Z 

I * I +&C. 

Cum  ergo  fit  xzzyt  & Y = — /(i — y):z:j'Z; 

erit 

quae  feries  vtiqiie  exprimit 
cuius  adeo  veritas  per  ante  demonfirata  confiat. 


30.  Propofita  nunc  fit  ifia  feries,  vt  etiam  vfus 
pateat,  fi  potefiates  tantum  impares  occurrant,  & figna 
alternentur.  » 


Y 


ex  qua  confiat  efie 


*,r  1 

— h &c. 

II 


Yzz  A tang>. 

Di- 
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Diuidarar  haec  feriei  per  >,  & ponatur  — = Z, 
& yy:zix  \ erit : 

Z = I — ; — h&c. 

'3  5 7 9 ” 


quae  fi  comparetur  cum  ifta: 

Szri— — &c.  fiet  S — > 

& feries  coefficientium  A,  B,  C,  D,  &c.  fiet: 

I I 


A =r 


- &c. 


9. 


A A * 2 ^ 

3’  3-5’  5-7’  7-9 


A»A  = 

. ^-4  . 

3-5  ’ 3-5.7  ’ 

2.4^_  J 

- 3-5.7’  3. 

2,4. 6.8 

3- 5.7.9^ 

&C. 

a. 4 


2.4.« 


3-5.7-9 


At  cum  fit  S =: 
dS  __ 

idx 

ddS 


i.idx* 

d»S 


i-4-;c  » 
I 

I 

(T^ 

I 


ent 


i.2.^dx\  (i+Jf)*  &c, 

R r 3 


Qha- 
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Quare  fubftitutis  his  valoribus  fiet  forma  Z = 


4- 


2 X 


4- 


4 


2.  4.  6 Jf5 


+-&C. 


i+x  ' 3Ci-+-2r)»  ' 3.j(i-4_jr)3^3.j.7(i_f-a-)4 

ReiHoito  ergo  ~yy ; & per  y multiplicato  fiet : 
Y ~ A tang  y zzzz 

y . a , 2.  4 J»*  , 2.  4.  € yf 


i+J3'^3(»'4-4y)*  3-5-7(i-4-t)9') 


-t*e. 

1^ 


31.  Potefl  quoque  fuperior  feries,  qua  arcus  cir- 
culi per  tangentem  exprimitur , alio  modo  transmutari, 
eam  comparando  cum  ferie  logarithmica. 

Confideremus  nempe  feriera 

Z“i-— — H h&c. 

3 J 7 9 II 

quam  comparemus  cum  hac : 

p I X ^ XX  jr*  , jr:*  „ 

S = -_ 

= 7 — 

atque  valores  litteramm  A,  B,  C,  D,  &c.  erunt 


A= 

t 


t^Azz 


2 

7 


4 

s 


£ 

7 


- : &c. 


+2 

3-5 


4a 

5-7 


ii 

7.5 


&c. 


Zi»A  = 
/^iA  = 


-2.4.  -2.4.  -2.4. 


3.5  ' 3 J-7 

2- 4-g  . 

3- S-7  ’ 


&c. 


S-7-9 


&C. 


De 
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Deinde  cum  fit  S = — -i  / (i-4- jt)  ; erit 

^ i___ 

l^X  2(l-i-4r) 

ddS  . i_ 

i.idx*  ” 

d^S  i_  _ 

i.2.^dx^  6(i— 

__  I 

1.3. 3.4  dx^  8(i-l— ■*■)* 

&c. 

Erit  igitur  SAz^S. ym:  &cx  reliquis  fiet : 


Z=i- 


2XX 


2upr3 


— &c. 


Ponatur  nunc  x~yy,  & multiplicetur  per  y fiet : 
Y ir:  A tang  y 


3Jf* 


2.4^^ 


3(^-hyy)  3-5(^-hyyy  3-5-7(i-+-yyy 


-&C. 


Haec  ei^  transmutatio  non  impediebatur  termino  infi- 

nito  — , qui  in  fel^n  S ingrediebatur.  Sin  autem  cui 

fuperfit  dubium,  is  tantum  fingulos  terminos  praeter  pri- 
mum fecundum  poteftates  ipfius  y in  feries  refoluat, 
atque  deprehendet  a£hi  feriem  primum  propofitam  re- 
fultare. 
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32.  Ha^enus  eiusmodi  tantum  feries  fiunus  con- 
templati, in  quibus  omnes  poteftates  variabilis  occurrunt. 
Nunc  igftur  ad  alias  feries  progrediamur,  quae  in  fin- 
gulis  terminis  eandem  poteflatem  ipHus  variabilis  com- 
plebantur, cuiusmodi  eil  haec : 


S=-“ 

a-\~x 


b-\-x 


• -\-x  ' </— 1— Jf 


&c. 


Huius  enim  feriei  H fumma  S fuerit,  cognita  ac  per 
funbionem  quampiam  ipiius  x exprimatur , erit  diHe- 
rentiando  ac  per  —dx  diuidendo: 

-L I -L 

dx  ”■  ^ CH-»-)*  (d-^xy 

Si  haec  vlterius  differendetur , atque  per  —zdx  diuida- 
tur,  cognofcetur  feries  cuborum : 
ddS I ^ I ■ I ■ r 

haecque  denuo  differentiata , atque  per  — 3 </x  diuiia 
dabit : 

— » I ^ t ^ 

6dx^~  (rt-t-x)*  ' ' (r-f-x)*'  ’ 

Similique  modo  omnium  fequendum  poteffatum  fum- 
mae  reperientur , dummodo  fumnA.  feriei  primae  fue- 
rit cognita. 


33.  Huiusmodi  autem  feries  frabionum  quantita- 
tem indeterminatam  inuoluentes  liipra  in  introdubione 
elicuimus,  vbi  offendimus,  fi  circuli,  cuius  radius  ~i, 
femiperipheria  ftatuatur  fore 

5T 
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jai 


I 


t 

* ^.1  IM  t 

a—m 


--  I 


»fin  — T 


in—m 

* 

3-Cof  — T 
^ n 

» fin 


“V“  ~H  — — — 8cc. 
ittfnt  zn—m 


_* * ^ E 

a+OT  2»-«»  2»+JW  3«-«». 


&c. 


m n—m'  n-^nt  an—m 

Cum  igitur  pro  » & « numeros  quoscunque  aiTumere 
liceat,  ftatuamus  »~i,  & w — x;  vt  obtineamus  feries 
illi  quam  in  §.  praec.  propofueramus  fimilesj  hoc  iafto 
erit : 

T 


1 — X 


GtlTX 
I I 

I-f-AT  3—X 

X cof  *■  X 


_!_  + JL 

af»  3— 


1 — X 


Hn  XX 
I I 

l+X  2— X 


I 

2+X 


T 

3-x 


&C. 


8cc. 


Per  dificrentiationes  ergo  fummae  quarumuis  poteftatum 
cx  his  fra£Honibus  oriundarum  exhiberi  poterunt. 

34*  Confideremus  feriem  priorem,  fitque  breuita- 
tis  gratia  ~ S , cuius  differentiaUa  altiora  ca- 

piantur pofito  </x  conflante : eritque 
. V S s 


S = 


# 
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S = — H = 

X I X 

I I 

A 

1 X 

I 

A 

3 X 

4_  ■ 

I 

— &c. 

dx  XX  (i— jt}* 

_ I I . 

ii+xy 

1 

^(2-xy 

I. 

^(2ixy 
? 

• 

1 f 

<xC. 

— &c. 

2dx^  X^  {l—xy 

-J3S  _ r I 

U+^y 

I 

(a-x)J 

_i 

^(2fx)3 

i . * 

^C3-x)2 

1 

6dx^  X'*  (i—x)* 

'/"S  _ * . * 

I 

^(2-xy 

1 

(2+x)^  (3-X)  + 

1 ' 1 ' 

— OcC. 
J^/% 

2^dx*  X^^^(l-x)^ 

-</*S I I 

I 

(2-xy 
^ ? 

(2+^)*  (3-^)* 

* * 

““OCC. 

I20dx^~~x’’ 

^(2-xy 

&c. 

^(2+x)« 

(3-x)' 

occ. 

• vbi  notandum  eft  in  poteftatibus  paribus  iigna  eandem 
fequi  legeqi  ,*  pariterque  in  imparibus  eandem  legem 
• (ignorum  obferuari.  Omnium  ergo  iftarum  ■ ferierum 
fummae  inueniencur  ex  differcnciaiibus  expredionis 

S — - 

fulTTx' 

3j.  Ad  Diffcrentialia  haec  fimplicius  exprimenda 
ponamus  fmirx—p  8c  coCvx  — 
erit  dp  “ d X cof  x x zz  9 q d x ^ 

& dq~itpdx.  Cum  ergo  fit 

S = 
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S : 

•*</S 

~dT- 

dx* 
dx^  ■ 
dx^>  • 


idsj 

dx* 


d*S 

dx” 


dx^ 


l*L 

dx* 


CA  P V T II. 
eric 


?aj 


jr 

■ P 

■ *v 

■ f 

P* 

vcl  = »-^C^*~4-^8?*-4-0 
/»* 

vel  = 

, r ^Zi*^ -4- iii^  _j_  £li£l  >4_  £i^ 

V p*  pJ 

f" 

._ri/'y040?^  , I092Of*  , 72ff(S^*  , I38fA 

K—p — ^—p — ' — p — ^~p~J 

» 5T®  • 

vcl  = ^C?^-t-'S43?*-4“3i”f*  + *38jf) 

-.»^4032o^*  , loogoof*  I 83^^4^*  i 245^8f*x*38  A 
' \ T p7  ^ p*  ^ p*  ^ p J 

&0. 


P'  pp 

/>• 


Ss  s 


Quae 


Digitized  by  Googie 


> 


3*4 


CAPUT  II. 


dx"- 


Quae  expreHiones  facile  vlterius  quousque  libuerit  con- 
tinuari polTunt,  n enim  fuerit ; 

+ ^ ('•c + fi:::;  + yjizi + 'x-z-Vte.) 

~dx*  ' p"-i  ' p»-\  ' ' y 

erit  differentiale  fequens  figm's  mutatis:  • 


' \ /)»+j  +C«-3)yJ>"-*+Ks)<^jA“"'* 

3«.  Ex  his  ergo  obtinebuntur  fummae  ferierum  > 
fuperiorum  §.  J4.  exhibitarum  fequentes : 


S =T.-i 
p 

-</S  !»■*  ^ 

ddS 


2dx* 

^/^S 


2 V 


7) 


) 


2^dx* 

-d>S 


0 


T*  ^24^«  28?* 

^24V 

v6  ^iioq*  Igoy^  , 

120dx^  120  V P^  p*  p'  ^ 

d‘S  . 1320^'*  ^ 6S2q* 

•qiodx^  720  \ p''  p“  p^ 

^d^S' 


-) 

P' 

• y*  f^o^oq'’  ^ iog2oy*  j 72g6yJ 

5040</.v^ 5040  V ^ /’®  ' p*  ' p*  y 


?r»  ^40320^«  loogoo^»  %-^66/p]  24i6gq*  l3g;N 

I n V *i9  "*  #17  *F  f*3  * V 


403:;oyx®  403  2ox  /?* 


&c. 


Z'* 


P y 


37- 
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37.  Trademus  fimili  modo  alteram  fericm  fupra 
inuencam : 

rcofr-r t JL  JL_  ' ' 1 

(UlTAr  X 1<-X  I+X  2—X  2fX~^-X 


atque  ponto  breuitaos  ergo 
fequentes  fummationesV 


X cofxx 


XX 


T , orientur 


T 

r 

I 

1 * 

t' 

t * 

X 

1 — X 

2 X 

2-Hx 

-dT 

I 

1 * 

-4-  * 

. I * 

1 * 

— »frc 

dx 

^(I  + X)* 

^(2-x)* 

ddT 

__  1 

I 

1-  * 

I 

2dx* 

(2-x)3 

^(2+x)3 

-d^T 

I 

1 * 

1 I 

, * 

6dx^ 

~x*^ 

(1-x/ 

' (l  + ^)« 

' (2-xy 

‘ (2-^-xy^ 

d*T 

1 

I 

1 * 

I 

I 

-&c. 

2^dx* 

(i-^y 

' ii+^y 

(2-xy 

' (2i-xy 

-d>T 

■ I 

* 

1 . * 

-4-  * - 

1 - * 

I20dx^ 

(i-x)« 

- (1 +■*•)« 

^(2-x)« 

(a+x)« 

“OCC* 

&c. 

vbi  in  poteftatibus  paribus  omnes  termini  iunt  affirma- 
tiui,  in  imparibu^  autem  figna  & — altematim  fe 
excipiunt. 

\ 

3 8.  Quo  diiTerendalium  horum  valores  innoteicant, 
ponamus  vt  ante  finTJtrr;»  & cof5r;r— vt  fit 
erit  dp-zixqdx  & dq~—xpdx. 

Ss  3 Qui- 
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Qmbus  valoribus  adhibids  erit ; 
T zzr.  - 

dx  V/'  y pp 

r*  ~~  \p^  py  ~ p\ 

ll£\ 

p^  ^ 


_^T 
■dx 
-d^T 
dx^ 


-) 
pp^ 


£!.-„.  C-Ml 

dx*  V,  /»* 

— (/»T , I20^f 

d*T  


I£) 

ppj 

272A 
f*  J 


, ^5040^"  84oof  * . I a?a\ 

*77r  — *■  ^ ;,9  p*  J 

J»T  ,/'40320?’’  . 8o«40^»  , 48384?’  , 793^?'\ 
rj-pr-^  ^ ir  l >*  H Tj— ^ 


&c. 

Qaae  formulae  Acile  vicerius  quousque  libuerit  continuari 
polTunt.  Si  enim  fit 

— dx-  VfH-i  p--^  p — % p—S^  J 

erit  exprefiio  fcquens: 

_(jW-h>T  __  _ A«+i>?"  ■ (g-0(a4g)f»-«  I C«-3Xg+Y)?*'‘*  [ p„  "N 

^ V ^»+»  f"  ■ • f""*-  ~ * 

. -.-  39* 
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3P.,'  Series  ergo  poteftatum  §.37.  datae  feqaentes 
habebunt  fummas  pohco  iixiitxzzp  & cofvx:z:f.  . 

T z=T.  1 -~ 

p . - • 

-JT  _ ^ I 
dx 
JdT 

3 dx* 


^ T-" 


PP 

3± 

6dx^  “ 

d^T 


*4</jr4 

- 


-1-) 

3/7^y 


12o</r* 

d^T 

72o</r® 


1 3^7 
3P‘* 


V»  ^ 3;^ 


3f‘ 

5?^ 


3;>“ 


15PP^ 

JTT.^ 

4f/rJy 


3tspp/ 


L-^.n-  + _f_  if!  -f. 

r*  V*  3;>^  S;»*  315/’’-' 


&c. 

40.  Praeter  has  feries  inuenimus  in  introduEHone 
nonnullas  alias,  ex  quibus -fimili  modo  per  didcrcntiario- 
nes  nouae  elici  poflunt.  Odendimus  enitri  elTe: 

_i_  jrV'4f 

3X 
I 

— - — L—  ■ i r ■ ■ ■.!— 

4— j:  5 — X iff — X 2j- 

Po- 


i_ 
I — X 


2x  tang  irVx 

— — L_ 

q X^  16 


“4“d^c. 
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vt  fit 
£S_ 

dx~' 


Ponsmus  fununam  huius  ferici  efle  rr  S, 

QXitrVx 


S — i-  — — 

® iVx 


fin  vVx  ’ 


enc 


I 

ixx 


V 

4xVx 


CofjrVAr 
fin  tVx 


mc 


4x  (fin  3-yjr)»* 
quae  ergo  cxpreflio  praebet  fummam  huius  feriei : 

I . I . 1 . I * 


+ 


+ 


+ 


+ 


(4-^)*  ' (5-r)*  ' I\6-xy  ' (2f-x) 
Deinde  quoque  ofiendimus  efTe: 

^ y L 

aVx  ’ #**v*_i  2x 

_i_  .1.1  I 

l-f-JC 


I+&C- 


+ 


&C. 


4-hx  9-hx  i6-hx 
Quodfi  ergo  haec  fumma  ponatur  S,  erit: 

dx  (l-i-x)*  (4-hx)*  (9-Kt)*  (l6-hJr)* 


dS  — T 


(4-hx)*  (9-hxy 

At  eft 

5T5T 


&c. 


I ■ 

2XX' 


2XX 


dx  — '^x‘  e**^*-v  X '(e*’y'*-iy 
Ergo  fumma  huius  feriei  erit : 

*•  5TT 

Tx~~'^Vx'e^*^*-i  X 

Similique  modo  vlterioribus  difierentiationibus  fummae 
fequenrium  poteftatum  inujtnientur. 

41.  Si  cognitus  fuerit  valor  produ&i  cuiuspiam  ex 
faftoribus  indeterminatam  litteram  inuoluendbus  compo- 

fiti 
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fid,  ex' eo  per  ^dem  methodum  iimumerabiles  feries 
fummabiles  inueoiri  poterunt.  Sit  enim  luiius  produdli 

(i-f-aar)  (iH-» jr)  &c. 

valor  =:S,  fun£Honi  fcilicet  cuiuspiam  ipfius  x,  erit 

logarithmis  fumendis : 

/S  I •4-eu')^- < I I /( r 

Sumantur  iam  differendalia,  erit  diui/ione  per  dx  iniHtuta : 

__  _a I S y 1 _i_  I 

Sdx  i+Or  ^ i+ffx  i+yx  ^ 1+^^. 

^Iff 

ex  cuius  vlteriori  difrerentiadone  fummae  poteftecmn 
quarumuis  iflarum  fra£Honum  reperietur;  plane  vd  in  ex- 
emplis praecedentibus  fiilius  expofuimus. 

'43.  Exhibuimus  autem  in  introdu£h*one  nonnullas 
iftiusmodi  expreffiones , ad  quas  hanc  methodum  accom- 
modemus. Scilicet  fi  fit  T arcus  180°  circuli,  cuius  ra- 
dius — I , oftendimus  efle  : 

~ W5T  JWT  Ann—mm  \6nn—mm  36 mt mm  „ 

fih — . T . 7 &C. 

3»  30  4»0  1600  3600 


i,ntx 

cof—  ZZ 
30 


30  400 

500— *0«  3 y00— 0W0  4900—00« 
■ * 3500 


00  9 00  3 5 00  49  00 

Ponamus  0 rz  1 & mzz.  2x  \ vt  fit 


&c. 


fin  rxzzTx, 


1 XX  4 XX  9 XX  16  — XX 

* A 9 IS 


. &c.  vel 


^ i-x  I+X2-X3-1-X  3-x  3+X4-X 

fiOTX — 3 • 4 • 

. - Tt  - - , 


& 


cof 
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, _S-4X*  2y-4TX  49--^x 

cofjrx= — p- . — ^ ^ — «c.  leu 

I-2X  1+2JT  3-2:r  3+2JT  j-ajr  5+ajf 
COI5T  — I J 3 3 5 5 

Ex  his  ergo  expreflionibus , fi  logarithmi  fumantur,  «rit  : 

/cota=/l:j’%^’-+/’-f+/5^+/^=^+&c- 

43.  Sumamus  nunc  harum  ferierum  logarithmicarum 
differendalia,  & diuifione  vbique  per  dx  fafta  prior  feries 

dabit : 

g-cofrx J.  _ _i_  I _* L.  ± _i L.  _i_  &c 

finsrx  ""  X 2-x’2|x  3-x 

quae  cft  ea  ipfa  feries,  quam  §.  37.  traftauimus.  Altera 
vero  feries  dabit : , 

- --  + -r - i -f-  &«• 

cof»x  I-2X  • i-fax  3-2X  3-J-2X  5-2X 


Ponamus  axzr»,  vt  fit  x~  ^ , & diuidamus  per  -2  erit: 


rniinim 


I 

acofixa  i-a  i-f»  ' 3*"®  3f»  ' S"» 

Cum  autem  fit 

,,  1 — cof*-s  - /i-hcofmt 

finixarrV & cofi«^=V ; 


*—  &c. 


erit : 


xV(i-corrs)_  _a Lj._i - X— &C 

V(i-l-cofTs)“'  i-a  i-}-s^3"»  3+a'’'j“» 

fcu 
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iit 

ieu  loco  s . icribesdo  erit  t 

rV(i-cofTx)_|^  a ' 2 ■ 2 _2_  „ 

' V(l-j-CofTx)  i-x  i-j-x  ' 3-x  3-{-x  ' j-x 

Addatur  haec  feries  ad  primum  inucntam : 
rcofarx  i 


— X—. i-  -f-  &c. 


* X I I X . 1 

finrx  X i“X^i-j-x,  a-x'2-fx  3-x 
Atque  reperietui^luius  feriei: 
j_  . 1 I I , I . I 1 

X 


l-x  1-fx  a-x 
Summa  zz 


«ryCl cofxx)  , jrcofxx 


2+X 

f 


■&c. 


3-x  3-j-x 

At  fra£Ho  haec 


VCi-4-cofrx)  fin  rx 
, fi  numerator  & denominator  multiplice- 
tur per  VCi— cofxx)  abit  in  Quocirca 

% 

fumma  feriei  erit  ea  ipfe,  quam  §.  34. 

habuimus : vnde  eam  vlterius  non  perfequemur. 
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CAPUT  IIL 

DE  INVENTIONE  DIFFERENTIARUM 

FINITARUM. 

Q 44- 

uetnadmodam  ex  flfto^ionum  dilTeremiis  finids  ea^ 
rum  diHcrendalia  facile  inueniri  queant,  in  inftio 
fiiiius  expofuimus , atque  adeo  ex  hoc  fonte  principium 
differendaUum  deriuauimus.  Si  enim  differendae,  quae 
aflumtae  erant  finitae,  euanefcant,  in  nihilumque  abeant, 
oriuntur  difTerendalia ; & quia  hoc  cafu  plores  & foepe 
innumeri  termini , qui  differentiam  finitam  conftkuunt, 
reiiciuntur,  difTerendalia  multo  facilius  inueniri,  atque 
commodius  fuccinfHusque  exprimi  polTunt,  quam  dige- 
rendae finitae.  Neque  igitur  hinc  viciflim  via  patere 
videtur,  a differendalibos  ad  differendas  finitas  alcen- 
dendi.  Interim  tamen  eo  modo,  quo  hic  vtemur,  ex 
differendaUbus  omnium  ordinum  cuiuscunque  functionis, 
eiusdem  differendae  finitae  omnes  definiri  poterunt. 

45.  Sit  jy  fun^o  quaeennque  ipfius  x,  quae  cum 
pofito  x-{^dx  loco  X abeat  in  y-{-dy^  fi  denuo  loco  x 
ponatur  valor  y-\-dy  fuo  differentiali  dy~\-ddjy 

augebitur,  fietque  ~y-\-idy-if^ddy^  qui  ergo  valor 
refpondebit  ipfius  x valori  x-^idx.  Simili  modo  fi  po- 
namus quandtatem  x continuo  fuo  differentiali  dx  au- 
geri, vt  fucceffiue  valores 
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x~^ix  X H-  a </jr  ; X 3 </x  ; x +ix  ; &c. 
ioduat,  valores  ipfius  y refpondentes  erunt  > quos  haec 
tabella  indicat: 

y»iotef  I Valores  rcfpondentes  fun^onis 

^U»  i ' • 


X 

x-4-  Jx 

X-4-2</x 

x-f-3<*' 

X-^t-^dx 

x-\-%dx 

X'-\-6dx 

&c. 


y 

y-¥"dy 

6ddy-^  4^y-h  J*y 

y-\-$dy-)(r\odify~i(-lod^y~\-  ^J*y-\^y 

j—  6</y-f-i  $ddy-{-zod^y-\—i  fd*’y‘-\-6d^y-^*y 

&C. 


46.  Generaliter  ergo  fi  x abeat  in  x-l-»</x,  fune- 
do  y recipiet  hanc  formam : 


1 " j ' , »C»-0  jj 

y -h  jdy-h-  -r^r~ 


g(«-l)  (»-a) 


I.  a ' ' I.  2. 

g(g*l)  (»"a)  («~  3) 

I.  3-  3-  4 


d^y 


d*y  -f-  &C, 


in  qua  expreflione , etfi  quilibet  terminas  infinities  mi- 
nor eft  quam  'praecedens,  tamen  nullum  praetermifi- 
mus , quo  ifia  formula  ad  praeiens  negodum  apta  red* 
deretur.  Stacudhius  enim  pro  n numerum  infinite  mag' 
num,  & quoniam  notauimus , fieri  polTe  vt  produ^m 
ex  quandtate  infinite  magna  in  infinite  paruam  aeque* 
tur  quandtad  finitae  ',  terminus  fecundus  vdque  homo* 

Tt  3 gc- 
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geneos  fieri  poterit  prihio,  fen  vdy  qoantitttem  ftiitam 
repraefencare  poteria  Ob  eandemque  rationem  temu- 

nus  tertius  ^ infinities  minus  eft  quam 

</7,  tamen  quia  aker*fa£lor  infinities  maior  eft 

quam  »,  terminus  quoque  tertius  quantitatem  finkam  ex- 
primere poterit:  ficque  pofito  n numero  infinito  nullum 
illius  expreffionis  termiiuun  reiioere  licebit. 


47.  PofitO  tutem  » numero  infinito  quocunque  is 
numero  finito  fine  augeatur  fiue  dimiauatOTf  numerus 
refultans  ad  » habebit  rationem  aequalitatis,  hineque  pro 
fingidis  faftoribus  » — i , — 2 , »—3  , a — 4,  &c. 

vbique  feribi  poterit  a.  Cum  enim  fit 

a(a- i)  ^ \nn  d dy  — \ n ddy 

prior  terminus  \nnddy  ad  poHeriorem  \nddy  rationem 
tenebit  vt  a ad  i,  ficque  hic  relpefhi  illius  euanefeet; 

loco  ergo  fcribi  poterk  a.  Simili  modo 


quarti  termini  coefiSdens 


a(a.-i)(i»..3) 
I.  2.  3 


contrahi  pote 


J 

rit  in  — pariterque  in  fequentibus  numeri,  quibus  a 
s ^ • 

in  favoribus  diminuitur,  negligi  poterunt.  Hoc  vero 

fa£lo  fimQio  y,  fi  loco  x ponatur  x-^ndx,  exiftente 

numero  a infinito,  fequentem  valorem  aedpiet:- 


.yH- 


tmddy 

-TT-^ 


nU^y  ^ n^d^y 

I*^*-3*4*5 


4S.  Cum  igitur  fumto  n numero  infinice  magno 
edamii  Jm  (ie  infinite  panium,  produ6ium  ttdr  quanti' 
tatem  finitam  exprimere  pofHt,  ponamus  adx  — M,  vt 

(k  n — t erit  vtiqiw  « numerus  infinitus,  cum  fit 


quotus  ex  diuifione  quantitatis  finitae  w per  infinite  par- 
vam dx_  refidtans>  Vatore  autem  hoc  loco  » adhibito 
cognofcemus , fi  quantitas  variabiiis  x augeatur  quauis 
quantitate  finita  w,  feu  fi  loco  x ponatur  jr-f-w,  tum 
quamuis  ipfius  funSionem  y abituram  efTe  in  hanc 
_ formam  r 


u)dy 

\dx 


u)*ddy 
1.2  dx* 


^J3j 




U.3</x3 


1.2.3.4</r+ 


cuius  expreffionis  finguli  termini  per  continuam  ipfius 
y difierentiationem  inueniri  poterunt.  Cum  enim  y fiit 
funflio  ipfius  x^  offendimus  fupra,  has  fun£fiones  om- 

nes  ^ '■>  d^  quantitates  finitas 


exhibere. 


49.  Cum  igitur,  dum  quantitas  variabilis  x quan- 
titate finita  u augeri  afliimitur,  fiinfHo  eius  quaeoin- 
que  y augetuur  fua  differenda  prima,  quam  fupra  per 
^y  indicauimus , exiffente  m ~ ^x  x differenda  ipfius 
y per  cominuam  differendationem  reperiri  poterit^  erit 

enim : * 

^y 
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dx 


<t)'ddy 

2<£r* 


u*d*y 
24.  dx* 


Rr^ 


/• 


A ^ 


Sicque  differenda  finita  i^y  exprimitur  per  progreffio- 
nem , cuius  finguli  termini  fecundum  poteffates  ipfius 
l^x  procedunt.  Atque  hinc  viciffim  patet,  fiquandtas> 
tantum  quantitate  infinite  parua  augeatur,  \t  l^x  abeat 
in  eius  difierendale  d x , omnes  terminos  prae  prifho 
euanefcere , foreque  C^y~dy.^  fa£io  enim  Ax  n dx^ 
differentia  ^y  abit  per  definidonem  in  differendale  dy. 


jo.  Quoniam  fi  loco  x ponatur  x-f-.#»,  eius  func> 
MO  quaecuuque  y induit  fequentem  valorem  : 

dx  2<fx*  ^ Sdx'^  24<ir^  ^ 
veritas  huius  exprcflionis  comprobari  poterit  etusmodi 
exemplis,  quibus  differentialia  aldora  ipfius  y tandem 
cuanefcunt:  his  enim  cafibus  numerus  terminorum  fii- 
perioris  exprcflionis  fiet  finitus: 

EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  vdor  exprejjionis  xx  — x fi  loa>  x po- 
natur X -H  I . 

Ponatur  XX -—x;  & cum  x in  x-|-  i abire  fla* 
tuatur,  fiet  i,  fumds  iam  diflerendalibus  erit : 


dy 


ddy . djj^  _ 


dx^ 


~ o : &c. 


Hinc 
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Hinc  fonaio  3»  = pofto  jt  -4-  i loco  x abibit 

in:  XX — Jr-f- 1 (ax— 

Quodfi  autem  in  xx — x loco  x a£ta  ponatur  x i 
abibit  xx  in  xx-f-ax-f-i 

X in  x-f-i 


Ergo  XX — j 


m 


xxH-x. 


EXEMPLUM  II. 

Quaeratur  volor  exprejjtenis  x*-f-xx-f-x,/fo«  x 
ponatur  x -f-  2. 

Ponatur  yzzx^  -4-  xx  -4“  x , fietque  w ~ 2 3 nunc 
jt—  x*-4-xx-4-x 
dy 

^ =3xx-4-  ax-h  I 


cum  itt 
erit 


'ddy  _ 


dx' 


~ Gx  -4-  2 


d^  y 


d*y  __ 


dx* 


zz  o . 


Ex  his  valor  funaionis  jy  rrx5-|-xx-4-x,  fi  pro  x fta- 
tuatur  X -4-  2 , erit  fequens : 

^ -4-XX-4- x-h  2 ( 3 XX  + 2 X + O 4- U ^ ^ + a )-4- f . <5 
— ~+"  7arx -4-  17X  -4-  14 , qui  idem  prodit  fi  aau 

loco  X fubftituatur  x-f-2. 


EXEU^PLUM  III. 

Quaeratur  volor  expreffionis  XX-4-3X-4-1, /foro  x 
potiatur  X — I . 

V V Fiet 
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Fiet  ergo 


y 


dx 


« rr  — 3 ; & pofitb 

=:  flCAr-H  1 , crk 

= 2jr-+-3 


^ — 2- 


vndc  po^co  *■  — 3 loco  a:  iiin^o  *■*  + ^x-\- 1 abibit 
in  x*-4-32f-l-i — 2f*  — 32?-l-i*  . 


ji.  Si  pro  co  Aunatur  numerus  negaciuus,  repe- 
rietur  yalor,  quem  fiin^o  quaecunque  ipfius  x induit, 
dum  ipfa  quantitas  x diminuitur  data  quantitate  u.  Sci- 
licet fi  loco  X ponatur  x—tn^  fiinftio  ipfius  x quaecun- 
que y accipiet  ifium  valorcra : 


^ ta^ddy  (ti^d^y 

dx  2dx*  ~~  6dx^ 


oi*  d*y 
2^dx* 


— &c. 


vnde  ohines  variationes , quas  fun£Ho  y fubire  poteft, 
dum  quantitas  x vtrinque  variatur,  inueniri  poterunt. 
Quodfi  autem  y fuerit  i^^o  rationalis  integra  ipfius  x, 
quoniam  tandem  ad  eius  differendalia  euanefcenda  de- 
venitur , _ valor  variatus  per  exprefiionem  finitam  expri- 
metur; fin  autem  y non  fuerit  huiusmodi  funftio,  v^or 
variatus  per  feriem  infinitam  exprimetur , cuius  propte- 
rea  fumma,  quoniam  fi  fiibfiitutio  adhi  infHtuatur,  va- 
lor variatus  facile  ' afiignatur , expreffione  finita  exhiberi 
poterit.  ^ 


53.  Quemadmodum  autem  differentia  prima  efi 
inuenta,  ita  quoque  differentiae  fequentes  fimilibus  ex- 

pres- 
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preffionibus  exhiberi  pofliint  Induat  enim  x luccedine 
valores  x-\-u,  x^-^-zu),  x-\~su>,  Ar-f-4w , &c. 
atque  valores  ipfius  y refpondentes  indicentur  per 
>*>  y"  ■>  ficuri  in  initio  huius  libri  pofui- 

mus.  Quoniam  ergo  >»,  y" , &c.  lunt  va- 

lores, quos  y nancifcinir,  fi  loco  x (cribatur  relpe£Hue 
• JT-f-W  , X-4-2W,  X-1— 3CO  , jr-{— 401),  &c. 
per  modo  demonilrata  ifti  ipiius  y valores  ita  expri- 
mentur : 


^ ^ dx  ^ 2</jr*  ' 

^ dx  ^ zdx*  T 


ut^d^y  , u>*d*y 
T “TTTL  V 


6dx^ 

%(ti^d^y 

6dx^ 


24  dx 
1 6(t>*d*y 


. H &C. 


2^dx* 

iiiji^d^y 


, ^ , /i^^y  I 9^'J^y  I zjui^d^y 

^ ^ dx  ' zdx*  ' 6dx^  "r  i/^dx* 

, 4V>Jy  ^ i6<>i^ddy  , 64<»^d^y  ^ 2^6u)*d*y 

^ y"*  dx  T 2dx^  ^ 6dx^  T z^dx* 

&C. 


'&& 


■&c. 


&c. 


53.  Cum  igitur,  fi  t2y , ^ Scc.  de- 

notent difierendas , primam  , fecundam , tertiam  , quar- 
tam , &c.  fit : , 

C^y  =>»  — y 
ti^y  y^  ■ ' i 2y  * —4—*  y 
^^y  ...»  3y^  “fr*  y 

^*y  = >»  —-  4>  “ •+•  — 4>'  *-+-7 

V &c-  . 

» ' s 

V V a iftac 


« 
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iftae  differentiae  per  differentialia  hoc  modo  exprimentur : 


2dx'  ^ 6dx^ 

_(2»-2.i)w»//<^  , {2^-i.iy^d^y  , (,i*-2.i)u)*d*y . . 

y— — rrji  t adii  t o^dxa.  ' 


6</x3 


^ z^dx^ 

(3  ^ - 3.2  ♦ + 3 .i) 


2/idx^ 


+&C- 


^ ■J'— 24</x+  ^i20</x* 

&c. 

J4.  Quantam  vtilitatem  afferant  iftae  differentia- 
rum expreflionis  in  doftiina  ferierum  & progreffionum, 
cum  Iponte  patet , tum  in  fequentibus  vberius  expone- 
mus. Uterim  tamen  4n  hoc  capite  vfum qui  hinc  ad 
ferierum  ‘notitiam  immediate  redundat),  perpendamus. 
Quanquam  vulgo  indices  terminorum  feriei  cuiuscunque 
progreflionem  arithmeticam,  cuius  differentia  eft  vnitas, 
confticuere  affiimuntur  ; tamen  quo  vfus  latius  pateat, 
atque  applicatio  Acilius  fferi  poffit , differentiam  ftatua- 
mus  — w,  ita  vt,  fi  terminus  generalis  feu  is  qui  indi- 
ci X refpondct,  foerit  y ; fequentes  conueniant  indicibus 

X } '■  Cd  , X 2 U>  y X I " 3 ^ j &C. 

Quodfi  ergo  his  indicibus  relpondeant  fequentes  feriei 

termini : 

' Xy  X-\-2Uy  X-\-SU)y  JT-+-4W,  8cc. 

yy  P , , R , S , &c. 

fm- 


0 
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ftngali  ex  y eiusque  differemialibus  definiencur  hoc' modo: 


u)*ddy 


(ti^d^y 

+ ~6d^~  + 


<n*d*y 

2^dx^ 


&C. 


Q=^+  ^ 


2 dx'^ 


R-.  ± j.  2!^l.  4. 

dx  ' 2dx^  T 


6 </r^ 
zyui^d^y 
6dx^ 


+ 


_ , AW^y  , i6(>i^ddy  . Sxui^d^y  2$6u)^d^y  , „ 

S + -5F  + — * - + -5*  - + -TTxr-  + &c. 


24.dx* 
gi  uy* d*y 
2^dx^ 
j6u)*d 
24dx* 


&C. 


&C. 


SS.  Si  hae  exprefliones  a fe  inuicem  Tubtrahantur, 
in  differendas  non  amplius  ingredietur  y , eritque 


P-J- 


___  u)dy  . (ti^-ddy  , 


dx 


* -i//***  ' <C//v3  » 


Q-P=$  + 


2</jf*  ' 6dx^ 

l’ji*ddy  yu^d^y  , 
~2dx~  T ~6dx~  ' 


b)dy  ^u>'*ddy  lyui^d^y 


2 dx'* 


6dx* 


+ 


u*d*y 
2^dx* . 

I ju)'*'d*y 
2 4dx* 
6j  (•>*d*y 
20  dx* 


-4-&C. 

H-&C. 

-+-  &c. 


S-R--^  + -^-  + -g^3T  + -TTX-4 h&C. 


r-s=^  + 


adx^ 

9 tn*ddy 


24dx* 


. SiOi^d^y  . ^6yu>*d*y  , „ , 

' 6dx^  ' "T“  «C. 


24dx* 


Si  Hae  expreffiones  dcnuo  a fe  inuicem  fubtrahantur,  eti- 
am differentialia  prima  fe  definient;  eritque 

Vv  3 0^- 


I 


y 
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« ^ . n iu)'ddy 

R-aQH-P=-7^- 
S-aR+Q— 
T-aS+R-^^- 


6u^iPy 
■ 6dx3 

iiw^d^y 


6^x3 

x8 


+■ 


l±^^^8cc. 

24  dx* 
fou*<Py 


&c. 


. a4dUr* 


+ 


6dx^ 

24(a^d^y 


6 dx^ 


24dx* 

i94U)*d*y 


&C. 


&C. 


2/^dx* 


&C. 


His  autem  dcnuo  'a  fe  inuicem  fubtra£Hs  diflerendalia 
quoque  fecunda  ex  computo  egredientur : 


R-3Q-H3P- J = 


6 u^d^y 


6 dx^ 


4- 


^6u)*d*y 

2^dx* 


, H &c. 


S -3R+3Q  -P=  + &c. 


6dx^ 

T-3SH-3R-Q= 


84  u^d^y 


-4-&C. 


2^dx* 

fubtraSionem  autem  vlterius  continuando  fiet : 
S — 4RH-SQ, — <P"t”J'=  H-&C. 

T_4S+«R— 4<i?l-P=  -t-&c. 

atque 

T* — sS-f-ioR — ioQj+- jP 


i2ou)^d*y  , _ 
y—  r-w — 5~  -4-  &c. 
t2X>dx*  ' 

SS.  Quodfi  ergo  y fuerit  furiffio  rationalis  integra 
ipfius  X,  quia  eius  differendalia  aldora  tandem  euanes- 

cent 
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ccnt,  ho6  modo  procedendo  tandem  ad  expreffiones  eua- 
nefeentes  peraenietur.  Cum  igitur  iftae  expreffiones  fint 
differendae  ipfius  y , earum  formas  & coefficientes  dili-  ^ 
gendus  perpendamus : 


LU—  X iooi^d*y 

j— 


^ dx*  s.6dx’  J.€.7.dx^ 

A*1/—  X ll^h  X , I050W«^8j 

^ dx^  ' 6dx<^  6.7  dx^  ' 


6$  u^d<^y  I 3yow^</'j»  , „ 
S.6dx^  T ^^s.7.dx^ 


^ ^ I *^.>^***  J • Q 

6.7  dx^  ' 6.7. %d^  T«C‘ 


. ^rui^(Py  , i66mU^7  , 2646m»d»y  . „ 

^ dx'^  ' 7 dx^  ' 7.8  </x»  "r  7.8.5 a';r» 


In  quibus  feriebus  quemadmodum  ' denominatores  proce- 
dant, clarum  eft ; numeratorum  autem  coefficientes  ita 
formantur , vt  quinis  coefficiens  numeratoris  fit  aggrega- 
tum ex  fupra  ftante  & praecedente  per  exponentem  dif- 
ferend^  muldplicato.  Sic  in  ferie  differendam  L<‘y  ex- 
primente, eft  »6i^6  zz  io$o €.266'. 

57.  Confideremus  quoque  feriem  eandem  fimul 
retro  condnuatam , quae  continet  terminos  indicibus 
x—2(t)f  x—^tA)^  5tc.  refpondentes : 


In 
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^+w;*+aw;4r+3w;x+4«;&c. 

X,  X,  f,  />>  j»>  P > Q>  » s , &c. 

Cum  igitur  fit: 
w*  d^y 


__  udy  . w*  ddy 
P ^ 2dx* 


I 

6dx^  ^ 


u*d*y 


&C. 


a4<iif^ 

2M<^  , ^tt)*ddy  gu^/Py  i6'(a*d*y 

dx  ^ ai/.»*  6dx^  ' 24</jf* 

gw</y  yji^ddy  iym^d^y  , 8»^^  - 

^ — J'  ^ 2dx*  6dx^  ' a^dx* 


4wd^  , i6u>'*ddy  

— y'^~7^jr'  idx'  6dx^ 

&C. 


64U)^d^y  2j6u)*dx\  _ 

-f  ■■■  "j  ~ ofC 


34  dx* 


erit  his  valoribus  a fiiperioribus  P,  R,  S,  &c. 
(ubtrahcndis : 


P — r 


Q— — f ididy 

3 

R r _ 3« ❖ 

a dx 

S # 4»^ 

a ~~  dx 


u>^iPy 

- 1^ 

w^d^y 

6dx^ 

•T^ 

liodx* 

Su^d^y 

1 * 

^iu^d^y 

6dx* 

“T“ 

120  dx* 

2‘jii^d^y 

t - 

2^^vt*d*y 

6dx^ 

•7“ 

l2odx* 

ff4W’</*Jf 

t - 

ioa4«*</*y 

6dx^ 

•T* 

120  dbr^  . 

Scc. 

-h&rc. 


— f“&C. 

♦ 

— ^&Ci 


fin 
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fin  aiuetn  termini  hi  ad  iuperiores  addantur,  tam,  quem- 
admodum hic  diffcrentialia  parium  ordinum  deerant,  dif- 
fcrentialia  imparia  ex  computo  egredientur. 

enim 

P — H P I u*  ddy  , ui*d*y  ^ ut^d^y 

a ^ 34</ar*  yiodx'^  T&C. 

Qj4-y__  . . iSu*d\y  g^u<^d<y 

2 24dx* 

, ^^'ddy  , ^ 729wV«_y 

2 ^ 2dx*  24-dx*  .y 20 

S -f-  s , \gM'^ddy  , 2%gv)*d^y  ^ 4096ia^d'’y  ^ ^ 

2 ^ 2 dx^  24  dx*  y2odx*  T*®. 

&C. 

58.  Quoniam  termini  antecedentes  omnes  exprimi 
pofliuit , fi  ii  in  vnam  fummam  colligantur,  prodibit  fe- 
riei  propofitae  terminus  fummatorius.  Rerpondeat  fcili- 
cet  terminus  primus  indici  ^r-rw,  eritque  ipfe  terminus 
• primus  :i:~ 
nwdy  I n^ta*  ddy  <a‘^  d^y  «*u*d*y 

^ dx  IM'  6^3 ^~^x~*~ 

Cum  igitur  terminus  indici  x refpcmdens  fit  ter- 
minorumque omnium  numerus  fit  rz:  » -f-  i , erit  fum- 
ma  omnium  a primo  ad  vldmum  y inclufiue  fiimtorum 
feu  terminus*  fummatorius 
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34« 

'C»-+-'Oy- 


dx 


(l-f-2-t-  3 -H 


d^  y 

ia*  d^y 
2^dx* 


(i-f-2*-4~3^ 


__  (x-t-2»-4-3». 

iiodx^  ^ ^ 

, &c. 


• • •+■ ») 

. . H-»*; 

. . -+-«0 


j9.  Sapra  antem  fiogularum  harum  ferierum  fnm- 
mas  exhibuimus,  quae  fi  hic  fubftimantur,  erit  fumma 
feriei  noftrae  propofitae  == 
udy 

(»4-0j — 


dx 


im 


i b) 


24^/x4 

*«*) 

I20</X* 

&C. 

vbi  « dabitur  ex  indice  termini  primi , a qua  fumma 
computatur.  Ita  fi  ponatur  w — i , & index  termini 

pri- 


1« 
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primi  ft  m , feauufi  — 2 , & vldmi  “ jt  , ita  vt 
haec  feries  fit  propofita  : 



y • 


erit  huius  feriei  fumma  (ob  x — n — i & — i) 

— — . ■/—  (I-»» — I-') 

■ — »**-+- S") 

-t-  <»*■ — *»’ — M 

i*’— 

&c.‘ 

^o.  Ex  hac  fummae  exprefiione , quia  coefHcientes 
vehementer  augentur",  fi  x fterit  numerus  magnus,  pa- 
rum vtilitatis  ad  do£hinam  ferienim  redundat ; interim 
tamen  iuvabit  aliquas  proprietates  inde  fluentes  comme- 
morafle.  Sit  terminus  generalis  y~x",  atque  termi- 
nus fummatorius  per  Sj>  fcu  S.jt"  indicour.  ' Qua  de- 
fignatione  vbique  adhibita  erit: 

{ XX  — — i ar  “ S.v  — X 
, -4- fi  zr  S.ar»  — jr* 

f — f X*  -hf  

Xxa  Quairi- 
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Quamobrcm  ex  fupcriori  expreffione  obrinebitor  : 

— S.jr-4-»a* 

■ ^ I.  2 >•  2 

I.  2.  3 ‘ ‘ I.  2.  3 

&c. 

At  cum  fit 

. »(■»  — l)  »(»  — 1)(»-2)  , 

(,-.).=0=.-»  + -^^ 1-&C- 

«f»-0  , »C«-0(»-2)  p 
cnt  « — 3 

— Tj  ideoque  excepto  cafu  »:^o,  quQlftacxp^cffiofit;^o• 
SHr•=Jt"+‘+^’’ ifcr— *S.Jr 

1.2 

I.  2.  3 

^ 1.  2.  3.  4 

&c. 

t 

' 6i.  Quo  tam  veritas  quam  vis  huius  formulae  cla- 

rius perfpidatur,  euoluamus  fingulos  cafus,  fitque  primo 
» = I , eritque : 

XX  i "X 

S.x-zix*~hx — S.x,  Ideoque  S.x= — - — , 
quemadmodum  fetis  conftat,  ^ 
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Ponamus  ergo  * ^ 2 , eft  erit : 

S.^*  — XX — 2ArS.j:-f-  S.Jf*, 

- quae  aequatio,  cum  vtrinque  termini  S^*  fe  tollant,  idem 

dat,  quod  praecedens  . Si  fit  a =3,  erit 

S.x^  = x^-^x^  — 3X*S;e-|-  sxS.x*  — S.;e^  ' 

■ i ! “ ideoque  - ^ 

S.x^ 

• fi  ponatur  a in  4 prodibit:  . ’ 

S.x*=x^-^x* — — 4JfS.*»-i-S^4,' 

• . _i  _ j vnde  ob  S . x^  . ^eftrudum  erit : ^ _ 

S.x^=ixS.x* — Af>S.;e-l-jxHjf-l-0 
t cuius 'triplo,  fi  praecedentis  duplum  lubtrahatur  rema^  . 
nebit:  — 0- 

Si  ponatur  a — 5 .fiet:  , , 

S.*'*  — lox^S.-*"* l0Jr»S.;r* 

•’  • -|-5JrS.x^  S.j:* 

feU 

S.Jr*  z=  iJrS.x* jx.*Sjf3  -f.  jx.^Sx* ix^Sx 

i.!  ' H-  • 

atque«ex  »zz€  fcquitur:  ' 

S.x®~  x’-l“X®— — ^x«Sx-f-  I jx^  S.x*  — aox^S.x* 

• ' -f-i5x*S.x«  — ^xSjr*-HS.x®  ' 

■ •■  •'  feu  ■ ' -•  ' 

S.2®  Z=ixS.X«  .«X»S.xi  _|l‘4;r3S.X*  X«S.X 

5-t  / 

.7  Xx  3 ’ 62. 
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6i.  Ex  Us  qrgo  genef;aliter  concludtfnrjs,  (i  fuerk 

fore;  , 

. 

(iw+l) 


2.  I.  2.  3 


Sin  aotem  fit  quia  termini 

fe  mutuo  defbxuint,  repcrietur;— : f <..2 

„ 2I»4-I  - f2m+l)2«i  (a«»4-l)2«C2)W— i) 

S.:r  kH-»—- — JrSr»*'- i — ~ — X*S  ^ — i ^ x*S.x»"-« 


a,  3 


J*'  4 


— 4r>»Sx-^ — - — x»'^(x*4-i), 
_ - 2*S-i“2  ' 2 

Duplici  ergo  modo  fummae  poteftatum  impariuQ^  en 
iuramis*  poteftatum  inferiorum  determinari  polTunt : at* 
que  ex  varia combinatione  hahiih  du^iuu  fcamHikrum 
infinitae  aliae  formari  poliunt. 

r ....  . < / , 1 ; ■ • ' ■ ‘t; ' . 

«3.  ■ Multo  fiK^liqs-  autem  fummae  poteRatum  im- 
parium ex  antecedentibus  deftiiri  polTunt : atque  ad  hoc 
quidem  lufiicit  Iblam  fiimmam  poeeftatk  paris -antece- 
dentis nouille.  Ex  fummis  enim  poteflatum  lupra  ex- 
hibitis confiat,  numerum  terminorum  fummas  confiim- 
endum,  imparibus  tantum  potefiatibus  augeri,  itavtfum- 
ma  potefiads  imparis  totidem  cooftet  terminis,  quot  fum- 
ma  potefiads  paris  praecedends.  Sic  fi  potefiads  paris 
^ fiimma  fit  ;.  > . _ 

-I  vidi- 
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vi(fin^  ehtm,  poft  terminum  terdum  alternos  terminos 
deficere,  fimulqiie  %na  alternari } hinc  fomma  fequen- 
tis  poteftatis  inuenietur , fi  finguli  illius  termini 

refpedliue  multiplicentur  per  hos  numeros  : 


a»  + i 2«  + i 

— 1—^5  — 
a«  +2  ’ 


2«  + I 


2«  -1- 1 _ a»  -f  * 


, X : &c. 

a»— a ' 


2X  + 1 ' 3«  ' aa— I 

non  omktendo  terminos  deficientes  ; eritiquc  ergo 

our>"+*-|-  yjf  j» 

aa-j-a  aa  + i --  ^ 


38 


28 + i 
28—1 


« ,28  + 1 

4 — 

28—4 


28 + I 
28  — 6 


r\  jrt; 

CJuodfi  ergo  conftet  fiimiria  poteftatis  x*",  ex  ea  expe- 
dite fumma  fequends  poteftatis  jt«+*  formari  poterit. 


64.  Haec  fequenrium  fummarum  inueftigatio  edam 
td  poteftates  piares  extenditur;  quoniam  autem  harum 
fummae  nounra  terminum  recipiunt,  hic  per  iftani  me- 
thodum non  inuenitur,  ex  natura  tamen  ipjfius  leriei,  qua 
conflat,  fi  ponatur  jt~i,  fummam  quoque  fieri  debere 
nr  I , femper  erui  poterit.  Viciffim  autem  femper  ex 
fumma  cuiiisuis  potefhitis  cognita  praecedentium  potefta- 
tum  fummae  inueniri  poterunt.  Si  enim  fuerit : 

S.A*  ~ cW-H-f-  f 2^-j—  yj:»-* — ex"S  — ^x^7-p-&c. 

erit  pro  poteflate  praecedente : 

«A*  -j-  fi»  »-i  4.  ir»-4-f  &C. 

hinc- 


CAPUT  III 


?s* 

hincqvevkerius  regredi  licet,  quousque  libaeric.  ..  NotaU' 

dum  autem  eft  efle  perpetuo  0=^^  & 

vti  ex  formulis  iam  fupra  dads  .apparet.  . . 

55.  Attendenti  ftarim  patebit  fumtmm  poteftattim 
#"-*  prodire,  fi  fununa  poteftatum  x»  differentietur,  «us- 
que difierentiale  per  nJx  diuidatur eritque  adeo 
d.Sx^zundx.Sx»-^  & quia  eft  d.x»  — nx»r*Ix\ 
erit  </.Sx»  — ; 

ex  quo  intelligitur  difierentiale  fiimmae  aequari  finnmae 
differendalis : ita  in  genere'  fi  feriei  cuiuspiam  terminus 
generalis  fuerit  —y^  & Sy  cius  terminus  fummatorius^ 
erit  quoque  S.dy  :zz  d.Sy:  hoc  efl  fumma  difierendali- 
um  omnium  terminorum  aequatur  difierendaH  Ibminiie 
ipforum  terminorum.  Ratio  autem  huius  aequalitatis  &- 
cile  perfpicitur  ex  iis,  quae'liipra  de  ferierum  difieren- 
dationc  atralimus.  Cum  enim  fit 

erit 

JC-«  ' 

rr  ■ * + fr- 1 C^-  2 )"->  -f  3)"~‘  ■}■  &C. = S.  * 

quae  demonfirado  ad  omnes  alias  («ries  patet.  , 

€6.  Reuertamur  autem , vnde  digreffi  finnos , ad 
differentias  Rm6Honum , circa  quas  adhuc  quaedam  u- 
notanda  funt.  Quoniam  vidimus,  fi  y^  fuerit  fiin^o  quae- 
cunque  ipfius  x atque*  loco  vbique  ponatur  » + «,  - 
fundionem  .7  . adituram  elTe  fequentem  valoiem-: 

.,y± 
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i.sflEr*±i. 


a. 3^*^  1.2 


(^v  _ . P., 

•3.4<ir^^  i.a.3.4.j</4r*  ' 


haec  expreflio  locum  habebit,  fiue  pro  c»>  quandtas  quae- 
cunque conflans  accipiatur,  fiue  etiam  variabilis,  ab  ipfa 
^ pendens.  Inuencis  enim  per  differentiadonem  fori- 
bus fra£Honum  ^ ; &c.  in  faftoribus 

0) , w*,  w*,  &c.  variabilitas  non  fpeftatur,  hincque  per- 
inde efl  fiue  w denotet  quantitatem  conflantem,  flue 
variabilem  ab  x pendentem. 


67.  Ponamus  ergo  efle  w — jc  , atque  in  fun£lio- 
'ne  y loco  x feribi  x — x~o.  Quamobrem  fi  in  fune- 
done  ipfius  x quacunque  y loco  x vbique  feribatur  o, 
valor  iun£lionis  erit  hic  : 


xdy  x*(idy 
idx  \.idx^ 


\.2.i.^dx* 


Haec  ergo  cxpreflio  feinper  indicat  valorem,  quem  func- 
tio quaecunque  y induit,  fi  in  ea  ponatur  *■  — o,  cuius 
veritatem  fequentia  exempla  illuflr^unt : 


. EXEMPLUM  I. 

Sit  jyzr  jr.r-4-<j4r-|-//i,  cuius  valor,  fi  ponatur  x~o, 

quaeratur,  quem  quidem  confbt  fore  :izah. 

Cum  fit  yzz.xx  ax-\-ab 

dy 

ddy  ___  ~ 

. i.2</*»  '.^.v  - :: 

■ " ideo- 


t' 
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ideoque  prodibit  vaior  quaennis 

ZZ  xx ax-\- ah —— X {zx a)-\~  XX.  r ~ tf 
EXEMPLUM  II. 

Sit  yzzx^  — 2x-f-3,  cuius  valor,  poiko  xzzOf 
quaeratur,  quem  confbt  fore  = 3. 

Cum  fit  y — x^  — 2 X -f-  3 
dy 

ent  ^ ~ 3XX  — 2 


y 

i.2.3(/x’ 

obtinebitur  valor  quaefitus 

Z:x*  — -2X-H3 — x(3xx — 2)-|-xx.3x— x>.  I — 3. 

V 

EXEMPLUM  III. 


Sit  y~  cuius  valor  pofito  x~o,  quaeritur, 


quem  conflat  fore  =ro. 

Cum  fit  yzz  — : erit  ^ : 


i-x 


Jdy  ___ 


d^y  __ 


i.2</x*  (i— x-)^’  1.2.3</x^  (i— x)^  ’ 

Hinc  erit  valor  quaefitus 

X X . XX  x^  . X* 


&c. 


+ 


l-X  (!-•*')*  ' (!-•*■)*  (l 

huiusque  ergo  feriei  valor  efl  =0. 


-&c. 


Quod 


. 
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Quod  etiam  hinc  patet,  quod  haec  feries  primo  termino 

X XX 

«■““cata  r ' .i  — 77-Z^ — &c.  fit  feries 


(i—x)*  (i—xy  (i—x)* 


geometric,  «usque  fumo» 


vndc  valor  inuentus  erit  — 


t-x 


I-Of 


■zzo. 


EXEMPLUM  IV. 

Sit  y — e*,  denotante  e numerum,  cuius  logarith- 
mus  hyperboGcus  efi  vnitas,  & quaeratur  valor  ipfius  y 
fi  ponatur  x — o,  quem  quidem  confiat  tore  ~ i. 


— &c. 


Cum  fit 

^ zz  ; erit 

dx—*  ’ 

iil- 

dx*  ~ 

ideoque  valor  quaefitus 

erit 

e*x  e=<xx 

e*x^ 

— j 

e*x* 

r ** 

1.2.3  ' 

i.a.3.4 

X XX 

" l « 

I 1.2 

1.2.3  ' ' 

[.2.3.4 

At  fupra  vidimus  feriem  i — y 


XX 


— i~  &c. 

1,2  1.2.3 

exprimere  valorem  »-*,  erit  ergo  valor  quaefitus  vd- 

e* 

que  zr#*. — I. 

EXEMPLUM  V. 

Sit  jrr:finr,  atque  pofito  jr  zz  o , manifefhim 
eft  fore  W quod  etiam  formula  generalis  in- 
dicabit. - ^ 

•-  Y y 2 Cum 
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Cum  enim  fit  j/^finxj  erit  ^izcofjr; 

= — finrj  cofjr;  ^=fin:»rj  &C- 


*3—  -''*■’»  d!*-» 

erit  pofito  zr  o valor  ipfius  y hic : 


finx--  cofx-  — fin*  + -^— corrf 

I 1.2  1.2.3  i. 2. 3-4 


+ 


1. 2.3.4 

X* 


1.2.3...  6 


finx—  &c. 


1.2. 3.... 7 


qoieft  r:finx^i— 

— cofx  ('-  ^1— ^ rrm 

Vi  1.2.3  1.2.3.4.J 

harum  autem  ferierum  fuperior  exprimit  cofx,  inferior 
autem  finx,  vnde  valor  quaefites  erit  * 

~ fin  X . cofx  — cofx . fin  X ~ o.  ^ . 

, 

68.  Hinc  igitur  vicifiim  cognofcimus , fi  y eius- 
nodi  fiaerk  ipfius  x,  vt  iplk  eoane&at/  po&o 

jp  — o,  tum  fore 


J . W— " ' 1 


xxJJy 

i.2dx* 


x^d^y 


+ 


x^d^y 


--&C.ZZO. 


idx  ' i.2<ir»  ■i,2.3</x3“^i.a.3.4<£r<  -.3*^^ 

Vnde  ha^c  efi  aequatio  generalis  omnium  omnino^fw^ 
tionum  ipfius  x,  quae  dum  fit  x = b,  fmul  ipfiie  eufr 
nefcunt.  Et  hancobrem  ifta  aequatio  ita  eft  comparata, 
vt,  quaecunque  funfHo  ipfius  x,  tkimmodo  ea  euan^ac 
euanefcente  x,  locbj»  fubfHtuatm , aequationi  porpetoo 
fiuisfiat.  Qpo^  vero  y dnsmodi  Hkic  fimSio  ipfius  x, 

^ ; ;v 
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quae  pofito  recipiat  valerem  datum  =A,  tum 

erit ; 

Jcijiy  ^ X*(Py 


xdy  ^ x*ddy 


+ 


— &c.~  A. 


idx  i.idx*  i.2.sdx^  ^ x.z.^^dx* 
in  qua  aequatione  omnes  continentur  fiindiones  ipiius  Xy 
quae  pofito  x—Oy  abeunt  in  A. 

55.  Si  loco  X feribatur  aar,  feu  fbn^o 

quaecunque  ipfius  x,  quae  defignetur  per  y hunc  inducat 

valorem 

■ , xdy  , x*ddy 


x^d^y 


x*d*y 


1.2.3  </r*  ' i.2.3.4</r+ 

Atque  fi  loco  x feribamus  nxy  hoc  eft  x-|-(»— i^x 
fun^o  y accipiet  valorem  fequentem  : 

_ . (n-i)xdy  , {n-iyxxddy  , {n-iyx^d^y  , 

^~TJd^  ^ 1.2.3^^* 

Sin  autem  generaliter  pro  x feribamus  ty  fun^io.quae- 
cunque  y ipfius  x,  transmutabitur  ob  t=zx-f-t  — x 
in  formam  fequentem: 


(t- x)dy  {f-xyddy  {t-xyd^y 


1.2.  3 //x^ 


\dx  I.2<&* 

Si  igitur  v fiierit  talis  fimftio  ipfius  t,  qualis  y eft  ipfiusx, 
quia  t/  cx  y nafeitur,  ponendo  t loco  x,  erit : 


^ 


(t-xydt^  (t-xyd3y 


&c. 


lax  i.2dx*  1.2. jdx^ 

cuius  veritas  quibuscunque  exemplis  comprobari  poteft. 

- yy  3 EX- 
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EXEMPLUM. 

Sit  enim  > ~ j*jr  — x : manifefhim  eft  pofito  t loco  *• 
fore  v — tt  — quod  idem  exprelQo  iuuenta  decla- 
rabit. 

Nam  ob 

. dy  « dJy  

em  ^=a^  — i;  & ^ = *i- 

< vndc  fiet 

XX  — x-f-  2tX—2XX  — t-\-X^tt  — 2tjr  -4-  XX  — tt—  t. 

Si  itaque  y fuerit  eiusmodi  Am^o  ipfius  x^  quae  pofito. 
X — a abeat  inA;  ob  tzz.  a & wrrA  fiet  jj 


idx 


{a~xyddy  - {a-xyd^y 

h^iif«qnf  ergo  aequationi  omnes  fun^nes  ipfiot  quae' 
61^0  x/zz-ti  abeunt  in  A,  fatisfaciunt. 

ijj,,,  Jt 

• 'i' 


*.  — r--  i.  •*:  . 


. -> 


0. 


•J 

= 5 - 


:V.«  “• 
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CAPUT  IV. 

DE  CONVERSIONE  FUNCTIONUM 

IN  SERIES. 


70. 

I n Capit»  fuperiori  iam  ex  parte  oftenfiis  eft  v’flis,  quem 
expreffioncs  generales  ibi  pro  differentiis  finitis  in- 
ventae habent  in  inueftigarione  Terierum  , quae  valorem 
cuiusque  funftionis  ipfius  x exhibeant.  Si  enim  y fuerit 
fun£Ho  dSta  iplTus  x,  eius  valor  quem  induit  pofito  x—o, 
erit  cognitus;  hicque  fi  ponatur  =:  A,  erit  vti  inuenimus ; 
xJy  , x’tI4y  x^d^y  , x*d*y  „ . 

T~r  A. 

dx  1.1  dx*  x.i.-^dx^  \.i.‘i.\dx^ 

Hinc  ergo  non  folum  habemus  feriem  plerumque -in  in- 
finitum excurrentem , cuius  fumma  aequetur  quantitati 
conflanti  A , etiamfi  in  fingulis  terminis  infit  quantitas 
variabilis  ar,  fed  edam  ipfam  functionem  y per  feriem 
exprimere  poterimus,  erit  enim: 

_ A . xxddy  , X^d^y  x*d^y  . 

^ dx  i.idx*  1.1,'idx^  \.1.i.^X^^ 

cuius  exempla  iam  aliquot  funt  allata. 

71.  Quo  autem  haec  inneftigado  latius  pateat,  po- 
namus fimCtioncm  y abire  in  a,  fi  loco  vbique  feri- 
batur  jr  -4-  w , ita  vt  a talis  fit  funftio  ipfius  -4-  w » 
qualis  y cft  ip^  x,  atque  oftendumis  fbre : 
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- . H-&C. 

—y^  ffx^  1.2 1.2.3 1.2.3. ^Jx* 

Cum  igitur  huius  (erici  Hnguli  termini  per  continuam 
ipfius  y dificrentiationem  ponendo  d x conftans  inuenui» 
iimulquc  valor  ipfius  a per  fubftitutionem  x — J—  w in  lo- 
cum ipfius  X atbi  exhiberi  queat;  hoc  modo  perpetuo 
obtinebitur  feries  valori  ipfius  a aequalis,  quw  fi  w lue- 
rit quantitas  vehementer  parua,  maxime  conuergit,  atque 
non  admodum  multis  terminis  capiendis  valorem  ipfius 
* proxime  verum  praebebit.  Ex  quo  huius  formulae 
in  negotio  approximationum  vberrimus  erit  vAis. 

y2.  Vt  igitur  in  infigni  huius  formulae  vfu  often- 
dendo  ordine  procedamus , fubftituamus  primo  in  locum 
ipfius  y funftiones  ipfius  x algcbraicas.  Ac  primo  quidem 
(it  critque  fi  x + o»  loco  ar  ponatur  a — C^+w)"- 

Cum  igitur  fit; 


dy 


&c. 


his  valoribus  fubftitutis  fiet ; 

=.v+ T‘-'“+ fr 

Guae  eft  notiffima  expreflio  Ncutoniana , qua  potcftas 
binomii  in  feriern  conuertitur.  Hmusque 


feri- 
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S«r 


feriei  terniinonmi  numerus  femp^  eft  finitus,  fi  n fiac- 
rit  numerus  integer  affirmatiuus.<'  . i < 

73*  ‘ Poterimus  hinc  quoque 'progrcffiorieih  irtUc- 
nire , quae  valorem  poteftatis  binomii  ita»  exprimat , vt 
ea  abrumpatur,  quoties  exponens  poteftatis  fuerit  nume- 
nis  negatiuus.  ^ Statuamus  enun 


U) : 


A**» 


• UX 


erit  , = 


diuidattur'  vbiqpe  per  eritque 

• ^ ' Ponatur’  nunc  — » ~ w ; prodibitque  ■ ■ 

quae.fericSr-  poties '.«r  eft  numeras  integer,. jieg^uus^ 
finito  terminorum  humero  conflabit.  Haec  igitur  feries 
aequalis  eft  primum  inuentae  ,■  fi  pro  tu  St  n feribantur 
- erit  enim  mde 

J' Ka»--! Xy~2)^g?^_t r , 

'■  t I.  a''  ' v.rt  2.  3 ~T~  otc. 

* r. . . ■ )[’  f'  ji' 

74.  Haec  eadem  feries  qtaoque  deduci  poteft  ex 
expreffione  initio  §.  70.  data.  Cupi  enim , fi  ppfito 
»=0,  abeat; jf  in  A fit:  . i ^ 7 . . 

V."  , •'<  's  7 y i.  :i  7.;  f-  '1  ^ 


ideoque  habebitur 
»Jr»« 


1.3.3^+^ 


&C. 
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dx  \.^dx^  Ui.^dx^  I.2.3.4<fe*  ’ 


ponatur  yzz(x^a)"\  eritque  Az:<j*j  & ob 
^ = »(*f-i)  («- a)(4r+/»)— J ; &c.  fiet 

X I • 2 

diuidatur  per  a"(xj-a)" , «que  prot^it : 


na-"x  , 


quae  pofitis  rc(pe3iue  x Se  — « pro  Xy  a Se  n 
orietur  feries  ante  inuenca. 

7J.  Si  pro  w ftatuantur  numeri  £b£H,  ambae  fe- 
ries in  infinitum  excurrent,  interim  tamen  fi  « prae  x 
fuerit  quantitas  valde  parua , vehementer  ad  verum  va- 

lorem  conuergent.  Sit  igitur  » ^ } & xzza  , erit 

ex  feriem  primum  inucota  : 

tV  —*  ^ I y,  2ir  2V  ' I».  ay.  3»  3»  ✓ 

V.a  ■ fl  . « 

Series  autem  pofierius  inuenta  dabit : 

(»'+./=/(.+-:^+-^>-^+ + fc) 

^ >(a  +k)  v.iv{a  -{•«)*  V.  ar.  3»  Qt  -j-»)» 

- Haec 
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Haec  antem  poftenor  feries  magis  conuergic  quam  prkx^ 

cum  eius  termini  edam  decrelcant,  H fuerit  w>  a , quo 
cafu  tamen  prior  feries  diuergit.  _ • 

Si  igitur  fit  |»  i , v — i,  erit 

Simili  modo  pro  v ponendo  numeros  3,  4,  5 &c. 
manente  ' |k  =z  i , erit : 

s,,  , I X ^ , I « , I.  4-  «*  , i*4*  7 I i>  ^ 

+«^=<■+55l^J-+-5l5^+75l'^-p:5^^^ 

4^  ^ . V /”1  * * . r.  y.  »•  , I.  y.  9 »*  , o "N 

V(/»  +“)  — + 

&c. 


76.  Ex  his  ergo  formulis  facile  cuiusque  numeri 
propofiti  radix  cujusuis  poteftaris  inueniri  poterit.  Pro- 
poiito  enim  numero  c quaeratur  poteftas  ei  proxima, 
iiue  maior  fiue  minor : priori  cafu  v fiet  numerus  nega- 
tiuus,  pofteriori  affirmaduus.  Quod  fi  vero  feries  reful- 
tans  non  Gids  conuergere  videatur,  muldplicetur  nume- 
rus c per  quapiam  potefhitem  puta  per  /*,  fi  radix 

dignitaris  v ei^rahi  debeat,  .&  quaeratur  numeri y c ra- 
dix , quae  / diuifa  dabit  radicem  numeri  c quaefi- 

Z z a tsim. 


% 
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tam.  i Quo  maior  autem  accipitur  numerus  /,'  eo  m^s 
feries ' conuerget ; idque  imprimis  , fi  quaepiMu'  fimUis 
poteftas  a non  multum  ab  f c diferepet. 

EXEMPLUM  I.  . V • 

Quaeratur  radix  quadrata  ex  numero  2. 

Si  fine  vlteriori  praeparatione  ponatur  a—i  & » ~ * 


fiet 
*.  3 


I.  3*  5 


-&c. 


2.2  2.4.  2*  2.4.  6.2’ 

' • ' ‘\ 

quae  etfi  iam  fatis  conuergit,  tamen  praeftabit  numerum 
2 ante  per  quadramm  quodpiam  vti  25  multiplicare,  vt 
produSum  50  ab  alio  quadrato  49  minime  diferepet.  Hanc- 
obrem  quaeratur  radix  quadrata  ex  yo,  quae  per  5 di- 
viia  dabit  Va.  Erit  autem  tum  a—7  & vnde 

fiet: 

• 2.4.6.50*',  ✓ 


Vso=:jy2=:7(i  + ^ 


50  ■ 2.4.50= 
feu 
t-  3 


I.  3-  J 


-hSc.) 


V2  = i-H— -1- 4- 

' 100  100.200  100.200.300 

quae  ad  computum  in  fraOionibus  decimalibus  inftitu- 
endum  eft  aptiffima.  > . 


Erit 
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Erit  enim 

i,  4000000000000 


praec.  in 
praec.  in  ^§5  r: 
praac.  in 


140000000000 
2100000000 
35 000000 
• . 6x2500 

* II02S 

202 

3 


Ergo  V2  rr  1,4142135^23730 

BXBMPLUM  ri. 

Quaeratur  radix  cubica  ex  j. 

Multiplicetur  3 per  cubum  8 , & quaeratur  radix  cu* 
bica  ex  24,  erit  enim  ^24  — ai?’3.  Ponatur  ergo 


azZ3  & u~—  3,  eritque 


^24=3* 

^ *-4-3V  . 

1. 4.7.3^ 

\ 3.24  3*^-24* 

&• 

3.6.9.243 

II 

(^1—  " -4-  - 

1. 4.7 

3-8  ~ 3-  6.  8* 
ieu 

3-6. 5-8^ 

:h  = i( 

'j J-4-J-  ± 

. 24  “^24 '48 

J_  _4*  7_ 

»4  ■ 48  '-72 

&c.) 


&c.^ 


Zz  3 
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quae  feries  !am  vehementer  conuergit,  cum  quilibet  ter^ 
minus  plusquam  o£Hes  minor  Ht  praecedente.  Sin  au- 
tem 3 mukiplicetur  per  cubum  7^5  fiet  a 187,  & 
]^2i87— ^(*3* — : to')  — 9i^s. 
ergo  ob  azz  13  & uzz  — 10. 


, I.  IO  , I. 

^C*”3-  ai87  ^ 3*< 


4.  10’ 


1.4,7.  IO* 


-4-&C.) 


.6,2187*  3.^.5.2187* 

cuius  quiuis  terminus  plusquam  ducenties  minor  eft  quam 
praecedens. 

77.  Euolutk}  binomii  potefhitis  tum  late  patet,  vt 
omnes  fun£liones  algebraicae  ki  ea  coroprdiendi  queant. 
Si  enim  verbi  gratia  quaeratur  valor  huius  fun£Honis 
y (a-i-2  ^x-+~cxx)  per  liniem  exprelTus,  hoc  per  prae- 
cedentes formulas , duos  terminos  tanquam  vnum  con- 
liderando  fieri  poterit.  Deinde  vero  haec  explicatio  fieri 
poterit  ope  expreffionis  primum  traditae:  nam  fi  pona- 
tur quia  pofico  xi=o  fit 

erit  A—V/i , & oim difierentialia  ]^fius  jr  ita fe habeant: 


Jy  __ 

i — cx 

Jx 

Vffl  — H 2 ^•2'  -f~  rjr jr) 

Jdy  __ 

«f  — - hh  . 

dx*  ~~ 

(/i-f- 2 ^ x-1- fxx)^ 

«r)(^-+-rx) 

dx» 

3(^^  — ./if ) (rtf  — — %hex 

(a-\-2  bx-\rp  * 

&C. 


Ex 
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EIx  his  ergo  obtinebitur: 



V'(/»-f-2^jr-}-fxx)  a(/i-f-3^jr-|-rxx)^  a(/i-j-3^x-j-fxx)  ^ 
_ {]>i -ttc){%bh-ac\  jbcx^^cxxy*  _ 

8(il-j-2^X-j-fXx)^ 

Qabdii  ei^  vbique  per  V(a^  2l>x-\-  exx)  multi- 
plicetur feries  fiet  rationalis  , erkque 

(}h-ac%h -{- fx)x* 


2{a-\-2hx\cxxy 


fine 


^//,11  N -./  I (hh-ac)xx  (hh-acyh\cxyA  _ 

V(/i-f3ijr-}-fXx)_V/xf:p;^  2(/i+2^xtrx;^V/j  2(/»+a^x-j-rx7)^ 

78.  Tranfeamus  ergo  ad  fun£Hones  tranfcendentcs, 

* quas  loco  y fubfHtuamus.  Sit  itaque  primum  y — Ixy 
ac  pofito  x+w  kx:o  x fiet  arrr  /(x -+■«).  Sint  autem 
■ hi  logarithmi  quicunque»  qui  ad  hyperboHcos  rationem 
teneant  n, : i , eritque  pro  logarkhmishyperbolicis  0=1» 

' & pro  tabularibus  erit  » = 0,4342544815032.  Hinc 
diffcrendalia  ipfius  j»  = /x  erunt : 

. /te 

lAr  X * dx*  X*  ’ </x*  X*  * 


ex  qmbus  conficitur : 


nw* 


»«^ 


3«8 


€ A P U T IF. 


Simili  modo  fi  w flatuatur  negatiwm,  erit: 

, «w  »w*  nu)}  nui*  „ 
/(x w)  —Ix r r 7 &C. 


24T’ 


4X«* 


Quodfi  ergo  haec  feries  a priori  fubtrahatur,  fiet 

l—^—  — 2«  f rH j-H r-h  &C.  ) • 

X u VJr  'xx^  5x*  7x'  ✓ 


7$.  Si  in  ferie  primum  inuenta: 


nui'  , o 

7-4-&C. 


4X* 


. , , . nui 

/(x-4-  w)  = /X-H — — ^ 

• XX  . ' , «X  p 

ponatur  “ = x-f-w  — ^ ; & 


u X 

«XX 


, , „ . . «X  «XX  , 

/(x+w)=/«+/^— 


-&c. 


/(;« — x)  = 


atque 

«X  «XX 


»x’ 


X 2(«-x)*  3(«“Jr)’ 

fumtoque  x negacino  habebitur: 

«XX  ffX^  «X* 


&c. 


«X 


'C"+x)=^"+ 

Harum  ergo  ferierum  ope  logarithmi  expedite  imieniri 
poterunt,  (i  quidem  feries  valde  conuergant.  Huius- 
modi  autem  erunt  fequentes  , quae  ex  inuentis  facile 
deducuntur  i 


t, 

A;jr— l=/jr— 


2XX 

I 


3X^ 

I 


2XX 


4X’ 

1 


3X’  • 4X* 


&c.) 
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« 

quae  daae  feries  , cum  tantum  (Ignis  a fe  inuicon  dis- 
crepent, (i  ad  calculum  reuocentur , ex  logarithmo  nu: 
meri  x cognito,  eadem  opera  logarithmi  amborum  nu- 
merorum jf-h  1 & X—  I rcpcrientur.  Deinde  ex  re- 
liquis feriebus  erit : 

Kx\  I)  =/(^-  0+a«  4-^  4-  ^-f  - ^ 4-  &C.) 

4- 4(x-i> 

8o.  Ex  dato  ergo  logarithmo  numeri  ar,  logarith- 
mi numerorum  contiguorum  x-+- 1 & *■ — i facile  in- 
veniri poterunt;  quin  etiam  ex  logarithmo  numeri  x—i 
logarithmus  numeri  binario  maioris  & vicilUm  eruetur. 
Quod  quamuis  io  Introductione  vberius  (It  oftenfum,  ta- 
men hic  quaedam  exempla  adiungemus. 

EXEMPLUM  I. 

Ex  dato  numeri  lo  logarithmo  hyperbolico  , qui  eft 
2,3025850929940,  logarithmos  hyperbolicos  numerorum 
ti  ^ 9 inuenire.  * 

Quoniam  haec  quaeftio  logarithmos  hyperbolicos  fpec- 


tat,  erit  a 

i 

1 

ideoque  habebuntur  hae  feries : 

* ^ * * _L_  * 

#1 

/9  =/10- 

10 

1 

a. IO*  ' 3.10^  4.10*  ' 

1 I I. 

5.10* 

. * -&c 

10 

a.io»  3.10^  4.IO'*  ' 

Aa  a 

5.10* 

Ad 
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870 

Ad  quarum  (erierum  fummas  inueniendas,  coQigaumr 

termini  pares  & impares  leornm  , eritque 

( 

=0,1000000000000 

lO 


I 

r =0,00f  oooooooooo 

2,  IO' 

I 

0, 00002 50000000 

— - , =O,ooooo0i66$6^^ 

6. 10®  ^ 

I 

- g =0,0000000012500 

I 

r;:  =0,OOO00OQOO010O 

lO.IO*® 

I 


1 

— 0,0000000000001 

12.10**  ’ 


-^-^=0,0003333333333 
. 1 

— — t =0,0000020000000 

5.  10*  . ’ 

- I 

=0,0000000 14? 8 5 7 

7.  10' 

I 

=0,000000000 1 II 1 

5).  10® 

I 

— =0,0000000000005 

IMO” 

fomma=o,ioo335  34773io  |fumma= 0,00 502 5 1679267 
Summa  vtriusque  erit  . . . 0,1053605156577 
DiAcrcnda  ambarum  erit  0,09 53101798043 

lam  e(l  /10  = 2,3025850929940 

* Ergo  erit  /11  = 2,3978952727983 

& /9  = 2)IS72245773363 

Hinc  porro  erit  /3  = 1,0986122886681 


EX- 
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EXEMPLUM  IL 

Ex  logarUhmo  l^perbolico  numeri  55  mtnc  inuente  in- 
venire kgarithmum  numeri  loi. 

Adhibeatur  ad  hoc  feries  (upra  inuenta : 


Kx-\-i)zzl{x — i)-}- 


*■ 

in  qua  hat  x zz  100 ; eritque : 

2 , 2 , 2 , 2 


&C. 


-&c. 


/ioizr/99-,  , , , - 

100  3.  ICO^  ^ 5-  ICX5*  7.  100^ 

cuius  feriei  fumma  ex  his  quatuor  terminis  colligitur 

rz  o,  o2ocx)o^6570<rff  , quae  ad  / 99  addita  dabit 

/101  ffl5l20ji684I2. 

EXEMPLUM  in. 

Ex  dato  logarithmo  tabulari  numeri  10,  qui  eft  ~i, 
inuenire  logarithmos  numerorum  ii  & 9. 

Quoniam  hic  logarithmos  communes  tabulares  quaeri' 
mus,  erit  « = 0,4342944819032,  polito  eigo  xzzva 

erit: 

« , « n , ' ' n' 


/ll  zz/io- 


10 


2.  10* 
n 


/ 9 =/io r — 

lo  2.10* 


3.  id’ 

■*v 

n 


4*  !©♦ 
n 


3.  lO* 

Aaa  2 


4.  IO+ 


&c. 

- &c. 
Coh 
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Coll^;antur  termini  pares  & impares  leoriim : 


— ^=0,043425)448 1503 
^ ”;;j=o>oooi447g48»73 

3* 

n 

0,0000008 68  5 8 85 
n 

"■-■--7= 0,0000000062  042 

-~^=0, 00000000004  8 ^ 

^Y^^zz0,000000000000 s 

fumma=  0,043  5750878593 
Aggregatum  ambarum  eft 
. Differentia  earum  eft 
Cum  ergo  fk 


— \da  — °»003 171472409  5 

H 

— ■^p4=0, 0000108573^30 

-^|^,=0,0000000723  824 

-^^,=0,0000000005438 

n 

3 

1 W«10 
» 

JJ^^=0,0000000000000 


fumma — 0,002 1 8240270 1 o 
= 0,0457574905603 

= 0,0413926851583 

/10=  1,0000000000000 


Erit  /x  1 = 1,0413926851583 

& /9  = o,  9542435094396 

Hinc  /3  =o,477»312547198 

C\  ^ ^ >>5556351945975 


EX- 
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exemplum  l\r. 

Ex  logarithma  tabulari  numeri  99  hic  inuetais  tnutnire 
logarithmum  tabularem  numeri  loi. 

Adhibendo  hic  eandem  feriem , qua  in  Exemplo  fe- 
cundo v(i  fumus , habebimus : 

/loi  = I99  -4-  a»  C-^  H !_  -I 1 1_  Scc.'\ 

NIOO  3.  100^  J,  100*  J 

cuius  feriei  pofito  pro  * valore  debito , fumma  mox  rc- 

perietur  0,00868^1791849  quae  addita, 

ad  /99  = 1,99563?  I94J979  oritor. 


/101=:  2,0043313537839 


8r.  TVibuamus  nunc  in  exprefUone  noftra  gene- 
rali y valorem  exponendalem , fitque  y n:  a*,  pofito 
«■-4-a»  loco  3r;  erit  cuius  valor  ob 

difierendalia ; 


ent 

ula  . «» (//1)* 


&C.^ 


a»+«.  = 

I I.  2 ^ I.  2.  3 

quae  fi  dkudatur  per  a*  prodibit  feries  valores  quanti- 
tatis exponentialis  exprimeps , quam  fupra  in  Introduc- 
tione iam  elicuimus : nempe 

, u^J(/ay 

l ~ 1.  3 


I.  3.  3 

Aaa  3 


i.a.3.4^ 


Si- 


t 
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Simili  modo  fumro  w negatiuo  erit 


eo/<?  , 


I I.  a I.  2.  3 l.a.3-4 

ex  quarum  combinadone  oritur: 


<»  +<»  — . I 

2 I,  2 


W — W 
/I  —a 


wla 

1 i 


1.2. 3.4  1.2 

W*(/rt)3  , 0)3  (/«)S 


&C. 


-4-&C. 


2 Ii  ■ t.  3.  3 ■ 1-3.3-4-S 

vbi  notandum  eft  U denotare  logarichmum  hyperboli- 
cum  nvuneri  «• 

82.  Huius  formulae  ope  ex  dato  quouis  logarith- 
mo  numerus  ei  conueniens  reperiri  poterit.  Sit  enim 
propofitus  logarithmus  quicunquc  « ad  canonem,  in  quo 
numeri  a logarithmus  rni  ftatuitur,  pertinens.  Quae* 
ratur  in  eodem  canone  logarithmus  x proxime  ad  u ac- 
cedens, fitque  »“x-i-o);  numerus  autem  logarithmo 
X conueniens  fit  ~y~a*y  erit  numerus  logarithmo 

uz~x-^v>  refpondens  “ :zr  a ; fietque 


U)la  ^ 0)*(//»)*  ^ 0)3(/rt)3  ^ u>*(^[gy 


&c.^ 


I.  2 1,  3.  3 1.3.3. 4 

quae  feries  ob  o>  numerum  valde  paruiun,  vehementer 
conuel^get,  cuius  vfum  fequenti  exemplo  declaremus. 


EXEMPLUM. 

»4 

Quaeratur  numerus  ifti  binarii  potcftati  a*  aequalis. 

Cum  fit  2*^  !ir  i«7772IS, 'erit  3*  2'*«''^**«, 

fu- 
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fumendisque  logarithmis  vulgaribus , erit  huius  numeri 
logarithmus  rr:  1677-7216  I2.  Cum  autem  fit: 

I2  rr:  0,30I0a9995«tf398l 15541373889 

numeri  quaefid  logarithmus  erit ; 

5050445,255733675532039053 

cuius  charaaeriftica  indicat  numerum  quaefitum  exprimi 
5050445  figuris,  quae  cum' omnes  exhiberi  nequeant, 
fufiiciet  figuras  initiales  afiignafTe,  quae  ex  mantifla 
,259733575932039063  rr  « 

inueftigari  dd)ent.  Ex  tabulis  autem  colligitur,  nume- 
rum cuius  logarithmus  proxime  ad  hunc  accedat  fore 
18.101  =r  1, 818  ; qui  ponatur  y ; cuius  logarithmus 
JTzro, 259593878885948644  , vnde  erit 

w=:  0,000139797046090419  • Cum  iam  fit 

fl~  10  erit 

ta  — 2, 302  5 8 5092994045  68401 79914  8c 

w/rf  — 0,000321894594372398  Deinde  erit 

1 , 8 1 8000000000000000 
585204372569020 

94187062064 

, 10106100 

813 


hae- 


(idla 

— = 
— ^—^y  = 

I.  2 

w’ (//»)’  _ 

1.  2.  3 

— ^ y — 

1.2.3.4^ 


1818585298569737997 


97« 


CAPUT  m 


baeque  funt  fignrae  iniciales  numeri  quaefid,  cuius  om- 
nes figurae  excepta  forte  vltima  fune  iuffae. 

83.  Confideremus  quantitates  tranfeendentes  a cir- 
culo pendentes,  fitque  vti  perpetuo  ponimus,  radius  cir- 
culi :=  1 , atque  y denotet  arcum  circuli  cuius  finus  =x 
fcu  fit  j(“Afinx.  Ponatur  x-f-w  loco  x,  eritque 
azr:  Afin  (x-4-w) : ad  quem  valorem  exprimendum 
quaerantur  differentialia  ipfius  y : 

dy  I 

7T  “ F(i-xx) 
ddy  X 

d*y 

^“(l-xx)^ 

d*y 9x-\-6x^ 

^ ~ (l-x»)i 

d*y 9-4-72X*-1-24x* 

(l-xx/ 

y aayx— 1— gQQx^  — f- 120X* 

Ex  his  ergo  inuenitur: 

Afin(x-|-w):z:Afinx+ — ■ I v ,-i“- 7 

V(i-xx)  a(i-xx)*  6(1 -xx)* 


to^fgx-fgx^)  , (»»(5)-f7ax*+a4x*) 


a4(i-xx/ 


lao(l-xx)’ 


&c. 

84- 
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84.  Si  ergo  cognitas  fuerit  arcus,  cuius  Hnos  eft 
huius  formulae  benehcid  inueniri  poterit  arcus, 
cuius  iinus  eft  (i  fuerit  u quantitas  valde  pania. 

Series  autem  cuius  fumma  addi  debet , exprimetur  in 
partibus  radii,  quae  ad  arcum  ficile  reducentur:  vti  ex 
hoc  exemplo  intelbgetur. 

« 

EXEMPLUM. 

Q^ratur  arcus  circuU,  cuius  Jhtus  e fi 

= 11=  0,3333333333. 


Quaeratur  ex  tabulis  finuum  arcus , cuius  finus  fit  pro- 
xime minor,  quam  1,  qui  erit  19°,  28',  cuius  finus  eft 
= 0,3332584.  Statuatur  ergo  19°,  28*,  =Afin Jr=jy. 
erit  JT  = 0,3332584 , & « = 0,0000749,  atque  ex  ta- 
bulis V(i—2rr)  = cof>=  0,942835^.  Erit  et^o 
arcus  quaefitus  »,  cuius  finus  = \ proponitur 


= 19°,  28*-l- 


« 

♦ 

cofy 


«wfinjr 
2 cofy^  * 


quae  expreffio  iam  fufHcit;  eritei^  per  logarithmos  cal- 
culum infUtuendo: 


C A P V.T,  JV. 


m 

/w  = 5,8744818 

/cofy  = 5>,  9744359 

5)5000459  ; -—=  0,0000794412 

£0*  

l — = I,  8000918 

, finy  1_ 

'ToF- 

»,3484370 
/2  = o,  3010300 


M*{iny 

3C0(>» 


1,0474070  ; 


u*{iny 

2C0fy^ 


o,  00000000 II 


Summa  = 0,0000794423 

qui  efl  valor  arcus  ad  19°,  aS’  addendi,  ad  quem  in  mi- 
nutis fecundis  exprimendum,  fumamus  eius  logarichmum 
' qui  eft  5,9000518 

a quo  fubtraJlitur  4,^85  5749 


1,3 144769 

cui  log.  reipondet  num.  = 16,38615 

qui  eft  numerus  minutorum  fecundorum ; fraftioncm  vero 
in  tertiis  & quartis  exprimendo  fiet  arcus  quaefitus 
— 19°,  28*,  i6“,  23“,  10",  8'',  24«. 

’ 85. 
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8f.  Simili  modo  cxpreiHo  pro  colinibUs  eruetur; 

d JC 

pofito  enim  j — Acof;«r;  quia  cft  Jy  — 

feries  ante  inuenta  inuariata  manebit , dummodo  eius 
figna  permutentur.  Elrit  itaque 

w «o*x  ^w*(i-j-2xr) 


A cof  (jr+w) — A cofx  — 


y(l-xx)  6(i-ATjr)^ 

U)>(9+72x^  + 24Jir*) 

h&c. 

24(1— JTJr)*  120(1— 

quae  feries^  pariter  ac  praecedens  vehementer  iemper 
conuerget,  (i  ex  tabulis  Hnuum  proxime  veri  anguli  ex* 
cerpantur , ita  vt  plerumque  vnicus  terminus  primus 

-77-'^^ — ^ fufficiat.  Interim  tamen  fi  x fuerit  ipfi  i feu 
V(i-xx) 

finui  toti  proxime  aequalis , tum  ob  denominatores  ad- 
modum paruos  illa  feries  conuergendam  amigit.  His 
igitur  cafibus,  quibus  x non  multum  ab  i deficit,  quo- 
niam tum  diffei'entiae  fiunt  minimae,  commodius  vtemur 
folita  interpolatione. 

%6.  Ponamus  quoque  pro  y arcum  cuius  tingens 
datur , fitque  j rr  A tang  x & » — A tang  (x-f-w) 

ita  vt  fit 


, Uidy  u}*ddy 


6dx3 


Ad  quos  terminos  indagandos  quaerantur  ipfius  y Cia- 

gula  differendalia:  --  . 

j : . Bbb  a * dy 
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h.  — ' 

<ir  i-l-jrx 

dJy  — 2 X 

17^  ~ 

J3y  _2_j_6jrx 

~~  (i-i-xx)s 

y 24X 24X^ 

77  (i-f-xx)^ 

d^y  24 240x»-f-  t20X* 

dx* 


(i-Mx)* 
d^y — 720x-f-2400x^ 

77  •“ 


-720X* 


(,_l_xx><^ 

&c. 

' vnde  colligitur  fore: 

A tang  ( X -4- w)  ~ A tang  X -4- 

i(i+x^” (i+xxy  “^0  ('  +xx)«^*’ 

(i+xx)*'-  (i-|-xx)«^  > ^ y-T-*xy.. 

87.  Haec  feries,  cuius  lex  progrefllonis  non  adeo 

manifefta  cfl,  transmutari  poteft  in  aliam  formam,  cuius 

progrellio  ftatim  in  oculos  incurrit.  Ponatur  in  hunc 

. ~ f cofu 

finem  Atangx=:s>o“ — k,  vt  fit  x = cot»  = ^j 


erit  i-Hxx  __ 


I 

fin«*  ’ 


vnde  fit 


dx,  l~^-XX 


zz  fin 


K. 


Cum 
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Cum  deinde  fit  dxzn  7= — r , feu  du  ~ fin  k*  , 

fin«*  ^ 

fiet  vkeriora  differentialia  fumendo : 

iiu  fin  KCof«“  du  (in  2 u ~ — dx  fin«  fin  lu 
dx 

ideoqne  zz-h^nw*.  fina«. 

d ^ y 

zi— Afin«.  coft.  finaw  -Afin  K*cof2a  zz—  ^wfinw.  fin3/r 

~ dx  (in  u^  Gn  iu 
y 

ideoque  zz-H fin ,fin  3« 


d*y 


i.2.^dx^ 


i.idx^ 

:z  </«  fin  (cofr.  fin  3 «+ fin«.cof3  »)  ZZ  Afin»  * Jui4* 

~—dxGn  u*.  fih  4« 

, d^y 

ideoque A~rzz  — fin  fin  4» 

^ 1.2.2dx*  ^ 

d>y 

(cof«fin4«+ finw.cof4w)  du.Gnu.dasv 

~-f- </jrfin«*.fin  5«  , 

JS  y 

&c. 

Ex  quibus  colligitur  fore: 


Atg(x+w)rrAtg4rf  - fh«.fh«-  — — fh«3.1h3« 

I 2 3. 

— — fh«^fii4»-f  ~ lnK*.fhy«-^fh«'fhs«-f-&c. 

vbicuxnfit  Atgjr“y  & Aigx~9o°— »,  erit  ». 

Bbb  3 jg:. 
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88.  Si  ponatur  Acotrrrjy  & Acot(jr-fw)=:a; 
erit 


eo 


iy  Vi^idy  , <ii}d^y 


U)*d*y 


i.zdx^  l.2.‘}dx^ 
— dx 


cz  H- 


, termini  huius  feriei  con- 


Cum  autem  Cm  dyzz  ^ ^ 

gruent  praeter  primum  cum  ante  inuentis,  exceptis  tantum 
(ignis.  Quare  fi  ponatur,  vt  ante  Atangx  — 90°-», 
fcu  AcotJ:  = «,  vt  fit  u—yi  erit: 


A cot(jr+ w)ziA  cotx— Y fntf.(h*^+^(h»*  .fn*»-  ^(h«®  .613« 

4 * * 

— Ci«^.lh4« (htfS.lh  5»-+-&c. 


quae  expreflio  immediate  ex  praecedente  fequitur : quia 
enim  eft  Acot(ar-i-w)=:9o — Atang(x-+-w) 

& Acotx  = 9o  — Atangr;  erit 
Acot(x-+- w)- Acot.r  Atang  (^H-w)+Atangx. 

89*  Ex  his  exprefllonibus  multa  egregia  corollaria 
confequuntur,  prout  loco  x 8cu  dati  valores  fubftituantur. 
Sit  igitur  primum  x~ o;  & cum  fit  »=:9o°-^Atangx 
fiet  « ::z  90®  ; atque  fin»  ~ i ; fin  av  — o ; fin  3«  — - 1 ; 
. fin  4«  =05  fin  5«  = i } fin6«=o  j fin  7u~-i  ; &c. 

vnde  fiet 

Atangw  = Y“~7“^7 — T "^7  77-+- Ec- 

quae eft  notifllma  feries  exprimens  arcum,  cuius  tangens 

eft  — <«>.  ' 

Sic 
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Sit  jr  — 1,  erit  Atangrr:4j®,  ideoque  «r^45«,  hino 
fin«=^;  fin2«=i;  Cm3u~~i  fm4»±=o‘j 

nns«——:^j  fin^arrr— I j finywirz— ; fins«=oj 

Gn$u  — ~&c.  Ex  quibus  fit: 


Atg(i+w):^j°-}-^ 

2 

00*  , W*  &)* 

-h— - 

2.2~^3.4  5.8 

^6.8 

7.16 

W»  w*° 

w“  «** 

1 

-&C. 

”^5.33  10.32 

. 11.^4  13.128 

' I4-»28 

Si  igitur  fit  MZZ— ij 

ob  AtangCifw)— 0 

, & 45“ 

11 

4-m 

fiet: 

g~  I 

4 i.a 


I 

2.2 


3.2* 

I 


5.2^  ^.2^ 


I 

7.2'* 


+ 


5 1 e 

9.2*  10.2*  II. 2® 

quivalor  fi  loco  arcus  45°  fubftituatur  in  illa  exprefllonc 
erit:  Atang(i-j-fai)nmz 

W.j-1  «*.fi  ,w3  + i W*— I ,w®-i  W*— I 
1.2  a.2  ^ 3.2*  5.2^  ^ 6.2*  7.2® 

nk  autem  feries  maxime  eft  idonea  ad  vdorem  ipfius 
proxime  inueniendum. 


so.  Com  fit 

i ■ I 
3-2*  5.2* 


* I , , 

'«.2*  7.2® 

ter- 
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termini  autem  in  denaminatoribus  habentes  2,  10,  &3C. 

y-h-&c.  exprimunt  iAtgt; 


10.2* 


14-2 

erit : 


J =4  Atg{  +-^+ 

In  altera  '^utem  formula  pofito  co  negatiuo , cum  fit 

■ ^ ? 

» J.2»  6.2^  7.2^^ 


Atg(t-C0)=Z 


1.2  2.2 

,s 


Ct> 


w’ 


3.2 

. w* 


1,2  2.2  3.2 


» ^ S.2^  ^ 


+ T— &C. 


I 

1.2 


' 6.2*  7.2* 
fi  fiat  w =:  i ; erit : 

I . I . I I I 


Atgi= 


2.2 

I 


3.2* 
. 1 


5.2- 

1 


6.2* 

. I 


1 


-&c. 


'&c. 


1.2*  2.2*  3.2*  5.2“  6.2®  7. 

& terminis  per  2,  6,  10,  &c.  diuifis  feorfim  fumtis  erit: 

Algt=4Atgi-4-,|,  I ^ 

- lAigJ  H — -'tt -&c. 


jAtangi= 


3.2*  ■ J.2®  7.2**  9.2 

ideoque 

I . I I ' I 


1.2 

I 


4- 


3.a* 

I 


J.2^ 

I 


7.2* 

I 


-4A^i-  j 3.- 3 ,5-+- ^ 


&c. 


&c. 

qui 
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qui  valor  fi  in  fuperiore  ferie  fubftituatur,  atque  A tang  {■ 
ipic  in  feriem  conuertatur,  reperietur : 


4" 


I - 

t 

' 1 

I 

“f-  &C. 

3.2* 

I I 

5.2* 

4-  ' -4 

7.2* 

I 

9.2^ 

I 

1.2* 

H 

3-2* 

1 L_' 

^ S-2* 
1 

" 7.2  " ~ 

+-  * 

9.2'* 

1 

— &c. 

1 Jpu^ 

1.2*^ 

3.2'“ 

S.2‘*' 

^7.2*» 

9.2^ 

■ -f"  occ. 

510.  Sequuntur  hae  multaeque  aliae  feries  ex  po- 
fitione  jr “ 1 : fin  autem  ponamus  x—Vj^  vt  fit 

Atangjr— (So°,  fiet  «rrso,  & fin»=|  j finaazr^- 

2 ’ 

finsKZZt;  rm4«  = ~j  finj«z=i;  fin(J«  = o; 


Un7u—-i;  &c. 

A tang  (1^3 +w)  ~ fio® -i  ^ 


vnde  erit: 
w m®V3 


00* 

Ta* 


00^  00*1/3 


w» 


2.2*  3,2* 

C«>'°>'3  <o” 


W*  V3 
4-2~ 


7.2* 


8.2« 


10.2' 


Sin  autem  ponatur  x:p~,  vt  fit  Atgo-=3o®;  erit 


9.2® 

I 


H__fio®j  atque*fin»=:^:  fin2«=-?^;  finaa—o: 

O 9 ^ w 


__V3 

2 ' 2 
fm4«=-^}  fin5»=-^;  finfi«=:oj  fin7«=?^; 
&c. 


Ccc 


qui- 
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qiiibus  valoribus  fubfHtutis  erit : 

3w*y3  I 3^w*  , _ 
+1^  XJ5-+T?-’--S7  + &=- 

fi  igitur  fit  «— ob  30®  = — ; erit: 


*■  __  I 


6V3' 


1.2' 


2.2^ 


4.2» 


5.2' 


7.2' 


8.2‘ 


•&c. 


$ I , Refumanius  cxpreflionem  generalem  inuentam  ; 
Atang  (jT-l-w)  ~ Atangx 


-4-  — fin».fin» — — fin«*.fin2tt-4-— fin«’.fin3»-  &c. 
^ I 2 3 

#c  ponamus  vt  fit  Atang(.tv-H«>)— o , eritque 

A tang  X zrr: 

— fin«.  fin»H fin«*.  finawH fina^.  fin3K-i-&c. 

I 2 3 


0)^ 


Cum  autem  fit 


erit:  xzzcota  — 


A tang  T ~ so  — « — — — a ; 
cofit 


fin  tt‘ 


Quamobrem-  erit ; 


— ~a+cofr.fina+  i cf«*.fn2«-f  Tcf«^.fn3a-)-J  cf»*.Ci4«  +&c. 

quae  feries  eo  magis  eft  notatu  digna,  quod  quicunque 
arcus  loco  » accipiatur,  valor  feriei  femper  prodeat  idem 

Sin  autem  fit  wrz-aor,  ob  AtgC''2f)=— Atg.rj 
2 

fiet : 


2X 


fina.fin«H-— -fina\fin2«H fin»’.fin3a4-&c. 

I a ; ■ 3 

Cum 


2 Atangx  i^rr 
8x3 
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Cum  autem  fit  Atangjrzr  — ■ 


o cof« 

■«  & xzz^ — , ent : 
fin« 

2 2 ^ 2 ^ 

Tz:2«-j-  -j-cofr.finwf  — co(«*.fin2«'+  — cof«^.fin3K-f&c. 

Sit  uzZ4S°~^ : erit  cof»~^:  fii2«zzi; 

^ ’ K2’  V2  ’ ’ 

fin3«=::j^j  fin4«=:o;  finj«zr^;  fin6«r=-i; 

fin7«~:p^;  fin8«— o;  fin^»— eritque 

^ 1,2,2  2*  ^ 

3~"ifa'3  5 ® 7'-9'io'ii 

quae  feries  ctfi  diuergit,  tamen  ob  fimplicitatem  eft  no- 
tatu digna. 

$2.  Ponatur  in  expreffione  generali  inuenta: 


I - I 

w _ “ X — — — ^ - 

X fin  «.  coi« 


, cof«  . . 
^ , ob  X — p — ; ent : 
lin«’ 


Atang(x4-t«))~Atang-^=:-Atang  j— -f  Atangx. 

Hinc  ergo  obtinebitur  fequens  exprefiio : 

5T finx  fin2«  fins»  fin4» . fin  su 

2 ICO&~^2Cof«*~^3COf«^  4Cof«^  5Cof«*~^ 

quae  pofito  «~4y®  dat  eandem  feriem,  quam  vitimo 
loco  inuenimus.  Sin  autem  ponamus  a>':z.—V(,i-\-xx) 

iet  wn — TT— i Sc 
fin  « ’ 

Ccc  2 Atang 


, cof« 
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Awng  (x — y(i  -)-xx))  — Atang(y(i 
zz  - i A tang  ^ 1=  - i ^ J - A tang  x) = — - 1 » , 

& A tang ^ — ^ • — »•  Hancobrem  erit : - 

i Quodfi  haec  aequado  differentietur  erit: 
o :zr  i -4-  cof«  -f  - cof  2 « -f-  cofs  « -f-  cof4«  -f  - cofj  u -|—  &c. 
cuius  rado  ex  natura  (erierum  recurrendum  intelligitur. 


$3.  Si  dmili  modo  feries  ante  inuentae  dideren- 
dentur,  nouae  feries  fummabiles  reperientur.  Ac  primo 
quidem  ex  ferie : 


0)  w* 


Atang(i-l-£»>)zz  - -j--  - 


0)3 


w= 


2J  3.4  5.8 

fequitur  * 
o)*  ea*  . w*  oj* 


6.8 


&C. 


O) 


!“■—  — &c.  • 


a-J-sw-fw*  ■ 2 ' 4 8 ' 8 16  ■ 32 

quae  oritur  ex  euol udone  fraOionis  — ■~^'^^zz  — . 

’ 4 + «'’  2f2(afu)* 

Deinde  ifh  feries : 

-zz  « cofrfinw -f  i cf«*.Ci2«-|- j c0<3  cC<'*lh4»-f  &c. 

2 ' 

per  differendationem  dabit: 

OZZ I -f  COftK  -|-  Cof«r.Cof3»-f  cof«*.cof4w  -f  coft^coffo  -f  &C. 


Denique  feries 


fin« 

'cola 


fin2«  fin3»  , fin4« 


aefr*  3cf«3  ' 4cf«^ 


-&c. 

dat 
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, I ■ cof«  cof  2 u 

^ cofa*  cofa^  ' cofa* 


- cof»  Cofia  cofyt 

°“”*^CoG<  cofa*  cof/^ 


Cofaa 

cofa* 


cof 4« 

cofa* 


&C. 


94.  Imprimis  autem  expreiTio  inuenta: 

Ataiig(2r-|-w)  ;=:=  ' ' 

Atgjr-f  “ fina.fina.-^  fina*.fina+  ^ fina^.fin3a-&c. 

exiftente  jr”cota  feu  airr  Acotx— 90'’— AtangJ? 
infcruiet  ad  ai^lum  feu  arcum  datae  cuique  tangenti 
refpondentein  inueniendum.  Sit  enim  propuiita  tangens 
quaeraturque  in  tabulis  tangens  ad  hanc  proxime 
accedens  zz  jt  , cui  refpondeat  arcus  ~ j»  ; eritque 
a“9o°— j».  Tum  pooatur  feu  wzz?  — arj 

eritque  arcus  quaelitus: 

~>-4-  — fina.  fin  a — — Una*,  fin  2«-+-  &c. 

quae  regula  tum  praecipue  eft  vtilis,  cum  tangens  pro- 
polita  fuerit  admodum  magna,  ac  propterea  arcus  quae- 
fitus  parum  a 90°  difcrnl^^is  enim  cafibus  ob  tangen- 
tes vehementer  incrcfcS^#',7foIita  methodus  interpola- 
tionum nimium  a, veritatelteducit.  Sit  ergo  propofi- 
tum  hoc  exemplum. 

EXEMPLUM. 

Quaeratur  arcus^  cuius  tmgens 00, pojito  radio  ~ t . 

Ccc  3 Ar- 
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Arcus  proxime  quaeiico  aequalis  eft  89*,  25*,  cuiqs 
tangens  eft  xzz  . 98,  ai7943  fecund. 

quae  fubtrahacur  a f 1 00, 00000.  ' 

remanebit  uzz  i,  782057 
Deinde  cum  Cit  y zz  89°,  25*,  erit  uzz*o°,  35', 
2K=i°,  IO*,  3«  n 1°,  45*,  &c.  lam  (inguli  termini 
per  logarithmos  inueftigentur.  ** 

Ad  /«j~  0,2509215  . 

adcL  / fin  « — 8, 0077867 

8,0077867 

/uilni/.finuzz  6, 2664949 

4,^855749  . . 

fubtr.  zz  I,  5809200 
Ergo  wfin».  fintt=  58,0995^  fccund. 

Ad  /ca{inu*ZZ  6,2664949  ■' 

add.  /mzz  0,2509215 
/ fin  2«  — 8, 3087941 


fubr.  I 

lita*  fin 2» 

fubtr,  'iiC 

Remanet 


4,  8262105^ 
3010300 

i' 


^8  5 J 749 


9, 839605« 


Ergo  jw*  fin»*.fina«  = o,  69i'2o  fecund. 

Porro 
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PoiTO  ad  /w^  “ o,  7y27^4f 
add.  / fin  ” 4,0233601 
/ fin  3«  — 8, 4848479 

3,  2605725 
fubcr.  /3~  0,4771213 

.‘*S(  2>  7838512 

fubtr.  4, 6855749 

8, 05827^3 

Ergo  •§•  w*  fin  fin  3«~  0,01254 

Denique  ad  /w<  — 1,0036860 
add.  2,0311468 

,/fin4a~‘  8,6057341 

1,  6445665 
lubtr.  /4  ^ o,  6020600 

1, 0425065 

• fubtr.  4, 6855749 

6,  3565320 

Ergo  0,00023 


3911 


fecund. 


fecund. 

Hinc: 

# 
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Hinc : 


Termini  addendi 
38,09956 
0,01254  ^ 


Termini  fubtraheadi 
o, 69120 
o,  00023 


38,  I 12  IO 
fubtr.  0,69143 


o,  69143 


37,42067—  37«,  a5_w,  14IT,  a4-»,  36«. 
Quocirca  arcus,  cuius  tangens  centies  fuperat  radium 
erit:  89®,  2-5',  37«,  25««,  i4<v,  24»,  36«, 

neque  error  ad  minuta  quarta  afeendit ; fed  in  minutis 
tantum  quintis  inefle  poteft,  ex  quo  vere  hunc  .angulum 
pronunciare  poterimus  — 89®,  »5*,  37“,  25“*,  14"'. 
Si  tangens  adhuc  maior  proponatur,  ctiamii  fonafle  w 
maius  prodeat,  tamen  ob  u angulum  adhuc  minorem, 
aeque  expedite  arcus  definiri  poterit/ 


95.  Cum  hic  pro  y arcum  circuli  lubftituerimus, 
nunc  fun£Uones  reciprocas  in  locum  y ponamus,  cuius- 
modi  funt  finr,  cofx,  tangar,  cotjr,  &c.  Sit  igitur 
^nfuijr,  pofitoque  Jr-f-w  loco  fiet:  azrfin(x--l-«), 
atque  aequatio 


uidy  ^ tji^ddy  ^ w 


Sd^y 


+-  &C, 


24dx* 

ob  ^=cofjr;  ^=-fin2r;  ^zz-coCx;  &c.  dabit 

fin  (x-}-w):r::  finj:"-!-  wcof  jt  — iw*fin2r  — — j-enJ^  cofjr 
-1-  iV  fin  X -4-  &c. 

& 


« 


I 


m 
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& fumtD  u 'negatiao  erit: 

fin  (jf-w)  ~ fii  Jr  w cfjT  - iw*  fnx  -f  }-w^  cf X -f  fii  jf  - &C. 

Quod  fi  vero  ftamatur  jr  — cofj', 

Ob  $=-CiJrj  ^=-cfx;  ^=cDr;  &c. 


Cof(x-j-w)n:cfx-  wfiir-  •Joi)»cCr  -}-  - &c. 

& fado  u)  negaciuo  erit : 

Cof(x-w)rrcfx-f  cm  fil  X - |w»cfx  - fil  X -}-i*;»W^Cfx  -j-  &C. 

95.  Vfiis  harum  formularum  eximius  eft  cum  in 
condendis,  tum  interpolandis  tabulis  finuum  & cofinu- 
um.  Si  enim  cogniti  fuerint  finus  & cofinus  cuiuspiam 
arcus  X,  ex  iis  facili  negotio  finus  & cofinus  angulorum 
X-4-W  & X— w inueniri  pofiunt,  fiquidem  differentia  w 
fuerit  fatis  exigua:  hoc  enim  cafu  feries  inuentae  vehe- 
menter couergunt.  Ad  hoc  vero  neceffe  eft,  vt  arcus  « 
in  partibus  radii  exprimatur;  quod  cum  arcus  180°  fit: 
3,  I4I592<J53J897932384^ 
facile  fiet:  erit  enim  diuifione  per  180  infiituta 
arcus  1°  0,0174^3292519943295769 

arcus  i>  ~ o,  000290888208^65721 59S 
arcus  10“:::  o, 00004848136811095359^ 

EXEMPLUM  'I. 

htuemre.Jmus  ^ cofinus  angulorum  45°,  1*,  ^ 44»,  59 
ex  datis  finu  & cofinu  atiguli  45*»,  quorum  vterque  eft 

— :^i=0,  7071067811865. 

D d d Cum 
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CAPV.T  m 
Cum  igitur  (it : 

finjr  “ cofjf  ~ o,  707*067811865 
atque  w 0,0002508882086 
erit  ad  multiplicationes  Acilius  inftituendas : 
2w  zr  0,0005817764173 
300  ±:  0,0003726646159 
' 400  “ o,  0011635528346 

50  ZZ  0,0014544410432 
6w  ZZ  0,0017453292515 
. 7 co  ZZ  o,  0020362174605 

8w  rz  0,0023271056692 
5w  ZZ  0,0026179938779 
Elrgo  wfinjf  & wcofjr  hoc  modo  inuenietur 


7 

0 

7 

1 

0 
6 

7 

8 

1 
I 
8 
6 


0,00020362174605 
• *•  • • • 
o, 00000203  62174 
25108882 


174532 

20362 
2372 
• 29 

. 2 

. 2 

. o 


te) 


fiiljr  Z:  tucofjr  ZZ  0,00020568902450 


Ergo  i te)cofx  ZZ  0,00010284451245 


per 
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1 

o 

2 
8 
4 

4 

5 


CAPUT 

O,  0000000290888* 
* « • 

58177 

• 23271 

• 1163 

• 116 

. 14 


39t 


iw*C0fr  — o,  00000002991625 
TW^cofr  — O,  00000000997208 


per  w 


9 

9 

7 


o,  00000000000261 

• • 26 

• . 2 


f w^cofr  rz: 


o, 00000000000290 

Ergo  ad  fin  45®,  i*,  inueniendum  : 

Ad  finar  = o,  7071067811865 
add.  wcofr  ~ 20568S0249 


lubtr.  iw*fin.x'  — 


fubtr.  l-to^corr 
fin  45%  1% 


0,7073124702114 

299162 

o>  7073124402952 
29 


— 0,7073124402923— cof44“,  59*. 
Ddd  2 At 
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At  ad  cof45",  iS  inucniendara: 

Acofx  — 0,707*0^781*865 
fubr.  wfm^  = 2056890149 

o,  7069010921616 
fubtr.  5w*cofjf  zz  199161 

o,  7069010622454 
add.  f w^fiiur  = ^ 

cof45°,  i*>  = 0,7069010622483  = ^044“»  59** 


exemplum  i i. 


Ex  datiijm  & co/im  arcus  67“,  3oS  imenire  fims 
cofinus  arcuum  67°»  3i‘>  ^ ^7°»  • 

Abfoluamiis  hunc  calculum  in  frafiionibus  decimali- 
bus  , tantum  ad  7 notas , vti  tabulae  vulgares  conArui 
folent,  ficque  negotium  facile  per  logarithmos  conficie- 
tur. Cum  fit  x'zz  67°»  30*»  ^ 

w”  0,000290888 '5  erit:  /«“6,4637259  & 

/fuiA-rr  9,9656153  ; /cof^  = 9, 5828397 
/w  — 6,4637259  j /««6,4637259 


/wfinxzr  6,4293412  ; 

/i«  = 6, 1626959  *> 


/«Cofjr  “ 6,0465656 
liui—  6,1626959 


/i«*fia2‘ « 2,  5920371  > /i«’COfjr  « 2,2092615  . 


ergo: 
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erga: 

wfitiJr  r;  0,00026874  ; wcof:»' rr  0,00011132  * 
0,00000004  ; fw»cofx  — 0,00000001 
vnde  fit: 

fln67®,  31* “0,9239903  j cof 67°,  31*" 0,^824147 
fin 67*,  29' “0,9237681  ; cof67°,  29‘ = 0,3^19512 

vbi  nequidem  terminis  |w*finjr  & iw^cofx  erat  opus. 

97.  Ex  feriebus  quas  fupra  inuenimus : 
fin(jc-4-<ii)  ^fiw-J-wcfjr  - 4 w*  fiiAT  — 3 cCr-t-T  ^ w+fiuf-H&C. 

col^x-j-w)  “cCc— wfiir — cCr-l-f  w’  fhv-+-y'^w^cCr — &c. 

fin(x w)~lhjr — wcCr  — | o**  fhx-+-|«^  fhr  — &C. 

COf([j>~<»))”cCr-H«)fh:r — ■Jw®  cC*"  — C&T-+-&C. 

fequitur  per  combinationem  fore : 

for— 4 «*finx-+-,*:^  w^finx— 5 «®  fiMr-|-&c.ZZliLrcft«> 

^ fo(x-l-w) (ln(x w) 

llt •>  — 

2 

«ocofr  — i w*  cofr  -4-  w*cof  X &c.  “cof  r fo  ai 

vnde  prodeunt  feries  pro  finibus  & cofinibus  iam  fupra 
inuentae  : 

COf  W rZ  I — i W*  *-f-  Ca*  y|g  &C, 

fow— O)  i 

quae  eaedem  feries  ex  primis  ponendo  x— o confequmt' 
tur;  cum  enim  fit  cofx“  i & finx  — o prima  feries 
fitUf  fecunda  vero  co/u  exhibebit. 

D d d 3 98. 
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98.  Ponamus  nunc  quoque  jy  r:;  tang  » , vt  fit 
*zr:tang(r— f-w),  erit  ob 

finjf  , dy I . ddy  Cmx 

^ ~~  coCr  ’ dx  cof:»'*  ’ 2 cix*  “■  cofjr * ’ 

d^y  I , '3finT* 3 2 

idx^  cofjr*  cofx^  cofjr*  cofr*  * 


d*y  3finjr  finx  _ 

2.,^dx*  cofx*  CofAf^  ’ 

__  _21 ll L ^ . 

2.4<a!r*  cof-f®  cof.r^  cofjr*  * 

vndc  fequitur  fore : 

w w*fiiw  w*  w^finx 

+")  - -f;;  4-— 

a co^finx^ 

3CoCr*  3C0fx^ ’ 

cuius  formulae  ope  ex  data  cuiusuis  anguli  tangente  in- 
veniri poflunt  tangentes  angulorum  proximorum.  Quk 
vero  fuperior  feries  eft  geometrica , ea  in  vnara  fum- 
mam  coIle£la  erit-; 


tang(x 


tang(x+w)z=tgx 


tgx 

C0fx*-w* 


201^ 

3 cofr* 


— — &c 

3C0fx3  «c. 


. , . N finxcoA-fw  2w*  ' w^finx  . 

fcu  emg(*+a.)  = &c. 

quae  fbnnula  in  hunc  finem  commodius  adhibetur. 


99.  Similes  exprefiiones  quoque  pro  logarithmis 
finuum,  cofinuum  & tangentium  inueotri  poiTunt.  Sit 
enim  jy=  logarithmo  finus  ang^  pr»  quod.  jn.exprima'; 

_ mus 

• V 
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erit : 


diy — a 

dx* 


d^ +ncoix 

finx*  ’ dx^  finx* 


mus  > = /finx,  & » = /fin(x-l-w),  ob 

dx  finx  ’ 


&c.  vnde  fiet.: 


2 / fin  C^-f-w)  ~ / fin  X 

nwcorx 


finx 


aw*  Bw^cofx 

2 finx*  3{'^~ 


vbi  a.  denotat  numerum , per  quem  logarithmi  hyper- 
bolici  multiplicari  debent,  vt  prodeant  logarithmi  pro- 
pofiti.  Sin  autem  fit 

jfirz/tangx  & 2 — /tang(x-)-w)  , 

fiet: 


^ ‘ » _ . ±dy  __  -2«C0f2X 

dx  finxeofx  fin2x’  ad!x»  (finzx)*  * 
ideoque 

/tang (x-f-w)  — /tangx -4-^”-^  — *»w*col^  • 

6 V -T-  y 6 ^fin2x  (finax)*  ■ 

quarum  formularum  ope  logarithmi  finuum  & tangen- 
genciiun  interpolari  poITunt. 


loo.  Ponamus  denotare  y arcum  cuias  finus  loga- 
rithmus  fit  n:x,  feu  vt  fit  >=:  A./finx,  & z efle 
arcum , cuius  finus  logarithmus  fit  “ x -f-  w fen 


2 ~ A . /fin  (x 

dx acofy 

dy  iiaj 


w) 


ent 


:z:  / finjy,  & 


*nde  ; 

dx  TtQQiy  * 


‘ ent 


ddy 
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dij dy  dxGny  ^ ddt  Hny 

dx  ~~  ncofy*  «®cory’  ’ ”"»®coi5*  * 

. Confeqoenter 

, wfinir  , w*finjf  , a 

* _ y “4“  — (=~  “4“  — ^ 

ticoiy  2«»  co(y^ 

Simili  modo  Ii  logarithmus  cofinus  detur,  expreidio  repe* 
rietur.  Sin  autem  fit 

jf=:A./tangx  & a~ A./tang(jr-4-tt). 

Eum  fit  jm/tang_y;  fiet: 

dx n ^ finj^cofy finijfj 

iy  finji  cofji  ’ dx  n a » 

quare 

ddy  idycoizy  dx  fin  iy  cof  iy 

* dx  3»  “ 2»» 

& 

ddy  . cofaji  _ fin  V , fin ay . cof4y  „ 

dx*  a»n  ' 4«B  ’ dx*  2«* 

hinc 

, uiiniy  , «‘finaycofav  , «^finsjucoCiy  . „ 
a = V H H H +&C. 

■'  2M  4»«  12«®  ' 


loi.  Quoniam  vfus  harum  expreffionum  in  con- 
dendis tabulis  logarithmorum  finuum  & tangendum  ex 
antecedendbus  ftcile  perfpici  potefi,  his  diudus  non  im- 
morabimur. Confideremus  ergo  adhuc  huiusmodi  va- 
lorem : 
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y zz  fitque  * :±  fin»  (#^-w> 

quia  eft 

^ — '*(fin  »jr-l-«cof/»jr) 

ddy 

( (i— r»«)  fin»T  -f.  2«  cbfttx) 

y 

JiT  = ''CCi-  3»»ynn»x-f-»(3-»»)cof«;f) 

rf4j) 

, ^ = '*  ( Ci-^»»+»^)fin«4r-|-»(4-4»»)  cofw) 

</ jj) 

d^-‘^"C  Ci-ioa«+y»*)imffx-h«  (5-roa»+«'*)  cofaa-) 
His  fubiHcuds  & diuiiione  per  e*  inftirata  erit : 
#“'fina(jr-^w)— finax-l-ft)  iinajr-f- o»  dn  ajc 


-t-»e«>cofa.r-t-~  cofajr 
2 

- «♦fin  ajf  -f-  &c. 
w3 cofar  -h  — ^ 7/””^ 

102.  Hinc  plurima  egregia  corollaria  deduci  pos- 
funt;  fufficiat  autem  nobis  haec  annotaffe. 

Si  fuerit  xzzo  erit : 

Gnnta  aw 

+ 0,1  + ± 

^ o • 34  J20 
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buerimus  fummas  ferierum,  quarum  termini  generales 
(int  quaecunqpe  poteftates  ip>nus  jt,  habentes  exponen- 
tes integros  afHrmatiuos  ; hinc  cuiusque  leriei , cuius 

* ^ y 

terminus  generalis  eft  ax  ~-^bx  de- 

notantibus a,  y,  &c.  numeros  integros  affirmati- 
vos , feu  cuius  terminus  generalis  eft  funStio  rationalis 
integra  ipfius  x,  terminus  fummatorius  inueniri  poterit. 


105.  Sit  in  ferie,  cuius  terminus  generalis  feu  ex- 
ponenti X rcfpondens  eft  ~ jy , terminus  hunc  praece- 
dens feu  exponenti  x—i  refjaondens  ~ v,  quoniam  v 
Qcitur  ex  jy , fi  loco  x feribatur  x*—  i ; erit : 

• dy  dtly  d^y  ^ d^  y d^y 

Jx  2dx*  6dx^  2^dx*  iiodx^ 

Si  igitur  y fuerit  terminus  generalis  huius  feriei 

4 X- 1 4T 

• v—\-y 


huiusque  feriei  terminus  indici  o refpondens  fuerit  =rA, 
erit  V,  qtiatenus  eft  fun£Uo  ipfius  x^  terminus  generalis 
huius  feriei : 


12  3 4 5 .X 

A-\-n-\-b-\-c-^d  ....  -h*' 

'vnde  fi  Sv  denotet  fummam  huius  feriei,  erit 
. St-— Sj/  — jy-f-A.  Sicque  pofito  x~  o,  quia  fit 
Sj~o  & jy~A,  quoque  Sr  euanefeet. 

106.  Cum  igitur  fit  t— — ^^-H&c. 
erit  per  ante  oftenfa : 

Sf 
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-s^-us— _uc 

dx;^^^dx^ 

atque  ob  St- z=Sy  — y H-  A , erit : 


405 

■&c» 


• • 

y 


-A  = sg. 


dJy 


<!^^Z 

2 dx*  ' 6 dx^ 

ideoque  liabebitur : 


•®3T^+*='- 


■ &C. 


S*^  — V A-4-S— S— ^-US-£lZ. 

dx  2dx*  6dx^  2^dx* 

Si  ergo  habeantur  termini  (ummatorii  ferierum,  quarum 
temrini  generales  funt.  &c.  ex 

iis*  obtinebitur  terminus  liufimatorius  feriei,' cuius  termr- 
nus  generalis  eft  -£^,  Quantitas  vero*  conftans  A ita  de- 
bet efle  comparata,  vt  fafto  jr  — o terminus  fummato- 
rius  S^  euancfcatj  hacque  conditione  facilius  deter- 
minatur, quam  fi  diceremus,  eam  efle  terminum  indici 
. o refpondentem  in  ferie , cuius  terminus  generalis  fit 

*o7.  Ex  hoc  fonte  lummae  potefiatum  numero- 
rum naturabum  inuefHgari  fblent.  Sit  enim  y — r»-*-!  - 

quoniam  fit  | = 


6dx^ 


1.  2.  3 


&C. 


Zi^dx^ 

£ e e 3 


I.  2.  3.  4 


x—^ 


ent 
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buerimus  fumtnas  ferieruni , quarum  termini  generales 
fint  quaccunqpe  poteftates  iprfius  x,  habentes  exponen- 
tes integros  affirmaciuos  ; hinc  cuiusque  foiei , cuius 

• , 6 V 

terminus  generalis  eft  ax  ^bx  de* 

notantibus  a,  5,  y,  &c.  numeros  integros  affirmati- 
vos , feu  cuius  terminus  generalis  eft  funtUo  rationalis 
integra  ipfius  x,  terminus  fummatorius  inucniri  poterit. 


• </)(  dily  d^y 

dx  2</x®  6dx^ 


loy.  Sit  in  ferie,  cuius  terminus  generalis  feu  ex- 
ponenti X refpondens  eft  zi  > , terminus  hunc  praece- 
dens feu  exponenti  x— i reljjdndens  — quoniam  v 
QBtur  ex  7,  fi  loco  x feribatur  x— i;  erit: 

d*  y d>  y 

■ — j~7  — “ j — —1*  &C. 

2^dx*  i2odx^ 

Si  igitur  y fuerit  terminus  generalis  huius  feriei 

1 2 3 4 ....  . X-I  X 

/T'  I I c*— 1 — d - . • • • "*|  'V'  [ y 

huiusque  feriei  terminus  indici  o refpondens  fuerit  rzA, 
erit  t;,  quatenus  eft  funftio  ipfius  j-,  terminus  generalis 
huius  feriei : 

12  3 4 5 -r 

\~\—a~\—h—\—c—\—d  —1—  .... 

‘vnde  fi  Si/  denotet  fummam  huius  feriei,  erit 
. SvrzSji  — J-+-A.  Sicque  pofito  x~  o,  quia  fit 
Sj/zzo  & y~Ay  quoque  Sr  euanefeet. 


io6.  Cum  igitur  fit  vzzy-^^-^—— — ^ 


erit  per  ante  oftenla : 


dx^^zdx^  6dx^ 


■&c. 


8»-  = 
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s.=s>-sg+s^^-s^i+s^-&c 

atque  ob  S p ~ > -|-  A , erit : 

‘ V*— A — S S -4- — S — -4- &c 
idcoque  habebitur : 

s - , _ A -)- s -^4  — s ^4  H- s ^ — &c. 

Si  ergo  habeantur  termini  llimmatorii  ferierum,  quarum 


. . 1 /.  dJy  d^y  d^y 

temmu  genendcs  funt.  ^ ^ , 


&c.  ex 


iis»  obtinebitur  terminus  fiuUmatorius  ieriei, ' cuius  termi- 
nus generalis  eft  ^ . Quantitas  vero  conftans  A ita  de- 
bet efle  comparata,  vt  faSo  x — o terminus  fummato- 
</v 

rius  euanefcat;  hacque  conditione  facilius  deter- 

minatur, quam  fi  diceremus,  eam  efle  terminum  indici 
. o refpondencem  in  ferie , cuius  terminus  genoralis  fic 
=:y. 

107.  Ex  hoc  fonte  lummae  poteflatum  numero- 
rum naturalium  inueftigari  folent.  Sit  enim  y—x*+‘- 

quoniam  fi.  g = (a+0*-i  ; 


1.  2.  3 ’ z^dx* 

&c. 

E e e 3 


1.  3.  3.  4 
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buerimus  fummas  ferieruin , quarum  termini  generales 
fint  quaecun^c  poteftates  ipfius  x,  habentes  exponen- 
tes integros  afHrmatiuos  ; hinc  cuiusque  feriei , cuius 

terminus  generalis  eft  ax^-\-hx  de* 

notantibus  a,  S,  y,  &c.  numeros  integros  affirmati- 
vos , feu  cuius  terminus  generalis  eft  funftio  rationtiis 
integra  ipfius  x,  terminus  fummatorius  inueniri  poterit. 

i 

105.  Sit  in  ferie,  cuius  terminus  generalis  feu  ex- 
ponenti X refpondens  e{i  zz  y , terminus  hunc  praece- 
dens feu  exponenti  x— i relpondens  — quoniam  v 
qjutur  ex  fi  loto  x feribatur  x—  i ; erit : 


dy  . ddy 


d^y  d*y  d’y 

— I— — — I-  Src 

dx  ' 2dx*  6dx^  2^dx*  iiodx^ 

Si  igitur  y fuerit  terminus  generalis  huius  feriei 


j 2 3 4 X-I  X 

/7— i— l — c—\—d—\—  ....  l~y 

huiusque  feriei  terminus  indici  o reljjondens  fuerit  ~A, 
erit  t/,  quatenus  eft  funflio  ipfius  x,  terminus  generalis 
huius  feriei : 

12  3 4 5 

....  --4-17 

'Vnde  fi  St/  denotet  fummam  huius  feriei,  erit 
. S^—Sjy — Sicque  pofito  x~  o,  quia  fit 
S>i~o  & y — Ay  quoque  S»  euanefeet. 


106.  Cum  igitur  fit  vzzy—-£^-\ 
erit  per  ante  oftenfa : 


dy  ^ ddy  d^ y 
dx~'zdx^  6dx^ 


&c. 


St-r: 
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S.=Sj,— 

dx  %dx^  6dx^  2^dx* 
atque  ob  St/  S>  — > -+-  A , erit : 


40  J 
-&c» 


;-A=s*-siS 


dx  “2  dx* 

ideoque  habebitur; 

s^4=>-A4-s^^-si;^ 


6</x^  2^dx* 


d^y 


• Src 

dx^y  “ ' '^2dx*  6dx^  ' '^2^dx* 

Si  ergo  habeantur  termini  fummatorii  feriermii,  quarum 
tcmrini  gcnerdcs  funt.  &c.  ex 

iis*  obtinebitur  terminus  (lullmatorius  leriei,"  cuius  tcrmi- 
nus  generalis  eft  . Quantitas  vero  conftans  A ita  de- 
bet cflc  comparata,  vt  fafto  jt  — o terminus  fummato- 
dy 

rius  S~  euanefcat;  hacque  conditione  fecilins  deter- 
minatur, quam  fi  diceremus,  eam  efle  terminum  indici 
o refpondentem  in  &rie  ^ cuius  terminus  generalis  fic 

^y- 

107.  Ex  hoc  fonte  fiimmae  poteilatum  numero- 
rum naturalium  inuefiigari  folent.  Sit  enim 

quoniam  fit  ^ — («+Ox«:  — (»~f  Q»  , 

d^y  _(«-!•  d*y  _C«-hlKg-iX«-a} 

6dx*  X,  2.  3 * 24dx*  1.  2.  3.  4 

&c. 

Eee  3 . erit 


>( 
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bueritnas  fummas  ferierum,  quarum  termini  generales 
fint  quaccunqpe  poteftates  ijjfius  habentes  exponen- 
tes integros  afHrmatiuos  ; hinc  cuiusque  (o-iei , cuius 

* tt  S y 

terminus  generalis  eft  ax  -\-bx  -4-cjr  de* 

notantibus  a,  y,  &c.  numeros  integros  affirmati- 
vos , feu  cuius  terminus  generalis  eft  funftio  rationdis 
integra  ipfius  jt,  terminus  fummatorius  inueniri  poterit. 

loj.  Sit  in  ferie,  cuius  terminus  generalis  feu  ex- 
ponenti X refpondens  eft  ~ , terminus  hunc  praece- 

dens feu  exponenti  x—\  relpondens  — t-,  quoniam  v 
Qidtur  ex  ^ , fi  loco  x fcribatur  r — i ; erit : 
dJy  d^y  d^ y ■ d^y 

2dx*  6dx^  24dx*  i2odx‘ 

Si  igitur  y fuerit  terminus  generalis  huius  feriei 

1 2 3 4..,..  X-I  X 

/7— — j— r— ....  — — \~y 
huiusque  feriei  terminus  indici  o relpondens  fuerit  ~A, 
erit  quatenus  eft  funftio  ipfius  x,  terminus  generalis 
huius  feriei ; 

12  3 4 5 X 

A-\-a-\-h-\~c-]-^d  ....  -t-*' 

•vnde  fi  St/  denotet  fummam  huius  feriei,  erit 
.Si/~Sjy — •jy-f-A.  Sicque  pofito  jr~o,  quia  fit 

Sj/zzo  & j~A,  quoque  St/  euanefcet. 


— 

^-y~Tx 


106.  Cum  igitur  fit  v~y-~-^ 
erit  per  ante  oftenla : 


dy  ddy  d^y 


dx^^zdx^  6dx^ 


■8k. 


Si/  = 
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dx  ' 2</r» 


^d^y  I o ^*y  . 
6dx3^^2^dx^ 


atque  ob  S p zr  S>  — > -4-  A , erit : 


/_A  — S-^-4-S-i^— -S— ^-+-&c 

^ dx  zdx*  6dx^  2^Jx^ 

idcoque  habebitur : 

— V — A-+-S— S-i^-t-S-i^  — &c 

dx  ^ zdx^  6dx^  z^dx* 

Si  ergo  habeantur  termini  (ummatorii  ferierum,  quarum 
termini  generales  funt,  &c.  ex 

iis»  obtinebitur  terminus  (iimmatorius  fcriei,' cuius  termi- 
nus  generalis  cft  . Quantitas  vero  conftans  A ita  de- 
bet effc  comparata,  vt  fa£io  x~o  terminus  fummato- 
</v 

rius  S ~ euanefcat  j hacque  conditione  facilius  deter- 
minatur, quam  fi  diceremus,  eam  efle  terminum  indici 
o refpondentem  in  ferie , cuius  terminus  generi  fic 
= J'- 


rius  S ~ euanefcat  j hacque  conditione  facilius  deter- 


107.  Ex  hoc  fonte  fiimmae  potefiatum  numero- 
rum naturalium  inuefKgari  folent.  Sit  enim  y—x»+^‘ 


d^  y (»-|- 

6dx^  I.  2.  3 


\ X-P  1 

_ (»+ 

i)a 

V»—  1 * 

zdx'  I. 

2 

•*  > 

—-L. 

C«+lXa-i 

X»- 

z^dx^ 

I.  2.  3. 

4 

£ e e 

3 

• 

erit 
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ddy dy  dx^my 

dx  ncofy*  n'^Coiy*  ’ 

Confequenter 


ddy  . finy 


, u fin  y 

* — y — F~ 

•'  ncoly 


2«»cofy 


Simili  modo  (i  logaritlimus  cofinus  detur,  exprelHo  ref>e* 
netur.  Sin  autem  fit 

jr  — A./tangx  & s — A./tangCx-f-w). 

E^um  fit  jrzz/tangjy;  fiet: 

dx » dy finjcofy finajy; 

dy  finjycolj»’  dx  « aa 

quare 

ddy  idycoiiy  dx  fin  aji  cof  aj> 

« dx  2»  ^ 2»» 

& 

[.ay  cof  2j>  _ fin_v  . ^ _ finaj>.  cof4y 

a»s  4«»  ’ dx^  2«* 

hinc 

w* fin  aj  coSiy  «^fina^oCyf 


ddy 


’ — ift 


4»B 


12B^ 


+&C. 


loi.  Quoniam  vfus  harum  exprefiionum  in  con- 
dendis tabulis  logarithmorum  finuum  & tangentium  ex 
antecedentibus  facile  perlpici  poteft,  his  diutius  non  im- 
morabimur. Confideremus  ergo  adhuc  huiusmodi  vt- 
lorem  : 

y— 
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yzze^^Cmnx-  ftqae 

quia  efl 


401 


dy 

^ = f * (fin  « jr B cof  «jr  ) 

ddy 

dx*  * fin*r  “4— a»  cOf  «jr) 

d^  y 

3®®}  Hn  nx  — f—  n (3—  nn)  cotnx  ) 

d*  y 

5x4  = c Ci-ff«®+«^)rm>7x-|-*(4_4;,,)  cof«x) 

d s y 

dx^  ‘ ro»«4-a4^cof«r) 

His  fubftituds  & diuifione  per  e*  inftirata  erit : 
.“>«11»  (x-i-a,)  = fina;r-+-  « finax-j- 

4-»c«)Cofax-}-.-i^L-  cofax 

(i— ;aa)  C^-^^ag+a**^ 

^co  finaxH 

«4-1.  ^3~®«)  _j_  a C4  — 4»»)  . - 

^5  w4 cofax -I- &c. 

‘Jeduci  pos- 

funt,  fufficiat  autem  nobis  haec  annotalTe.  ^ 

Si  fuerit  x — o erit : 

« fm  aco  !! aw 


E e e 


Si 
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$ fit  «fZZ—x^  ob  fin»(jr-4-w)iro ; ait: 
tang  nx  im 

nx-  — x*\ .”(4-4»”)^,  [ 


24 


120 


2 6 .-24 

Generaliter  vero  fi  fit  » ~ 1 habebitur  : 


^*^fin(jr+«)zifiiw  (14*^1«’-^  “^“yo«*+TT5«'+&C.) 

-H  «cofjr  — 

Sin  autem  fit  »lo,  ob  fin»(x+w)r«(jr+«),  & fin»jri«2r, 
atque  cofnx—i,  fi  vbique  per  » diuidatur,  prodibit: 

u»  _j_  w* -+*  I w J -f- 1 -f- * -t- &C. 

cuius  feriei  rado  efi  manifefia. 


CAPUT 
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CAPUT  V. 

« 

INVESTIGATIO  SUMMAE  SERIERUM 

EX  TERMINO  GENERALI 

• 103. 

Sit  Seriei  cuiusque  terminus  generalis  rrj,  rcipon- 
dens  indici  , ita  vt  jy  iit  fun^io  quaecunque  ip- 
ilus  X.  Sit  porro  iunima  feu  terminus  fummato- 
rius  ieriei,  exprimeris  aggregatum  omnium  terminorum 
a primo  feu  alie  termino  Hxo  vsque  ad  y incluitqs. 
Computabimus  autem  iummas  ferierum  a termino  pri* 
mo,'Vnde  fi  fit  x~t,  dabit  y terminum  primum,  at- 
que Sj  hunc  y terminum  primum  exhibebit : fin  autem 
ponatur  x~o^  terminus  fummatorius  Sjr  in  nihilum 
abire  debet,  propterea  quod  nulli  termini  fummandi  ad-' 
funt.  Quocirca  terminus  fummatorius  Sj  eiusmodi  erit 
functio  ipfius  X , quae  euanefeat  pofito  xzr.o. 

104.  Si  terminus  generalis  y ex  pluribus  partibus 
conftet , -vt  fit  jrrr/»-|-f’-}-r-f-&c.  tum  ipia  feries 
confiderari  poterit  tanquam  conflata  ex  pluribus  aliis  fe- 
riebus,  quarum  termini  generales  fint  /> , f , r,  &c.  ' 
Hinc  fi  fingularum  iftarum  ferierum  fummae  fuerint  • 
cognitae , fimul  feriei  propofitae  fumma  poterit  affigna- 
ri;  erit  enim  aggregatum  ex  fummis  fingularum  fcric- 
rum.  Haiicobrem  fi  fit  erit 

Sjf  “ S/i-|-S^-l-Sr-l- &c.  Cum  igitur  fupra  exhi- 

E e e 2 bue- 
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buerimus  fuimnas  ferienun,  quarum  temuhi  generales 
fint  quaecunqpe  poteftates  ipfius  jt,  habentes  exponen- 
tes integros  afHrmatiuos  ; hinc  cuiusque  (eriei , cuius 

• . tt  S y 

terminus  generalis  eft  ax  ~-\-hx  -H&c.  de* 

notantibus  a,  S,  y,  &c.  numeros  integros  affirmati- 
vos , (eu  cuius  terminus  generalis  eft  funftio  rationalis 
integra  ipfius  x,  terminus  fummatorius  inueniri  poterit. 

I 

105.  Sit  in  ferie,  cuius  terminus  generalis  feu  ex- 
ponenti X refpondens  eft  ~ j» , terminus  hunc  praece- 
dens feu  exponenti  x—i  reljjOndens  —v,  quoniam  v 
oritur  ex  7,  fi  loCo  x fcribatur  x—  i ; erit : 

dy  dtly  d^y  d*y  d>y 

dx  2dx^  6dx^  2^dx*  ' \2odx> 

Si  igitur  y fuerit  terminus  generalis  huius  feriei 
I 2 3 4 . . , . . X-I  X 

/y  I I — d • \ ~ • . • • — 1 ■ — y 

huiusque  feriei  terminus  indici  o relpondens  fuerit  — A, 
erit  r,  qnatenus  eft  funftio  ipfius  x^  terminus  generalis 
huius  feriei ; 

12  3 4 5 Jc 

A~]—^—\—^—\~c—\—d—\—  ....  '—\~v 

■vnde  fi  Sv  denotet  fummam  huius  feriei,  erit 
.St^rzSjy  — jy-4-A.  Sicque  pofito  x— o,  quia  fit 
Sji  = o & y~Ay  quoque  Sp  euanefeet. 


_ • . , _ dy  ddy  d^  y , „ 

loff.  Cum  Igitur  fit  v—y-^-^r-j—^ — 

erit  per  ante  oftenfa  : 
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8*^= -- S ^ +S — S H-S — &C. 

</*r  zdx^  6dx^  zj^dx^ 

atque  ob  S r :zr  S^  ~f"  A , erit : 

* ^ A — c ^ _ c I c o „ 

idcoque  habebitur : 

Sg:=,-A  + S^^_S0H-Sj^_&c. 
Si  ergo  habeantur  termini  iummatorii  ferieruin,  quarum 
temrini  generales  funt.  &c.  ex 

iis»  obtinebitur  terminus  liullmatorius  (erici,  * cuius  termi- 
nus  generalis  cft  . Quantitas  vero*  conflans  A ita  de* 
bet  clTe  comparata,  vt  fa£lo  *■  — o terminus  fummato- 
rius  euanefcat;  hacque  conditione  facilius  deter- 

minatur,  quam  fi  diceremus,  eam  efle  terminum  indici 
. o refpondentem  in  ferie , cuius  terminus  generalis  fit 
= y- 

107.  Ex  hoc  fonte  lummae  potefiatum  numero- 
rum naturalium  inuefKgari  folent.  Sit  enim  y~x"+^  - 

quoniam  ft  * = 

d^y  ^ Jiy  _C«-HKg"i)C«~2) 


’ 2^dx* 
Eee  3 


1.  2.  3.  4 
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erit  his  valoribus  fabiHtutis: 

* • < 

atque  fi  vtrinque  per  n-f-i  diuidatur;  erit: 

fa— -L- 1 S»-- S.-+ 

»f  I a a.  3 2*  3-  4 

— Conft. 

quae  confians  ita  accipi  debet,  vt  pofito  x — o,  totus 
terminus  fummatorius  euanefeat.  Ope  huius  ergo  for- 
mulae ex  iam  cognitis  fummis  potcftatum  inferiorum, 
quarum  termini  generales  fum  x"-',  x*-»,  &c.  inue- 
niri  poterit  fumina  poteftatum  fuperiorum  termino  ge- 
nerali, x*  exprefiarum.  . . 

108.  Si  in  hac  expreflione  n denotet  numerum  in- 
tegrum affirmatiuum , numerus  terminorum  erit  finitus. 
Atque  adeo  hinc  fumma  infinitarum  poteftatum  fi  *“o, 
abfolute  cognoftetur; '‘efit  enim  : S.x®zrx. 

Hacque.  cognita  ad  fuperiores  progredi  licebk,  pofito 
enim  » zz  i ; fiet : • • 

S.X'  = i X*  -f-  i Sx“  zz  i X*  \ x. 

• fi  porro  ponatur  » zz  a prodibit : 

, S.x»:=|x-hSx — jSx°zzixJ4-ix»-4-fx;  deinde 

Sjr^ZZ|^x*-|-|Sx*— Sx-f-iSx°rz  |x*-f-ix^-4-|x* 
5.x«zzfx*-HJSx*-4Sx«-f-Sx-fSi:'»  fiue 

S.X*ZZ|X*-l-ix’-|-TX*  — /ffX.  , 

Sic- 
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Sicque  porro  qoiuramvis  poteftatum  fup^orum  fumtnae 
fucccflluae  ex  inferioribus  colligatur  j hoc  autem  faci- 
lius per  fequentes  modos  praeflabitur. 

10$.  Qyoniam  fupra  inoeniinus  elle: 


,dJy 


,d*y 


T o“  . 


Si 


dy  ___ 

ponamus  i 


fiet 


ddy i%  y dd% 


tum  vero  ob  dy  — ^^xf  erit  y quantitas,'  cuius  diffe» 
rentiale  eft  zz.zdx,  qut^^hoc  modo  mdicamus,  vt  fit 
y;^f%dx.  Qmquam  autem  teee  «soeiidn^^fias  y ex 
dato  s' a cakmHkc^  pendetj  tamen  Mc  um  ifia  for- 

ma f%dx  vti  poterimus,  H quidem  pro^s  i£as  ipfias  x 
fiin£Hones  non  fubfHtuamus , nxfi  eiusmodi , vt  fun^o 
illa,  cuius  difiercntiale  eft  ~%dx,  ex  praecedentibus  ex- 
hiberi queat>  His  igitur  valoribus  fubfHtuds  erit : 


S»  -4-tVS^  ■— &c. 


adhciendo  eiusmodi  conflantem , vt  pofko  a-  ir  o q>fit 
fumma  S»  euanelcaL 


iio.  SubfUtuendo  autem  loco  y in  liiperiori  ex- 
prefllone  litteram  s,  vel  quod  eodem  redit  difi^e 
do  iflam  aequacionera  erit : 

&C. 

fin 


rei^^ 


I 
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d% 


fin  autem  loco  y ponatur  ^ ; erit : 


^imilique  modo  (i  pro  y fuccefllue  ponantur  valores 
reperietur : 
d*  % 


iii.  ih-  &c 

dx*  ’ dx^  ’ ^ 


^d^  g ddz 
A*z  d^z 


dx^ 

,d’  % 


r , C<^** 


dx^ 

.4”* 


dx* 
,d^  a 


&C> 


Gcque  porro  in  infinitum. 

ddz  -,d^Z 

iTi.  Si  nunc  im  valores  pro  S^;  j 
&c.  fuccefllue  fubftituantnr  in  expreflione : 


dz 


Jdz 


Sa=/g</r-hiS“£  — fS“^4- 


* s— . 


■&C. 


dx  ° dx-^ 

inuenietur  exprcflio  pro  Sa , quae  cohftabit  ex  his  ter- 

. . dz  ddz  d^z  - 

mims  Jzdx\  a,  &c.  quorum 

eoefHcientes  facilius  fequenti  modo  inneftigabuntur. 

' Ponatur 

^dz  ydJz  iJ^z  td*z 


a^e  pro  bis  terminis  fui  valores  fubftituantur,  quos 
obtinent  ex  praecedentibus  feriebus,  ex  quibus  efl; 

Jzdx 


Scc. 
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/tdx  “ 

Ss-IS  — - 

1 

T 

— a 

Ci r S,r. 

2 dx 

^ 6 dx* 

24 

j T " WLV. 

120  ax^ 

«S  “ 

4-oS^ 

__  a^ddz 

u 

^d^z 

a 

• 1 ff-c 

2^dx*^ 

T 

^dx^ 

24 

g</e  __ 

e_ 

S — -4-- 

g 

% ' 

dx 

^^dx* 

2 

6 

yd(h  ___ 
7^  — 

^^dx3 

y 

2 

s£-:+&c. 

ii/ie  __ 
dx^  ~ 

• 

iqui  valorcs  additi,  cum  producere  debeant  Se,  coefficien- 

tes  a,  y,  &c.  ex  fequeotibus  aequationibus 
definientur : 


I 

a o 


&c. 

• Fff 


113. 


Digitized  by  Googie 


410 


C AP  V T F. 


na.  his  ergo  aequarionibus  fucceffiue  valores 
omnium  litteraram  a,  y,  &c.  definiri  potcrun^ 
repcrietur  autem : 

1 

a ~ — 

2 


&C. 

ficque  vlterius  progrediendo  reperientur  continuo  termi- 
ni alterni  euanefcentes.  Litterac^ergo  ordine  Jprtia, 
quinta,  feptima,  &c.  omnesque  impares  erunt  rro,  ex- 
cepta prima,  quo  ipfo  haec  valorum  feries  contra  legem 
continuitatis  impingere  videtur.  Quamobrem  eo  magis 
neceflc  eft,  vt  rigide  demonftretur,  omnes  terminos  im- 
pares praeter  primum  neceflario  euanefcere. 

1I3*  Quoniam  fingialae  litterae  fecundum  legem 
conflantem  ex  praecedentibus  determinantur,  eae  ftriem 
recurrentem  inter  fe  conftituent.  Ad  quam  explican- 
dam concipiatur  ifla  feries 

i-|-  -i- j’«*-i-&c. 

cu- 


V 
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4II 

cuius  valor  fit  “V;  atque  manifeftum  eft  hanc  feriem 
rccurremem  oriri  ex  euolutione  huius  fi-a£Uonis ; 

I I « ^ I B»  »3  _|_  p «4 

atque  fi  ifia  fia£Uo  alio  modo  in  leriem  infinitam  fecun- 
dum poteftates  ipfius  « progredientem  relblui  queat,  ne. 
cefle  eft,  vt  femper  eadem  feries : 

V ~ r-f-  o«-l—  Sk*  H—  y«*  — |—  }—  ««*  — f-  &c. 

refultet : hocque  modo  alia  lex , qua  ifti  iidem  valores 
®»  Yj  &c.  determinantur,  eruetur. 


114.  Quoniam,  fi  e denotet  numerum,  citius  loga> 
rithmus  hyperbolictls  vnitati  aequatur , erit : 
e-"  — 1 — * -4-  i «*  — f -h  — TT5«*  -h  &C. 

erit : — - — — r-  i « -1-  f «*  - iV  + rf w — - &c. 


fi 

ideoque  V ~ • Nunc  extinguatur  ex  ferie  fe- 
cundus terminus  au  — i,  vt  fit : 

V — 4«~i  -|-ea*  -}-^a®-4-&c. 

• \r  I — n*'  I • I- 

ent:  V — fa.^ — Multiplicentur  nume- 


rator ac  denominator  per 

ia 

V— ia  = ill_ 


2(e 


ia 


ia 

e , encque 


& quantitatibus 


In  feries  conuerfis 
fiet : 


4ii  CAP.VT 

I —f— 1“  ■ * ■ 

2.4  2.4. 6.8 


r. 


ki«= 


2.4.6. 8. 10.12 


4- 


u* 


1 «" 

af— H 

2 2.4.5  2.4.5.8.10 

fiue 


■&c.) 


•&c. 


y-iu=- 


2.4  2. 4.6. 8 2. 4.. .12  2.4...15 


&c. 


4.5  4.5.8.10  4.6... 14  4,5... 18 


iij.  Cum  igitur  in  hac  fraftione  poteftates  im- 
pares prorfus  defint,  in  eius  quoque  euolutionc  potes- 
tates impares  omnino  nullae  ingredientur  5 quare  cum 
V — J u aequetur  ifti  feriei : 

1-4-  -4-&C. 


coefficientes  imparium  poteftaram  y,  t,  >),  <,  &c.  omnes 
euanelcent.  Sicque  ratio  manifefta  eft , cur  in  ferie : 

1 —1—  au  —4—  € —4—  y«3  — Su*  -4-  &c. 


termini  ordine  pares  omnes  praeter  fecundum  fint  “o, 
neque  tamen  lex  continuitatis  vim  patiatur.  Erit  ergo 
V=  I-4-1  »-4-e«*  -i-Su*  -1-  ^«<^-4-  fe/®  -4-  Ktf  ‘ °-4-&c. 
litterisque  S,  9y  6,  n,  &c.  per  cuolutionem  fuperio- 
ris  fraSionis  determinatis , obtinebimus  terminum  fum- 
matorium  Sa  feriei,  cuius  terminus  generalis  eft 
indici  x relpondens,  hoc  modo  expreffum: 


SJh  . 


a , a -4-^-4-7^t  + 7^t-I— 


6i/^z 


&c. 

Il5. 
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4*3 

i\6.  Quia  feries 

oritor  ex  eoolucione  huius  findionis : 


I 


2.4.6.8.10.12 


8cc. 


iH r “4" 


+ 


&c. 


4.  6 4.6.8.10  ' 4.6.8.10.12.14 

litterae  S,  i,  fl,  &c.  hanc  legem  tenebunt,  vt  fit: 


gz=  * - 

1 

2.4 

4-<S 

* 

f—  * 

e 

I 

2.4.6. 8 

4.6 

4.6.8.10 

c'-  * 

t 

s 

I 

^ 2.4.6.12 

"4.6 

4.6.8.10 

4.6... 14 

9—  * - 

i 

i 

e 

2.4... 16 

4.6 

4.6.8.I0~ 

4.6. . .14 

4.6... 18  * 

Hi  autem  valores  altemative  fiunt  afiirmatiui  & negatioL 

117.  Si  igitur  harum  litterarum  alternae  capian- 
tur negadue,  ita  vt  fit : 

Sanr/atfx-l-la 3--} 1-— fre 

litterae  g*,  9,  &c.  definientur  ex  hac  fraftionc : 


2.4  2.4. 6.8^  2.4... 12  2.4.  ,.i6 


; — &c. 


4.6  4.6.8.10 


• >14 
Fff  3 


4-6. . .18 


— &C. 


eam 
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eam  euoluendo  in  feriem : 

■ quocirca  erit:  , 


/0-  * _ 

1 

1 1 

1 I 

0 ^ 

*-4 

. * *• 

4.(S 

4.tf.8.io  ' a.  4. 5.8  . ' 

^ — 4.6 

i^a^aaal^  3a^a**X2 

&c. 

nunc  autem  omnes  termini  fient  negatiuL 


II 8.  Ponamus  ergo  §r:-A;J — f — -C; 
&c.  vt  fit : 

, 0/*«  D^'8  , - 

s-4” — ; — ' — 1 ' ■ - ■ “ ■ r“”i“  &C# 


dx 


dx^  dx^ 


dx^ 


atque  ad  litteras  A , B , C , D , &c.  definiendas^  con* 
fideretur  haec  feries: 

I — Ai*  — B»“ — C«® — Da«  — E«*° — &c. 
quae  oritur  ex  euoludone  huius  fi^£Honis : . . ^ 


«*  . 

u* 

a' 

4-  " - 

I— — — 

3.4 

2.4. 5.8 

2. 4... 12 

' 2.4... l5 

' «*  I 

u* 

a* 

41  - 

' 4.5.8.10 

• *I8 

^4.5... 18 

• h 

vel  confidcrctur  ifta  feries  : * ’ 

— A « ■— B « ® -7- C * * — E a * — ~ ^ 

a X ' * • ' A*  ' 

quae  oritur  ex  euoludone  huius  fradHonis : 


4 
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4»f 


B» 


*-4 


a.  4. 5.8  a.4.,.12 


&C. 


4,6  4.5.8.10  4.5..  J4 

Cum  autem  fit : 


&c. 


cof i U—l 


a.4 

_ B . 

fin  i » in—  - — 

2 2.4.6 


3.4. 5.8 


3.4... 12 

u’’ 


2.4.5.8.10  2.4... 14 


&c. 

&c. 


^ . r cof  iu 

fequttur  fore : t ^ ~ i cot.  i «. 

Quare  fi  cotangens  arcus  i « in  feriem  conuertatur,  cuius 
termini  fecundum  potefiates  ipfius  « procedant,  ex  ea 
cognofcentur  valores  litterarum  A,  B,  C,  D,  E,  &c. 

115.  Cum  igitur  fit  x^icotl-»  ; erit  |b:t: 

Acotar,  & differendando  erit  i duzz  —r—  feu 


4Jf 


1-4-4 /X 


» fiue  -1- * -H 4XX :zr  o. 


Quia  autem  eft:  xz=:  — — Ab — Bb*— -Cb*— -&c. 


ent : 


:^'=-±_4A- 
<7B  »« 


■3.4B«*~J.4C*^  — — 7.4DB*. — &C. 


4 XX 


_ 4 


MB 


8A — -^8  Bb»  — 8 Cb*  — 8 Ds» &c. 

-H4A»b»  -f-  8AB«<  8ACb*  H-&C. 


iu* 


4BB«®  H-&C. 

per- 
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perdu£Us  his  terminis  homogciwis  ad  cyphram  fiet : 

A—  — ’ 

• ^ I* 

A a 

® ~ 5 : 

7 


2AC-4“BB 

””  9 

aBC 


E = 


F = 


G = 


H = 


a AD 


II 


lAE-t-aBD-hCC 


13 


2 AF  2 BE  H—  2 C D 


ij 


aAG  + aBF-haCE-f-DD 
17 


&c. 

«*■  • 

Ex  quibus  formulis  iam  manifcfto  liquet  ,'  finguids  hos 
valores  efle  affirmatiuos. 

<1  ' 

1 20.  Quoniam  vero  denominamres  horum  valoruiri 
fiunt  vehementer  magni , calculumque  non  mediocriter 
impediunt  j loco  litterarum  A_,  B , C , , D , 9^ 

4 has 
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a ~ 

e==’ 

y.=  2, 

SZZ2. 

-■■-■ji 

» Z2T2. 

r ' 

i=^- 


P V T'  A 

' '!  has  notias  introducamos ! ) 

Az=-“- 

:.2.3 

S 
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B = 

1.2.3.4.S 

c= 


D = 
En 


1.2.3  ....7 



1.2. 3 9 

t 


&c. 


1 

2 

3 . . 


1.2.3 II 

V\  '»■•?  l , ■ 1.  .M  :.r  ; 

^que.repe^etv  i j < 

r -1  n.-I.-f-i’ 


t : • < 


1 1 


l , 


■ i t ' :■  ; 

* ■■  • ./  : j 


layA-  — S*  • * 

3 ^7^4.5  ' ' ‘ I . • ''  • 

i : IO.  9. 8 a:  ‘ 

— — - . ” “ I ; I ir.rj...  i.  jfxy  y : * 

3 * V*  t ' ’ ^ 

I*3*3  Ja  • • • ♦ 5 u t • • 7 , ^ 

■ ■'  ' ;&cr  ■ * 


Ggg 


121: 
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8.  7. 

6 

3.  4- 

S 

10.  9. 

8 

3.  4. 

S 

12.11,10 

3.  4. 

f 

14.13. 

12 

3.  4. 

S 

1«.I5. 

if 

2 

fy 

• t 


,,t  t A P \ P. 

X21.  Commodius  autem  vtemur  his  formulis : 

a ' 

e=i-.- 

32  - • . 

fn—.aJo  ..  - - . > 

3 

• =— .0^+ 

3 

a I*  I 

•=T  , 


l I 


12.11.10.9.8  W 
3.  4.  5.  6.  7*  2 ‘ 
I4.i3a2.ll.i0 


4-5  3-4 

&c. 


3.4.  5.  7 

16.IS  . . 12 


10 


3*4- 


. » 
a 

2 


Ex  hac  igitur  lege,  fecundum  quam  calculus ^'nofi 
culter  inftituitur,  fi  inuenti  fuerint  valores  litterarum 
ttj  y>  ^7  cuiuscunque,  cuirn  tenhi- 

nus  generalis  feu  indici  x cqnueniens  fuerit  ter- 
minus fummatorius  ita  exprimetur  , ytfit:'  ■■  *•  ’ 


SazrA</x+i»+ 

♦ t 

iJ^z 


adz 

1.2.3.</jr 

td^z 


l.2.3.4.jii*a  - 


&c. 


1.1 sdx ’ 1 .21  r. . I l4r ® ‘ 

iftac  autem  litterae  'a,  S,  r}  fequentes  valores 

habere  inuentae  funt: 

* ■ < fiuc 
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I 


CAPUT  P\ 


. , 1IV 


1 ^1«  2#  3 ■ . » 


y = . <Y  • t-2’34Y=4 

g I-;)»;:-  i.',' 

'=•.>  75  ' <'  ‘•i*-J-4-W=3«, 

y , J , . I 

f—  — 1.2. 3 . . 6s~6oo 

® ' 

,691  , 

aT^  ‘ * • 7^=24. 


— 1.2.3.  ....  8<|=aoi£o.33 


• • affir  • ■ 

— — 1,2.3  • .,90—12095.3517 


43857 


1.2.3  . • io«::r85400.43857 


1222277 

— T7^~  3f?88o.i222a77 

854513 

— g — «.2,3  . . i2\r:798335oo.854Ji3 

■**  • .*-  ' » ' 

ii8i8204yy 

~g «.2.3  . . 13 ft=ii4®48oo.  1181820455 

76977927  , 

1.2.3  . . «4i«^lo9io9X455oo.75977927 

23749461029  ’ ~ - 

30  '.2.3  . . 15 ?=43589I455oo. 23749461029 

3615841276005  * — — -- 

^57  *’2‘3  . .“5^2243287424000.8515841276005 

&C.  laa. 
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122.  Numeri  ifti  per  vniuerfam  ferierum  do£fri- 
nam  amplifiimum  habent  vfum.  ' Primum  enim  ex  his 
numeris  formari  poflurit  vlrimi  termini  in^fummis  po- 
teftatum  parium  , quos  non  aeque  ac  reliquos  terminos 
ex  fummis  praecedentium  repcriri  poffe  fupra  annotaui- 
mus.  In  poteftatibus  enim  paribus  poftremi  fummarum 
termini  funt  x per  cmbs  humeros  multiplicati;  qui  nu*' 
meri  pro  poteftatibus  II;  IV;  VI;  VIII;  &c.  funt 

-L  , -L  . — , — &c.  fighis  alternantibus  afFe£K. 

6 ’ 30  ’ 42  30 

Oriuntur  autem  hi  numeri  fi  valote  litterarum  a,  f,  y, 
&c.  fupra  inuenti  refpedliue  diuidantur  per  numeros  im- 
pares 3,  y,  7,  &Ci  vnde' ifti  numeri,  qui  ab  Inuentore 
lacoho  Bcrmullio  vocari  folent  Bernoulliani  erunt : 


► ^ 
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■ $ _!i  237494^1°*? 


29 


870 


= o 


8£«5j4f ^Tfooj  ^ q. 

31  14322  ^ 

&C. 

■•'r23.  Ifti  igitur  numeri  BernouIIiani  ?l,  95,  (5,  &c. 
immediate 'ex  feguentibus  aequationibus  inueniri  poterunt: 

nr  1 

91  = 


_ 4-3 


,U!.; 


6 

I 


7 


1.2 


i.^'  9 


9fS' 


1.2. 3.4  9 


1*2  II  IX 

Ggg  3 


5= 


■ Digitized  by  GoogI 
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C A P VT  V, 


®~i.2  ‘13  1.2.3.4*13®"!^  l.a.3,4.y.6  13'*' 


® 


1.2  ij  ^'1.2.  3.  4 IS  '1.2.  3.4.5. 6 IS 

&C.  ' ■ ' _ . " 

quarum  aequationum  lex  per  fe  6(1  nAnifefta,  (1  tantum 
notetur,  vbi  quadratum  cuiuspiam  litterae  occurrit,  eius 
coeHicientem  duplo  c(Te  minorem,  quslm  fecundum  re- 
gulam elTe  debere  videatur.  Reuera  autem  termini,  qui 
continent  produfta  ex  disparibus  litteris^  bis  occurrere 
ccnfendi  funt,  erit  enim  verbi  gratia : < : 


I4.I3.I2.H-  2, 


14.13.12.11.10.9  2 


S© 


1.2  ~ 1.2. 3.4  1.2.  3.4,s.6  : 

I2.II.10  ...  . 12.  IMO 


I.  2.  3 


^^!©25H- 


8 


I.  2.  3. 


124-’  Deinde  vero  etiam  iidem  numeri  <»,  6,  y,  S, 
&c.  ingrediuntur ‘in  exprcfTiones  lumm^m  feiierum 
fra£Konum  in  hac  forma  geuerali:  ‘ ' 


I I - / 

2 ' 

j » 6 » 


1,1.1 

1 —1“  — “-I—  — —l”  — 

' 2"  ' 3"  4" 

quoties  « eft  numerus  par  afiirmatiuus , ■ contentarum. 
Has  enim  fummas  in  Introdudlione  per  poteftates  femi- 
peripheriae  circuli  x radio  exiftente  m expreflai  de- 
dimus, atque  in  harum  poteftatum  coefficientibus  ifti  ipfi 
numeri  a,  6,  y,  i,  &c.  ingredi  deprehenduntur.  'i*Quo 
autem  haec  conuenientia  oon  cadi  euenire , (ed  neces- 
iario  locum  habere  imclligatur,  has' easdem,  fumm»  (in- 

“ * ” g«* 
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gulari  modo  inueftigenius , quo  lex  fummarum  illarura 
facilius  patebit.  Quoniam  fupra  inuenimus  efle  : 

9 \ \ \ i.i-  1 

n n m n^m  ^ ^ 3«-jw  * 

binis  terminis  coniungendis  habebimus ; 

im  2w 


X m I 2w 

— cot. -ir:ir- , 

a a m nn—m^  4«*-w*  5«*-/»*  i6«»-;a* 


-'TT-i ^-&C. 


vnde  colligimus  fore : 

£ I ^ , 1 ,0  1 X m 

®—TO*  ' I6a*— o tua  ^ 


4«*—TO*  ’ 9«®»-»*  ' I6a*— OT*  ' zatffi 

StamamiK  nunc  & pro  m ponamus’' wj  vt  fit; 
Ii;;?  + ^ -f  ^ cot.  «•*. 

Refoluantur  fingulae  iftae  fra£liones  in  feries : 

I 


; =:  I -f-  «* 

, I-»*, 


I_ 

4-tt» 


'a® 


«* 

»« 


-4-&C. 


2®° 
8 


- i- -4- -4- iL 
.3*  -5*  3*  3®  3*® 


f-  &C. 

&c. 


I 


I 


l6-«®  4*  ^ 4*  ^ 4*  ^ 4®  I 

‘ V 'tiC"' : I ' &C.  • 

12 y.  Quod.fi  ergo  ponatur: 

. p H-  &c.  = * 


I-H  rr 


2' 

I 

2* 


A -1-  ;=  b 


i-H 


♦ 
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I -h  4- ^ &c.  — 5 ■■ 

I 4-  ^ 4-  4-  ^ 4-&C.  =:  t 

&c. 

fuperior  feries  transmucabicur  in  hanc  : 

a + b«*  + C«^  -f  b«®  + ««®  +&C.— — — cot.rw. 

Cum  igitur  in  §.  ii8. .litterae  A,  B,  C,  D,  &c.  ita 
comparaue  fint  inuentae,  vt  pofito : 

f “ i — Aa  — Ca*— ~D«^— Ea*— ' 

a 

fit  X”  i cotxia,  erit  pofito  nu  loco  \u  feu  ara  loco  a 
iCOtiraCi:!  — A^a— a^B^-^a^— a^CT^a*— 2*DT^a^— &c. 

23-a  , I 

38*  • 

vnde  per  - multiplicando  erit : 
cot.  5ra~  — ^ 2 At*  — 2 ^Ba-^a*  — 2 *Gr*a* — &c. 

2 a 2aa  , . ^ 

hincque  fequirar  fore:  ^ ' 

f • . » 

-i— — C0t.Ta“2Aa'*+2  3BT^a*-j-2*CT®a*4-2  'D)r*a®f4t 
zm  zu  . ' „ , ' J 

Quia  igitur  modo  inuenimus  efle : 

— — cot.Ta  :n;  a 4"  b a*  4"  ca*  4^6  a*  4” 

3 aa  2 a 

„ necefle  'eft  vt  fit : ^ - : 

■ ■ V 

''  *■  an 


Digilized  by  Google 
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4=  a A »*  z:  — — . »•»  — . T* 

1.2.3  1.2 


6 a ^ B ~ . ar< 

1.2.3.4.5 


1.2. 3. 4 


2^y  2*ff 

(=:a*C*-'=: — 

1.2.3. ...7  ' 6 

t=:27Dir«“ — 5T« 

• 1.2.3... .9  *•* 8 

2®t  2®Cf 

e rr  2» 


1.2. 3. . .11  1.2. ..,10 

f a*  *S? 

f=:a”F!r*»:=:: 5>_yn 

1.2. 3. . .13  , 1.2... .12  • 

, &c. 

12  5.  Ej^  hoc  ergo  tam  facili  ratiocinio  non  folum 
omnes  feries  potcftatum  reciprocarum,  quas  §.  praeceA 
exhibuimus,  expedite  fummantur;  fed  fimul  quoque  per- 
fpicitur,  quemadmodum  iftae  fummae  ex  cognitis  valo- 
ribus  litterarum  o,  f,  y,  e,  &c.  vel  etiam  ex  nume- 
ris Bernoullianis  ?l,  S3>  (5,  &c.  formentur.  Quare 

cum  iftorum  numerorum  quindecim  §.122.  definiueri- 
mus,  ex  iis  fummae  omnium  poteftatum  parium  vsque 
ad  fummam  huius  feriei  induliue  aBignari  poterunt:  > 

' j^-4-&c.  erit  enim  huius 


feriei  fumma  zz 


2*»^ 


1.2.3,.  .31 


1.2 30 


Hhh 
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Atque  fi  quis  .Voluerit  has  fummas.  vlterius  determinare, 
id  condnuatidis  numeris  «,  '6,  y,  &c.  vel  his  (S, 

&c.  facillime  praeftabitur.  '' 

127.  Origo  ergo  horum  numerorum  «,  y, 
&c.  vel  inde  formatorum  SI , S5 , ® ® , &c.  podffi- 
mum  debetur  euolutioni  * cotaogentis  cuiusuis  anguli  in 
feriem  infinitam.  Cum  enim  fic 

l cot.  iuz::- — Au— — C«*  — D«  ^ — E«® — &c. 

* tt 


em : 


Ak*  -f-  Ctt^  -f-  D«*  -I-  &c.  “I  — - cot.  i *f, 

fi  igitur ‘loco  coefficienrium  A,  B,  C,  D,  &c.  valores 
ipforum  iubfHmaotur,  reperietur: 


au* 


yu* 


Su* 


-|-&c.in — cot|« 


{•3«3  I*2*«**7 

atque  numeros  Bernoullianos  adhibendo  erit : 


51«* 


Qu‘ 


--f&c.— 1 — cot^ 


1«2 

ex  quibus  fericbus  per  differentiadonem  innumerabiles 
aliae  deduci  pofiunt , ficque  infinitae  feries  fummari,  in 
quas  ifii  numeri  notatu  tantopere  digni  ingrediuntur. 


128.  Sumamus  aequadonem  priorem,  quam  per  u 
multiplicemus,  vt  fit: 


1.2.. .5 


+ 


yv’’ 

1.2... 


7 


I _ *»  , 

h «c.rr7/- — cot  i « 

1.2. ..5  2 


quae 
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quae  differentiata  ac  per  du  diuifa  dat : 
e*t«  . iu* 


4n 


+ 


i.a.3.4  ' 1.2. ..5  l•.2...8 

& , fi  denuo  differendetur  erit : 
Su^  y«* 


■f  &c.rr:i-»cot4«-|- 


uu 


4(lhfir)* 
wcofj» 

.1  ■ 1.2.3  ■ 1.2.3.4.5  ' ■ (fini»)*  4 (fini»)* 

Sin  autem  altera  aequado  differendetur  erit : 

51»  . 95»^  . , ©»'  _ ^ « 

• 


■4-&c.:r::—  coti»-+-, 


1 1.2.3  1.2...;  1.2. ..7 

E»  his  ergo  fi  ponatur  » n:  *■,  ob  cot  i t zir  o , & 
fin  i « I , fcquuntur  iftae  fummadones : 


OT 


yT" 


Stt^ 


1.2.3 


1-2. 3.4-5 


»+— 

4 1.2  1.2.3. 4 


1.2.3... 7 
yr* 


1.2. 3. ..9 


ar 

i 


gir* 


i.2.3...«S 

fic* 


1.2.3 ...  8 


fcu  I zr  a 


1.2.3 

gir* 


1.2.3.4.S 

yjr* 


1.2. 3. ..7 


1.2.3  1.2.3.4.J  I.2.3...7 

a qua  fi  prima  fubtrahatur  remanebit: 

. (e-y)T^ 


+&C. 
+ &C, 

&c. 
+ &C. 


1.2.3 


1.2. 3.4.5 
Hhh  2 


1.2.3. ..7 


Tum 
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Tum  vero  erit: 
«8r 


7:1 

1.2. 3.4 

j x:: 

, 1.2. 3.. .6 

I = 

1.2.3....8 

1 

I ^ 

1.2.3 

' 1.2.3.4.S  ' 

1.2. 3. ...7 

1 

(5?r* 

, ■ 

r 

1.2.3 


I-2.3-4-J 


1.2.3. 


-f&c. 

-f&c. 

■f&c. 


129.  Ex  tabula  valorum  numerorum  o,  y,  &c. 
quam  fupra  §.  121.  exhibuimus,  patet  eos  primum  de- 
crelcerc  tum  vero  iterum  crefeere , & quidem  in  inh- 
hitum.  Operae  igitur  pretium  erit  inueftigare,  in  qua- 
nam ratione  hi  numeri,  poftquam  iam  vehementer  lon- 
ge fuerint  continuati,  vlterius  progredi  pergant.  Sit  igi- 
tur ^ numerus  quicunque  huius  feriei  numerorum  a,  f, 
y,  J,  &c.  longiflime  ab  initio  remotus,  & fit  \}/  nume- 
rorum fcquens.  Quoniam  per  hos  numeros  fummae 
poteftatum  reciprocarum  definiuntur,  fit  2«  exponens  po- 
teftatis , in  cuius  fumma  numerus  ^ ingreditur , erit 
2«-|-2  exponens  poteflatis  numero  refpondens,  at- 
que numerus  » iam  erit  vehementer  magnus.  Hinc  ex 
§.  I2J.  habebitur : 


i-f- 


I 

21» 

I 


3” 

I 


4« 

r 


-f&c.~- 


ai»-i  (p 


1 3***  (2»-fl) 


1 XH-+-1 


„ 2 w-l-i  \L 

-f&c^z:- — 


1.2.3...(2»f  3) 


r >■-!-* 


, Quod 
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Quod  fi  ergo  haec  per  ifhun  diuidatur,  erit: 

* 2 ^ 3 *■+»  ^ __  4 4* 

■ I H L_ _L_  _L_  ~ (=«-4-  3)  (p 

* 2 ^ * 3 ** 

Quia  vero  « eft  numerus  vehementer  magnus , ob  fc- 
ricm  vtramque  proxime  :=z  i , erit : 

xp  (2»-|-2)  (2ff-+- 3)  ___  nn 

(P  4T*  ^ 5T  W * 

Cum  igitur  » defignet , quotos  fit  numerus  <p  a primo 
a computatas , fe  habebit  hic  numerus  (p  ad  fiium  fe'. 
quentem  tp  vt  ?r*  ad  /1®,  quae  ratio,  fi  a fuerit  nume- 
rus infinitus,  veritati  penitus  fit  confentanea.  Quoniam 
eft  fere  fi  ponatur  an  100;  erit  terminus 

centefimus  circiter  millies  minor  fiio  fequente.  ConfH- 
tuunt  ergo  numeri  a,  S,  y,  i,  &c.  pariter  ac  Bernoul- 
liani  95,  ©,  &c.  feriem  maxime  diuergentem, 

quae  edam  magis  increfcat,  quam  vOa  feries  geome- 
trica terminis  creicentibus  procedens. 

130.  Inuentis  ergo  his  valoribus  numerorum 
*»  y>  &c.  feu  91,  95,  S,  &c.  fi  propo- 
natur feries,  cuius  terminus  generalis  a fuerit  fun£Ho 
quaecunque  ipfius  indicis  jr,  terminus  fummatorius  Ss 
huius  feriei  fequend  modo  exprimetur , vt  fit : 

. " Hhh  3 


San 
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s !» _ y*z  d X »4“  { * — — • 


a^t 


6 i.idx  30*  1.2. 3.4</r* 
</*s  r % 


■+" 


42  ‘ r.2.3...  y</x*  30  ■ i.2.3...g</x» 

J </®a  651  (/”a 


66’  1.2.3  ...lo^/x»  2730’  1.2.3  ...12  </x“ 

7 d^^z  3617  (/»*a 


6 ’i.2.3...i4<ir'5  510  ' 1.2.3 ...i6<3!r**  ' 

43867  ‘ 174611  d‘^z 

798  ’i.2.3...i8<&‘'^  330  ■ 1.2.3 ...20fltr‘* 

854513  2363640SI 


t y»  X - ^ 

138  ■ 1.2.3 ...22 //*•*>  2730  ■ 1.2.3... 24</x»^ 

♦94< 

87« 

861 5841276005  


8553103  </»*g  23749461029  d*iz 

6 'i.2.3...26if**  870  ‘k2  3...28flUr»  ^ 


j u — ' * ^ — f — X 

* ^ 14322  ’ 1.2.3  ..,30 


&C. 


Si  igitur  innotuerit  integrale  /zdx^  feu  quantitas  illa 
cuius  difFerentiale  fit  zizzdx,  terminus  fummatorius  ope 
continuae  differentiationis  inuenietur.  Perpetuo  autem 
notandum  efl:  ad  hanc  expreflionem  femper  eiusmodi 
coartantem  addi  oportere,  vt  fumma  fiat  =ro,  fi  index 
X ponatur  in  nihilum  abire. 


131.  Si  igitur  » fuerit  flm^io  radonalis  integra 
ipfius  X,  quia  eius  dirterendalia  tandem  euanefcunt,  ter< 
minus  fummatorius  per  expreffionem  finitam  e:q)rime< 
tur;  id  quod  fequentibus  exemplis  illurtrabimus. 

EX- 
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^ Quaeratur  terminus  fummatarius  huius  feriei : 

* * 3 4>  5 X 

*-+-S-|-2J-f-4S'-h8i-+- -+-(2^-1)* 

Qim  hic  eft  %'zz{ix-iy  ~4xx — 4r-hi  j 
erit  /%dx:=:^x3 — 22-*4-r, 
cx  huius  enim  differendadone  oritur : 

4xxdx 4^dx~^dxz::zdx. 

Deinde  vero  per  differentiadonem  crk; 
ddz 

dx*  — * 


d^z 

d?3 


&c. 


Hinc  erit  terminus  (iimmatorius  quae/itus : ir-*— 

^x3  22r»-+-jr-H2X2r 2X-\~i-{-*X ^ ^ Conft., 

qua  conftante  tolli  debent  termini  ^ vnde  erit: 

S (2^-0*  =1^X3 = J (2X-i)  (2X^  r). 

Sic  erit  pofito  2rrr4  fiimma  4 primorum  tcrrainomm 


*“+-9rH25-H45 — J. 7-9  =84. 
EXEMPLUM  II. 

Quaeratur  terminus  fummatarius  huius  feriei : 

* 2 / 3 4 X 

I -f-  27-f-  125  4-  343  4-.  ..  . . (2X-i)3 

^ Quia 


Digitized  by  Googie 


43* 


CAPUT  y. 


t 

Qmaeft  z — {ix- ly  — i2x* erit: 

Jz 

fzdx—ix*—4x^^ix*—x\  ^:z=34Jr» 24jr-h«; 

ddz  dH  . ' . 

— ZZ.4SX  — 24;  ^=^48;  fequenna  euanefeunt. 

Quare  erit  S(22f-i)*~32r*— 42-J-I-3X* — x 

' -\~4X^ 6x*-|-34r—  f 

H-22T*— 22T-4-  J 

— iV  * 

hoc  eft  S(22T-i)*  “22:+*— 4r»rr2-*(2jr4r— 1).  Sic  erit 
pofito  2-Z^4  rH-*7H-i*jH“343  — 1^-31:=:  45^* 


132.  Ex  hac  inuenta  generali  exprefltonc  pro  termi- 
no fummatorio  fponte  fequitur  ille  terminus  fummatorius, 
quem  fuperiori  parte  pro  p>otelladbus  numerorum  natura- 
lium dedimus , cuiusque  demonfh*ationem  ibi  tradere  non 
licuerat.  Quod  fi  enim  ponamus  z~x" , erit  vtique 

ftdx  zz  — r " -H* : differendalia  vero  ita  fc  habebunt : 
«+> 


-r-  “ ttX’ 


• dz 
dx 
ddz 


“ n («— i)  X*-' 


d^z  • 

^ ~«(«-i)(«-2)C«-3)C»-4)-*-"-^ 

— i)  .....  («— 6)jr"-“7  &C. 

Ex 
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Ex  his  ergo  deducetur  fequens  terminus  fummatoriiM 
recondens  termino  generali  \ fcilicet 

}— i jr»— u.  — jr*-i 
«4-1  ' * ~ 6 2 

* «(»-l)(«-2)  _ , 

— . 

30  2.  3’  4 

^ .«(«-i)(«-a)C«-3)(«-4)  y 

42  2.  3.  4.  y.  5 

* »(«-i)  ....  f«-6") 

•— i — i 'X"-T 


30  2.  3.  . 

J_  g(g-i) 
66‘  2.  3.  . 


651  «(«— i)  . 

2730  ‘ 3 . . 

JL  ”C”-0  • 

6 ’ 2.  3 . . . 

.3fiZ  ”C”~0  • 

510  ‘ 2.  3 . . 

438^7  • 

798  ■ 2. 3 . . 

174611  «(«— 1) 


330  2.  3 . . 

$54513  »(”-0  • 

138  ’ 2.  3 . . 

2363 6409 1 g(«— 1) 
2730  '2.  3 . 

8553^°3  »(»-0  . 

6 ’ 2.  3 . . 


8 


(«-8) 

-2 -x”-9 


10 

. («— 10) 

—2 i x"-a 


12 


. («-12) 
—2 i 


14 

. («-14) 


16 

(g-i6) 


18 


:r»-i7 


• («—18) 

— 2 ^ j:»-!? 


20 


. (g-20) 

— i 'x»~» 


22 
. (g-22) 
• 24 


X»-»} 


(”-34) 


25 


X"->5 


lii 
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2374946102^  »(«-l) 

870  ^*3*  • • • .38  'v*'"*  ' 

861584127^005  _ «(»-0 («-2  8)^y 

‘ 14322  " 2.  3 30 

quae  exprcdio  non  difiert  ab  ea,  quam  fupra  dedimus, 
niii  quod  hic  numeros  fiernoullianos  S,  &c.  im 

troduximus,  cum  fupra  vfi  elTemus  numeris  •,  6,  y, 

&c.  interim  tamen  confenfus  Q)ontc  elucet.  Hinc  ergo  ^ 
terminos^  fqmmatorios  omnium  poteftatum  vsque  ad  po- 
teflatem  trigefimani  inclufiue  exhibere  Ueuk ; quae  in- 
veftigotio,  (i  alia  via  fuiflet  fulcepta,  Hne  long^iiSmis  & 
taedioiiflimis  calculis  abfolui  non  potuiflet. 


133.  km  fupra  §.  59.  fimilem  fere  exprellionem 
pro  termino  fummatorio  dedimus  ex  termJio  generali 
deHniendo.  Ea  enim  pariter  fecundum  differentialia  ter' 
mini  generalis  procedebat ; ab'  illa  autem  in  hoc  potis- 
firaum  erat  diuerfa , quod  ilk  non  integrale  ,/zJx  rcr 
qutrebat,  lingula  vero  termini  generalis  diflerratiaUa  per 
emas  ipfim  x fimSiohes  habebat  muldplic^sL  ' Eandem 
igitur  expreflionem  fequenti  modo  ad  naturam  ferierum 
magis  accommodato  denuo  eliciamus,'  ex  . quo  .(iqiul  lex 
clarius  patebit , fecundum  quam  coefHcientes  flli  diffe- 
rentialium  progfrediuntur.  Sk  igitur  feriei- terminus  ge* 
neralis  a,  ftin^o  quaecunque  ipfius  indicis  x,  terminas 
vero  fummatorius  quaefitus  fit  t:  qui  .quoauam  vd  vidi; 
mus  eiusmodi  erit  funflie  ipfius  x , vt  euanefint  pofito 
X rr  o , erit  per  ea , -quae  -fupra  - de  - nacura.>^ajj^Bodi 
funftionum  .demonftrwiiraus : • • 

« t . 


^ i i ' 
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xds  , x^dds 


c^d^i 


x^d*s 


idx^^i.zdx*  i.2.3</x^ 


-&c.rzo. 


134«  Quia  ' denotat  fummam  omnium  termino- 
rum fcriei  a primo  vsque  ad  vltimum  a,  perfpicuum 
eft  ft  in  X loco  x ponatur  x—i,  tum  priorem  fummam 
vltimo  termino  a mulftari : erit  Icilicet 


ddi 

d*s 

1 

dx^ 

zdx* 

6dx* 

2^dx* 

ds 

ddt 

_i_ 

d*  t 

2 dx* 

2^dx* 

— &C. 


quae  aequatio  modum  luppeditat  ex  dato  termino  fum- 
matorio  x definiendi  terminum  generalem,  quod  quidem 
per  fe  efl  facillimum.  Ex  idonea  autem  combinatione 
huius  aequationis  cum  ea,  quam  §.  praeced.  inuenimus, 
valor  ipfius  x per  x & a determinari  poterit.  Ponamus 
in  hunc  finem  elTe: 

. , Bi/a  Cddz  Dd^z  Ed*z  - 

— -Jr- -+■ — -Sr +«:<"  = <> 

vbi  A,  B,  C,  D,  &c.  denotent  coefficientes  neceffarios 
fiue  conflantes  fiue  variabiles : nam  cum  fit 
ds  ddt  ' d^s  d*s  , d>s 


' dx 


'idx^^^edx^  24dx^  120  dx* 


&C. 


- , . I dz  ddZ  d*  Z g . . 

fi  hmc  valores  pro  s,  &c.  m fupe- 

riori  aequatione  fubAituantur,  prodibit : 

Iii”a  ~ x~x 


\ 
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«—  Aa  nr  - 

A.ds  , Adds 
dx  2dx^ 

Adis 

6dxi 

' Ad^s 
^24l^“ 

A</*Ci. 

liOdxi 

-f  &C. 

■ , Bi/o  

Bdis 

.BdU 

Bd^s 

•f-.&c. 

- 

^dx* 

2 dxi 

^ 6 dx*  " 

24</jr* 

Cddz_^ 

Cdif 

Cdis 

•f  &C 

~dx*  ~ 

’ 

dxi 

. ^dx* 

6dxi 

Hd^s 
2 A:* 
E.d*t 
dx* 


&C. 


quae  igitur  feries  iun£Km  fumtae  aequales  erunt 


+*&c. 


•f  &c. 
nihilo. 


I3J.  Cum  ergo  ante  inuenimus  efle : ; y 

xds ^.x*dds  x^d^s.  x*d*s  x^d>t  , _ 

® — dx  Tdx^  6dx^  ^24</jr<  ( i20^x»  J 

(i  fuperior  aequatio  huic  aequalia  ftatuatw»  prodibunt 
fequent«'litterarto“A,.B,  C,  D,  &c.  dciH»ninationcs : 


A=:* 

• 

■ r : .f 

B=?- 

A 

s 2 

2 

B^ 

A . 

.. . -2. . -''f  • ■-.p,.- 

6 

2 

6 

X* 

C 

B 

A 

D 

ll 

r 

1 

24 

2 

6 

24 

. 'i 

Xi 

D 

Cdr. 

E — ' 

• 120 

2 

6 \ . 

34 

. 

j i j 
I . t 

, 

His 

Mk 
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His  igitur  litteranam  A,  B,  C,  D,  &c.  valoribus  inuen- 
tis,  ex  termino  generali  z terminus  fummatorius  jnnSs 
ita  determinabitur,  vt  Bt:  ' ' 

- _ ‘ . Bi/s  CJtAi  EJ^z  F</*s 


135.  Cum  autem  fiat  : 

A = X 

B = }x»  — ix 
C zz  ix^  — -4-tV'*’ 

patet  hos  coefficientes  efle  eosdem , quos  fupra  §.  fji. 
habuimus,  vndc  ifta  termini  fummatorii  expreffio  eadem 
cfl,  quam  ibi  inuenimus  ; eritque  propterea : 

A=  Sx»  rr  Si 
B:=:L,|Sjr* — ix 

C — iS;r» ix» 

Drr  fSx3 — ix3 

— ^^x*  Scc. 


Sa  Jf»  ^ Sr-f 

dx  a dx 


Hinc  ergo  erit: 

ddz  _ ® o , I 

— 


S»"*  — &C, 


8cc. 


6dx^  ' 24.dx* 
xdz  x^ddz  ■ x^d^z  'x^d*z 

dx  idx^  €dx^  24dx* 

Quodn  autem  in  termino  generali  s ponatur  x~o^  pro- 
dibit terminus  indici  =::o  reipondens  j qui  fi  ponatur  zza^ 

I i i 3 erit 
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cnt:  « = * — — TiH 

xth  x*dd%  . x^d^z  x*d*%  ,1 

•&C. 


dx 


idx^  6dx^ 
quo  valore  (ubftituto  habebitur : 


- ^ dz„  ddt,  „ . d^z  „ , , d*z 

Cognitis  ergo  fummis  poteftatum,  hinc  pro  quouis  ter- 
mino generali  ei  copueniens  terminus  fummatorius  ex- 
hiberi poteft.  • ‘ ^ 

1 3 7.  Quoniam  ergo  geminam  inuenimus  expreflionem 
termini  fummatorii  Sa  pro  termino  generali  a,  earumqu^ 
altera  formulam  integralcm  fzdx  continet,  fi  ifiac,  dpop 
expreifiones  fibi  aequales  ponantur,  obtinebitur  valor 
fzdx  per  feriem  exprell^  Cum  enim  fic^: 

' ^d^z  , 

fzdx  -H  i * -H  77^ «C.- 

- * 


dz  — ‘ddz  „ . d^  z 


ent; 


vW,?lil8,  ®r®»  &c.'deiieNit  nuhMrdsft^pdifflanos 
Ibpra  §-' raa.^Wihibkos,  ' ‘ 

j:,  . iii  , * Sit 
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Sitv.gr.  ajriirjr,  fiet  hinccnt; 

fx  xdx  — (jr+J)  XX-  Cf^^Jf+fr+yV)  + 1 (f*’^  +T-*** +i^) 
fcu  fxxdx~\x^  ; dat  autera  differentiatum  vtique 
xxdx. 

1 3 8.‘  Noiia  er^o  hinc  patet  via  ad  terminos  fumma* 
torios  ferierum  potefiatum  inueniendos ; quoniam  enim  ex 
coefficientibus  ante  affumtis  A,  B,  C,  D,  &c.  hi  termini 
fummatorii  facillime  formantur,  horum  autem  coeificien- 
dum  quilibet  ex  praecedendbus  conflatur ; fi  in  formulis 
§.  I3J.  datis  loco  iftanim  litterarum  valores  in  §.  136.  tra- 
did  fubftituantur , erit : 

Sr*-jr 

Sjc*  "2^*  i"*’*  - (Sjt* -jr*) 

2.3 

2.3  2.3.4^  . 

&c. 

Hinc  ergo  fiimmae  potefiatum  fuperiorum  cx  fummis  infe- 
riorum formari  poterunt. 

139.  Quod  fi  vero  legem,  qua  coefficientes  A,  B, 
C,  D,  &c.  fupra  §.  137.  progredi  inuend  funt,, attentius 
intueamur,  eos  feriem  recurrentem  conftituere  deprehen- 
dciyus.  Si  enim  cuoluamus  hanc  frafHonem  : 

H-&C. 

fecundum  potefiates  ipfius  «,  haneque  feriem  refulrarc  fii- . 
"raaraus : ''  A -j- 
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erit vti  ante  inuenimus  A~jt;  Bcz: Ja-jt-j A ; &c.  fic- 
que  inuenta  hac  ferie , obtinebuntur  termini  fummatorii 
ferierum  potcftatum.  Illa  autem  fractio,  cuius  euolu- 

tione  ifta  feries  nafcitur,  tranfit  in  hanc  formam : , 

^ —I 

quae  (1  x fuerit  numerus  integer  affirmatiuus , abit  in 

cum  ergo  fit: 


I — 1 


e»ZZi  -+" 


u 

1 


ti 


1 


1.3 


«S 


1.3.3 


u* 

2.3.4 


+-&C. 


s«  4K*  8*^ 

I 

I 1.2  1.1.3 


. 3“ 

;}*—  1 -V-  — 

I 


9«*  ■ , 

1.2  1.2.3 


I.  2 


1.2.  3 


ideoque  erit : 

A = Jc 

B SCaT-0  — Sa'-AT 
C rrfS(Ar-i)*Z^jSA:*— 


i6u* 
1.2.3. 4“ 
81  V* 
I-3-3.4’ 

1. 2.3.4 


+-&C.; 

4-&C. 

-4-&C. 


D,  =iS(A--i)3=:jSA:3-fjr3  &C.  , 

Vnde  nexus  horum  coefficientium  cum  fummis  potefta* 
tum,  ante  iam  obferuams , penitus  confirmatur  .ac.de* 
monfixatur. 


CA- 
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CAPUT  VI. 

DE  SUMMATIONE  PROGRESSIONUM 

^ PER  SERIES  INFINITAS, 

E .40. 

xpreffio  generalis,  quam  in  Capite  praecedente  pro 
termino  fummatorio  cuiusque  feriei,  cuius  termi 
terminus  generalis  feu  indici  x relpondens  eft  iz  « in 
venimus : ’ 

&c 

i.-idx  ' \.2...6dx^ 

proprie  inferuit  feriebus  fummandis,  quarum  termini  ge- 
nerales funt  funftiones  quaecunque  rationales  integrae 
indicis  at,  quoniam  his  cafibus  ad  difFcrentialia  tandem 
euanefeentia  peruenitur.  Sin  autem  s non  fuerit  eius- 
modi  funaio  ipfiiis  at  , tum  eius  differentialia  in  infini- 
tum pro^ediuntur,  ficque  refultat  feries  infinita  fum- 
mam  feriei  propofitae  exprimens , & quidem  ad  datum 
vsque  tenninum,  cuius  index  eft  =:a-.  Quocirca  pro- 
greffionis  propofitae  in  infinitum  continuatae  fumnfc  pro- 
dibit, fi  ponatur  Arr=  va ; hocque  paao  alia  inuenitur 
feries  infinita  priori  aequalis. 

141.  Sin  autem  ponatur  x=:  o,  tum  expreffio  fum- 
mam  exhibens  debet  euanefeere , vti  iam  annotauimus: 
quod  mfi  fiat,  eiusmodi  quantitas  conflans  ad  fummam 
addi  vel  inde  auferri  debet , vt  huic  conditioni  fatisfiat. 

K k k Quq 
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Quo  fafto  fi  ponatur  x m , fiinuna  inuenta  praebebit 
terminum  primum  ferid:  fin  aggregatum  pri- 

mi & fecundi;  finx~3,  orietur  aggregatum  trium  ter- 
minorum initialium  feriei , & ita  porro.  His  igitur  ca- 
fibus,  quia  fumma  vnius,  vel  duorum,  vel  trium,  &c-4^ 
terminorum  eft  cognita,  feriei  infinitae,  qua  ifta  fumma 
exprimitur,  valor  innotefeet;  ex  hocque  fonte  innume- 
ral^es  feries  fummari  poterunt. 


142.  Quoniam,  fi  eiusmodi  conflans  fummae  fue- 
rit adieffa,  vt  ea  euanefcat  pofito  xuro,  tum  fumma 
omnibus  reliquis  cafibus,  -quicunque  numeri  pro  x fub- 
ftiruantur,  farisfadt;  manifeftum  eft,  dummodo  fummae 
inuentae  eiusmodi  quantitas  conftans  adiiciatur,  vt  vno 
quodam  cafii  vera  fumma  indicetur,  tum  omnibtTs  reli- 
quis cafibus  veram  fummam  prodire  debere.  Quare  fi 
ponendo  x~o,  non  'pateat,  cuiusmodi  valorem  expres- 
fio  fummae  recipiat , neque  igitur  conftans  adiicienda 
hinc  inueniri  queat;  tum  alius  quicunque  numerus  pro 
X ftatui  poterit,  adiiciendaque  conflante  effici  vt  debita 
fumma  indicetur : quod  quomodo  fieri  debeat,  ex  fequen- 
idbus  jnagis  fiet  perfpicuum. 

142.  Confideremus  primum  hanc  progreffionem 
harmonicam : 


cuius  terminus  generalis  cum  fit  = — , fiet  » 


& 


ter- 


# 
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terminus  fummatorius  / ita  inuenietur.  Primo  eric 
deinde  dificrenrialia  ita  fc  habebunt^ 

I dd%  I d^z  I 


dz 

dx~“ 


d*  z ^ 
i^dx* 

tZZlx 


I 

xS  j 


’ 2 dx^ 
d>  z 

iiodx^  ‘ 

3t  . 


r-3  > 


— > 


x<‘ 

58 


6dx^ 

&c.  Hinc  itaque  erit: 

e . © 


2X 


2X' 


4X* 

Conftante. 


8^* 


&C. 


Conftans  igitur  hic  addegda  ex  cafii  jr  rr:  o %m  poteft 
definiri.  Ponatur  ergo  x~i,  quia  tum  fit  t~i,  erit 

I “h Conft.  vnde  fit 

2 2 4 6 8 

1 21  35  ff  ® 

iftaconfhms  ~ — | 1 — — -4-&c.  erit- 

2 2 4 6 8 

que  ideo  terminus  fummatorius  quacfitus : 

22'»^4X‘*  6x‘^^x^ 

21  58 


4 


2JT 

I 


£ 


© 


8 


-&c. 

•&c. 


143.  Quoniam  numeri  Bemoulliani  %,  33i  £,  ©» 
&C.  conftituunt  feriem  diuergentem,  hic  valor  conflantis 
cognofci  nequit.  Sin  autem  loco  x fubflituatur  numerus 
maior , atque  fumma  totidem  terminorum  a£hi  quaera- 
tur, valor  conflantis  commode  inuefHgabitur.  Ponatur 

Kkk  2 ^ in 
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in  hunc  finem  decemque  primis  terminis  coUi- 

gcndis  reperietur  eorum  fumma 

2,52  85682  5 35)  682  5 3s»ff8 
cui  aequalis  efle"  debet  expreffio  fummae',  fi  in  ea  po- 


natur X 

I 

20 


/lO-l 


IO 

31 


quae  fit : 

58 


a 


© 


200 


■ 800000000 


-&c. 


40000  6000000 

fumto  ergo  pro  /10  logarithmo  hyperbolico  denarii  & 
loco  31,  58,  S,  &c.  fubftituds  valoribus  fupra  inuends, 
reperietur «confians  illa: 

C — o,  5772156649015325 
qui  numerus  ergo  exprimit  fummam  feriei : 

2^2  4 6 810 

144.  Si  pro  X numeri  non  nimis  magni  fubfiituan- 
rur,  quia. fumma  feriei  facile  aftu  inucnitur,  obtinebi- 
tur fumma  feriei  huius : 

I 

2X  2X»~^4X*  6x«”^8x* 


&c.  = x^/x-C. 


Sin  autem  x fignificet  numerum  valde  magnum , quia 
tum  valor  huius  exprefiionis  in  infinitum  excurrentis  fa- 
cile in  fraSionibus  decimalibus  aflignatur,  viciflim  fura- 
ma  (erici  definietur.  Ac  primo  quidem  conflat,  fi  feries 
in  infinitum  continuetur,  eius  fummam  futuram  effe  in- 
finite magnam  j fa^lo  enim  x:z:v3  fit  /x  quoque  infi- 
4p  ' ■ • ni- 
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nitus;  etfi  </>  ad  rationem  infinite  paruam  tenear. 
Quo  autem  commodius  fumma  quotcunque  terminorum 
leriei  afi^ari  queat,  valores  litterarum  31,  S5,  S,  &c. 
in  iraftionibus  decimalibus  exprimamus : 

31  rr  o,  T 666666666666 
55  0,0333333333333 

« € ~ 0,0238095238095 

® =:  0,0333333333333 

6 = 0,0757575757575 
5 — 0,2531135531135 

® rr  1, 1666666666666 
|)  — 7,  0921568^27451  &c. 

vnde  ergo  erit : ■ 

~ = 0,0833333333333 
53 

— = 0,0083333333333 

4 

6 

— — O, 0039682539682 

. o 

— ZZ  O,  0041666666666^ 

(g 

— = o,  0075757575757 


— n:  o,  0210927960928 

12  • 

^ @ 

— _ 0,0833333333333 

— =:  0,4432598039216  &C. 

• ' ' Kkjjs  3 EX- 


V 
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I 

hluenire  fummam  miUt  terminorum  feriet 

, 1 -4- 1 _l_  1 _l_ -L  1 4- &C. 

23456 

Ponatur  ergo  j:“iooo,  & cum  fit 

/10  “ 2,3025850929540456840  erit  * 

Ix  — 6, 9077552789821 

Conft.  zz  o, 5772156649015 
2-  ~ 0,0005000000000 

^ 7. 4845705438836 

- . , o,  0000000833333 

“ ixx  7,4849708605503 

35  o>  0000000000000 

4x«  Ergo  7,  4849708605503  eftfummaquae- 

fita  mille  terminorum , qui  nequidem  feptcm  vnitates 
cum  femilTe  conficiunt. 

* 

EXEMPLUM  II.  *■ 

Inuenire  fummam  millies  mille  terminorum  feriet 

' I4----4-— H-  — 4- &c. 

234 

Quia  eft  t~ioooooo,  erit  /x“6./io,  ergo 


• Ix 

= 13,8155105579642 

Conft. 

I 

= 0, 5772156649015 

^ 0,  oooooo 5000000 

14, 3927262228657:= 

Pummae  quacfitae. 

U- 

■ 

145. 
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i4j;  Si  ergo  pro  x ftatuatur  numeros  vchemcn-' 
ter  m^nus,  fumma  latis  exa£le  inuenitur  ex  folo  pri- 
mo termino  Ix  conflante  C au£bo : vnde  egregia  corolla- 
ria deduci  poflunt.  Sic  fi  j:  fuerit  numerus  vehemen- 
ter magnus , ponaturque : 

I 


& i+l  + l_f.i. 
2 3.  4 


xJry 


quia  efl  proxime  r=:/jr-|-C,  & 

erit  t—szz  l(x+y)—lx  ^ , Wcoque  hic  logarith- 

mus  proxime  per  feriem  harmonicam  finito  terminorum 
numero  conflantem  exprimetur  hoc  modo : 

/f±>  — ' I l L.  . I 

Accuratius  autem  hic  logarithmus  exhibebitur,  fi  fuperio- 
res  fummae  x & f exaftius  capiantur.  Sic  cum  fit 

* & 


X /x  C “4“  — 

• 3Jr  12  XX 


tzzl  (jr-f-;»;  -f-  c ■ 

jX+y  I 

X 2X 


^(x+y) 

I 


2(xi-y) 

ideoque 


+ 


I2(2^+7)*  ’ 

I 


ent 


12X2:  ta(x-t-j) 


1 > 


JL±_Lj._Lj  ^ +_Lj._? ! L.I  L. 

X+I  X-j-2  ■ ’ * ‘ X-^J(  ' 2X~2(x4j)"'i2XX  ' 

Sin 
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Sin  autem  fit  numerus  tam  magnus , vt  bini  termini 
vltimi  reiici  queant , erit  proxime  : ■ 

/■r+2-J_4.J-4.-L±  . . . jl_L±LCL^-L\ 

X jr-f-i ' .v+i'''a  -1-3  ' ' 2\.x  x+yy 

I4J.  Ex  hac  quoque  ferie  harmonica  deriuare  po- 
terimus lummam  huius  feriei , in  qua  tantum  numeri 
impares  occurrunt : 

. . . -4r>— . 

I 3 5 7 9 2X+1 

Cum  enim  omnibus  terminis  capiendis  fit ; 

-h— H ~ — 

234  zx  ' 2jr-f  I 

terminorum  vero  ordine  parium: 

4-  — 

• 3 4 6 2X 

fumma  fit  fcmiflis  fuperioris  nempe: 

1 C-4-  * lx-h-~  ^ I - ^ ^ I ^ 

^ ^42:  4AC*  8-v^  iSat®  i6x^ 

erit  hac  ferie  ab  illa  ablata : 

= 

-&c. 

I , a as  j.»., 

146. 
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Poteft  vero  edam  per  eandem  expreffionem 
generalem  fununa  cuiusque  feriei  harmonicae  inueniri; 

fit  enim : 

J: I 1 , ^ , l_  , , I __ 

w-|-»  2m-\-n  4«+»^  ’ ‘ * ^ «tx-j-a  ’ 

quia  eft  terminus  generalis  » = 


(wx-j-a’ 


/s^x  = ^ /(«xj-a)  ; ger- 


ent: 

m 


dd^ 

a</x* 

d^% 

i^dx^ 


m 

mm  d^z 

a)  ^ * 6 dx^ 

«»♦  d*  z 


(aw-|-a)* 

*a* 

(wx-f-a)  ^ 
m * 


&C. 


(aix-f-a)*  ’ iao</x*  (*ax-j-a) « 

Ex  his  ergo  reperitur: 

• — D-f- — /(arx-j-a)-^ — — 1 

”*  ~ ‘ a(«x-fa)  a(ajx-fa)»  4(»x-j-a/ 

S«*  , 3)«^ 


6(mxj-ny  8(wx|a)« 

Pofito  ergo  X z::  o , fiet  conftans  illa  addenda : 

D — — -/a 

a»  3 a ' a a* 


3B  ' aa»  4a*  5a* 

147*  Si  vero  fit  az:2o,  quoniam  feriei : 


&C. 


t 

>a 


I 

2m 


1 

4«! 


31 


fumma  eft  =r-^-G-4-i-ii'-| — 

a*  . . aaw  aia 


S5 


2$mx  2mx* 
Lll 


4«wx^ 


I 

mx 

&C. 

at 


f 
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8C  vero  hnhis  feriei: 


ftuninaefl  — v^H 

' 2mx  a«»^  4m*x* 

(i  ab  hac  ferie  iUa  m vicibus  fumta  fubcrahacur  vt  pro- 
deat haec  feries: 


i-h  J-f-. . .-f— - . 

tn 


m 2fu  yn  mx 

eius  fununa  erit  —lm~\ — ^ — &c. 

2mx  zm^x* 

I . 35  , „ . 


atque  fi  fiatuarar  x~zr>  fumma  erit  rr  Im.  Hinc 
pro  m ponendo  numeros  2,  3,  4,  &c.  erit: 

/2—1 — — J-l-i  — i-f-&c. 

/3  — I-4-J— — f &c. 

/4  — l-f-i-J-T hf T-|-  &C' 

^5  ~i-|— 2— i— /s&c. 

&c. 

14S..  Reli^la  . autem  ferie  harmonica  progredimur 
ad  feriem  quadratorum  reciprocam  , fitque : 

- = -h^. 


Digitized  by  Google 

J 


in  qua  cum  fit  terminus  generalis  e rr:  ^ , erit 
f%dx~--^  8c  difFerentialia  ipfius  « ita  fe  habebunt 


I _ ddz  I _ d^  z ^ I ^ 

jr*  ’ 2,‘^dx* X* '*  2,‘i.^dx^  X*  ’ 
vnde  erit  iuinma 

. J 1 . » ^_L_® ^ 

2XX  x^~'x»  x'* 


&C. 


■f-  &C. 


in  qua  confhins  addenda  C ex  vno  cafu , quo  fiunma 
conflat,  efl  definienda.  Ponamus  ergo  x—i,  quia  fit 
s~i  debet  efle : 

Cm-t-i — — 95-i-g  — ©H-$  — &ci 
quae  feries  autem  cum  fit  maxime  diuergens,  valorem 
conflantis  C non  oflendit.  Quia  autem  fupra  demon- 
flrauimus  fummam  huius  feriei  in  infinitum  continuatae 

efle  z:: ^ ; fafto  jr ~ (zi , fi  ponatur  fz:z^  y fiet 

O O 


C “ — , ob  reliquos  terminos  omnes  euancfcentes. 

O ‘ 

Erit  ergo 

g3H-g_©-}- g — &c.  = 

6 

i49>  Sin  autem  fumma  huius  (eriei  cognita  non 
fuiflTct , valor  conflantis  illius  C ex  alio  quopiam  cafu, 
quo  fumma  a3u  efl  inuenta,  determinari  deberet.  Hunc 
in  finem  ponamus  atque  decem  terminis  a^ 

addendis  rcperictur:  , . 

Lll  a 


r — r, 


V 


4ja 


CAPUT  FI 
f rr  I, 5457^773 


add.  — o>  ^ 

X 

fubtr.  “ 0,00  j 

2XX 


1, 644767731 166J40650 


a 

add.  — O, 0001 66666666666666 

,,  ^ 

i,«445343S>78332073J« 

35 

fiibtr.  —f  zz  o,  000000333333333333 
I, 644934064499874023 

add.  ~ o,  000000002 3809^2381 

^ I, 644934066880826404 

© 

fubtr.  ir  0,000000000033333333 

**'  1, 644934066847493071 

add.  ~ o,  oooooooooooo7?7y7f 

1, 644934066848250646 

fubtr.  rz:  o,  00000000000002  5311 

* I, 644934066848225335 

add.  ~ o, ooooooooooooooi 166 

ir*  5 ' 

71 


•£) 


tum  eft 


fubtr.  1, 644934066848226430  ni  C. 

Hicque  numerus  fimul  cft  valor  exprcffionis  — , quemad- 
modum cxvalorc  ipfius  r cognito  calculum  inftituenri  pate- 
bit. Vndc  fimul  intelligitur,  eriamC  feries  21 95 » 2,  &c. 
diuergat,  tamen  hoc  {no<io  veram  prodire  fommam. 

' IJO. 


Digitized  by  Googie 


CAPUT  FI. 


453 


lyo.  Sit  nunc  * = ^ 


quia  eft 


f%dxzz ; 

2.XX  ' 

d^z 


dz 


ddz 


i.z.^dx' 


2X 

V*  a 


> 


1.2...  jdx*  2X*  ’ 1.2... ydx 


i.2.3r4</jf* 
s 2X*  ' 


t 

aar* 


/ = C 


I 


erit 

_i ^ 

2X^  2X^  2X*  2Jf* 


&C. 


hincque  pofito  xm,  ob  fiet: 

C = i -W  — 4©-+-&c. 

atque  ifle  valor  ipfius  C fimul  oftendet  fummain  ferici 
propofitae  in  infinitum  continuatae.  Quoniam  vero  fum- 
mae  potefiiatum  imparium  non  aeque  ac  parium  con- 
ihnt  , ifte  ipfius  C valor  ex  cognita  fumma  aliquot 
terminorum  definiri  debet.  Sit  ergo  jrmo,  erit: 


C ~ / — 1— — - — 

2XX  2X^ 


il 

a*"* 


5» 

2Ar^ 


‘ajr* 


— -&C. 


Lll  3 £ft 
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Eft  vero  ad  compotum  facilius  infHtuendum : 


3^ 

2 

0, 2500000000000 

! ; 

ffd 

2 

0,0833333333333  '• 

2 

0,0833333333333 

2 

— 

0,  1 500000000000 

I i(S 
2 

=: 

0, ^i666666€666S 

135 

2 

j,  6452380952380 

11® 

2 

— 

8,  7500000000000 

IZ^ 

•>» 

r: 

60,2833333333333  &c. 

Hinc  ergo  fient  termini  ad  / addendi ; 

— tiz;  o,  005000000000000000 

2XX  , 

z::  0,000025000000000000 
7 ® 

“ 0,000000000833333333 

11  @ •* 

— — 0,000000000000416666 

— ^ o,  000000000000000875 



0,00^025000833750875  tcr- 
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termini  autem  fubtrahendi  funt  : 


4J5 


rz  o,  000500000000000000 


5 95 

~ 0,000000083333333333 


3JT 

— rr  ' o, 000000000015000000 

Jjfio 

13?? 

—-4  0,000000000000016452 

^ o,  000000000000000060 

3X**  


0,000500083348345845  / 

ab:  0,005025000333750375 

0,004524917435401030  • 

y = 1, 197531985674193251 
C 1,202056503159594281. 

151.  Si  hoc  modo  Vlterius  progrediamur,  Inue* 
niemus  fummas  omnium  ferierum  poteftatum  recipro- 
carum in  fraftionibus  decimalibus  expreffas : 


2-f- 
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c 


' P U T VI 

2 W 

1,6449340668481264= — r* 

!•  2 

1,202056903159^942 

2*95 

:i,o823232337iii38i  = — 

i.a.3.4 

: 1,0369277551068632 
1,0173430619844491  = — —V*  • 

1.3.. . 0 

1,0083492773866018 

:i>  004077356 1979443  =-V^»«'* 

1. 2 .. .  8 

1,0020083928260822 

2»(S 

1,0009945751278180  = 

• • 10 

1 , 000494 1 8 8 604 1 094 

1,0002460865533080  = 2-a-*» 

1.2...  12 

i,'oooi227233475857 

, 2*3® 

: 1,0000612481350587  = 

«st 

: 1,0000305882363070 

2*  3.f) 

1,0000152822594086  = ^ T*  » 

1.2 ...  Io 

&C>  IJ3. 
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lya.  Ex  Ilis  ergo  viciflim  fummae  illarum  ferie- 
fum  infinitarum  numeris  Bemoullianis  conflantium  exhi- 
beri poterunt.  Erit  enim : 


a 4 


85 


*4-Wt 

i+Wf 


351  595 

^7« 

2 

2 

2 

3-451 

5.695 

I 7.8® 

(S  © 

— — -1-&C.  = 0,1772  I&C. 

!•  3 

h«C.  = 1,2020  &C. 

3 ’ ( 


5.10© 


3-4-y^ 


2.  3 

y.<?.755 


3.3.4 

♦ 

3.4.5. 6^ 


3.3.4 


3.  3 3.  3 

7-8.S>®  510.11© 


2,3.4  a-3-4 


5.6.7.895  , 7.8.9.10(5 


1. 2.3.4 

&C.  = 1,0365  &c. 
— - 


2.3.4.S 


2.3.4.S 


2.3.4.S 


— &c. 


3 t • • ^ 


&c. 


Harum  ergo  ferierum  alternae  ope  quadraturae  circuli 
fummari  polTunt;  a quanam  vero  quantitate  transcen- 
dente reliquae  pendeant,  adhuc  non  conflat : neque  enim 
ad  poteflates  ipfius  a*  exponentes  impares  habentes  re- 
vocari pofllmt , ita  vt  ccefficieAtes  eflent  numeri  ratio- 
nales. Quo  autem  (altem  proxime  appareat,  quales  fo- 
turi fint  coefficientes  poteflacum  ipfius  v pro  exponen-* 
tibus  imparibus,  tabellam  fequentem  adiunximus : 


M m m 


1-4- 
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__  ?r" 


i-l — H ^ H — H-  &c.  in  infin.  zr  — — ~ 75 
334  o,  0000 


6y  0000 

■35,7943^ 


‘90,  00000 


39J,  1215 


vere 


prox. 


vere 


prox. 


3«  ' 3® 


&C. 


945>ooo 

w’ 

■3995,  38<S 


■9450,  000 
a’® 

'29749)  35 


vere 


prox. 


vere 


prox. 


* 5 3.  Ex  hoc  fonte  feries  numerorum  BemouUianorum 
I 2 3 45  67  8 9 

51,  55,  S,  ®,  3,  ®,  |),  3,  &c. 

quantumuis  irregularis  videatur  interp)olari,  fcu  termini 
•in  medio  binorum  quorumcunque  conftituti  aflignari  po- 
terunt : fi  enim  terminus  medium  interiacens  inter  primum 
91  & fecundum  95,  feu  indici  li  refpondens fuerit  —p'y 
erit  vtique: 

I-+- 
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ideoque  + ^ + 

Simili  modo  fi  terminus  inter  35  & @ medium  interia- 
cens  fcu  indicem  habens  a|  ponatur  zz  quia  erit : 

= — 

2*  3*  1.2.3-4-y 

Si  ergo  iftarum  feriemm,  in  quibus  exponentes  potes- 
tatum funt  numeri  impares,  fummae  exhiberi  poflent, 
tum  quoque  feries  numerorum  BemouUianorum  interpo- 
lari poflet. 

154- ' Ponamus  nunc  g=- , & quaeratur 
fumma  huius  feriei : 

— ' ' ' * 


Quia  eft  fi^xz=:^At!mg~  . 

Ponatur  Acoti  — »,  erit  fzdx  — -C—^t?\  , & 

» « X 2 ✓ ’ 


l=cot.=^.  & ff±£f=  ' . 

n iin  tt  nn  fintt*  ’ 


o fiw* 

& *r= — , 
na  * 


* f-=-nS^'  "«'fi' 

M mm  3 


Hinc 
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Hinc  differentialia  ipfius  a inucnientur  hoc  modo : 
cof« 

d%~ — — 

nn  «* 


75* 


ddz  //B('finBCofBfin2«+fin«*.cof2tf) j* 

~ «* 

</(/a  (inB^.fin jw 

fdx* 


& 


Simili  modo  erit,  vd  iam  fupra  pro  eodem  cafu  inue- 


tomus : 
d^% 
2.3  rfx* 


d*z  finx^.fin  su  „ 

’ 2,3.^dx*  «* 


»s  ' 2,3.4rfjf’  B" 

ex  quibus  formabitur  fumma  quaefita : 

T B finB.fin» 3 fin»».fin2»  % fmti*.fm4u 

* 2«  "«  ^ 2H»  2 ’ B^  4 B® 

g nn«®.fin6«  fini/».rm8B 

J'  ^ S’  n> 

•>  I"  Conila 

Si  hic  ad  conftantem  determinandam  ponatur  x “ o , 
quo  fiat  xrro,  erit  cot«  = o,  idcoque  « angulus  90°, 
ac  proptera  fin«nz;i,  fin2»t::ro,  fin4Bi^o,  fin6«~o, 

&c.  videtur  ergo  fore  ^ — 2B’^2ra"^^’ 

C“ — —■  at*vero  notandum  cft,  edamfi  reliqui  termi- 

ni  euanelcanc,  tamen  quia  coemcientes  91,  93  j S,  &c. 

can- 
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tandem  in  infinitum  excreicunt,  eorudi  fummam  pofle  * 
cfle  -fimlgm. 

ijj.  Ad  hanc  ergo  conflantem  rite  determinan- 
dam ponamus  efle  jr  — t/j,  fummam  enim  huius  feriei 
in  infinitum  excurrentis  fupra  iam  in  incrodu£Hone  de- 

finiuimus,  oftendimusque  efle  eam  — — 

—7—- — r.  Polito  autem  jrnrcfl,  fiet  «rzo,  ideoque 

' * 

finwrro,  finralque  finus  omnium  arcuum  multiplorum  eua- 
nefeent.  Cum  autem  in  hac  ferie  p>oteftatcs  ipfius  fin»  cres- 
Icant,  diuergenda  lerici  impedire  nequit,  quominus  valor  le- 

riei  hoc  cafu  euanefeat.  Fiet  ergo  s — — -{-C  j vnde  erit 


— -+-C  = 

3»  2 9« 


2tt  »(?»"»■  — l)  ’ 


& 


c = 

erit 


lumma  feriei  qnaefita 


. *• 
'an 


u 

n 


fina* 

%nn 


fina*.fin2» 

3 ’ 


95  fina^.fin4«  (S  fin«®.fin6»  , o . n 

— . — — — , -4—  &c.  -4 

4 »*  6 ^ 

Vbi  notandum  efl,  fi  » fuerit  numerus  mediocriter  ma^ 

gnus,  vitimum  terminum  tantopere  fieri 

exiguum,  vt  ne^gi  queat. 

Mmma  J5ff. 
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if6.  Hcmamus  effe  xzz»t  ica  vt  denotet : 

^ I ® I ^ I I ^ 

f — -4— — t— -4—  ....  — — . 

nn+i  »»+4  »»+i  imfrm 

Tum  vero  erit  cotimi,  & « — 45®  =— • Quamob- 

4 

rem  habebitur  Cmu—:—]  fina»::ri;  fin4»  = oj 

{m€u  — — 1 ; fin8«  — o ; nnio«=:i  ; &c. 
Hancobrem  erit: 

(£  a 


,-JL— I— 1— i 

4«  2ff»  4»n  2.2«*  6.8»^ 


10.2*»*  * 


14.2'«** 


- &c. 


in  qua  expreflione  tantum  numeri  alterni  ex  Bemoullia- 
nis  occurrunt.  Si  igitur  valor  ipfius  s per  computum 
aftu  inftimtum  iam  fuerit  inuentus  , hinc  quantitas  t 
definiri  poterit , erit  enim : 

I . 31  d , a 


n — ^nt. 


I.»' 


.0 


5.2*a® 

T 


+ 


i 1_&C  ——— 

Etfi  enim  ii\  termino  vltimo  ineft  jt,  tamen  ' quia  is 
tantopere  efl  paruus,  fufficit  valorem  ipfius  x proxime 
noflfe. 

exemplum:  Sit  « :r  j ; erit:  ^ 

— -4-— -4-—  . 

26  as  34  4t  so  ■ • ' 

. V f 

1 qui 
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qui  termini  a£hi  addid  dabunt: 

# = o,  145745305550545494 
vnde  erunt  termini  illi : 


4«/  — 2,93492511381058988 

I 


1 

nn 

d 

3.2*.»* 

g 

5.2^.«‘° 

7,2*^.«*  ♦ 

_3__ 

9.2  •.»*  • 


o,  00555655555555555 
3, 141 5927804^57554 

“0,00000012598412558 

3,1415526534975297« 

“ o, 00000000009695959 
3, 141  5926535ii049925 
0,00000000000042655 
3,14159265359007257 
~ 625 

3,14159265359007884 


Hic  valor  iam  tam  prope  ad  veritatem  accedit , vt  mi- 
randum fit  tam  leui  calculo  eousque  perueniri  pofle.  Eft 
vero  haec  expreflio  aliquantillum  iufto  maior,  fubtrahi 

enim  adhuc  inde  debet  -~~i  cuius  valor,  dum- 

modo  T prope  fit  cognitum,  exhiberi  poteft;  quod  per 
logarithmos  ita  expedietur. 

• QS*®  — *>3^437«3538 

erit  /^***’ ^ iot/^ ^13,6437635 . 

Cum 


Digitized  by  Googie 


Cum  iam  fit 


4!»'  4«' 

ftHir  — I ”■  <.»»T 


— — — — — 'H-  &c.  facile 


intelligitur  ad  nofhiim  calculum  fufficere  primum  termi- 
norum fumfifle.  Augeamus  ergo  charaQierifHcam  nu- 
mero 17,  quia  habemus  totidem  figuras  decimales,  erit: 


Ix  zz.  17,4471458 
/4  ~ 0,6020600 

18, 0442048 
fubtr.  = 13,  «437^3  f 

4,4554463 

"7^  ~ 28534  fubtrahatur 

ab  3,141592^5359007884  erit 


5r=  3,14159265358479345 


quae  expreflio  in  figura  demum  penultima  a veritate  re- 
cedit; quod  mirandum  non  eft,  cum  adhuc  terminum 


11.2'“.»'* 


, qui  dat  22,  fubtrahere  debuiflemus,  feque 

ne  vldma  quidem  figura  aberraflet.  Ceterum  uitelligi- 
tur  fi  pro  « maiorem  numerum  vti  10  alTumfiflemus, 
tum  facili  negotio  peripheriam  jt  ad  25  pluresque  figu- 
ras inueniri  potuifle. 


1 5 7.  Ponamus  nimc  quoque  pro  s fim£Hofles 
transcendentes  ipfius  x,titque  fumendo  Jogarith- 

raos  hyperbolicos,  quoniam  vulgares  facile  eo  i^ocantur; 

fit- 


Digltized 


CAPVT  FI 


4tff 


fitquc: 

Quia  igitur  eft  z — /x , erit  /zJx  =z  x/x  — jr , 
huius  enim  difFerentiale  dat  Jxlx.  Deinde  eft 

I ^ I d^z  I 

dx^x  ’ d^  > i.zdx^  » i.2.3.4</o-*~x*  ’ 


&c. 


Hinc  itaque  concluditur  fore: 


# z:;  4T /4: — f /»• 


^ 

I.2X  3-4x^ 


^ 

S.6x*  y.gx’' 


-{-&C. 


•4-  Conft. 

Haec  autem  conftans  ponendo  x r::  i , quia  fit  x “ /i  rro 
ita  definietur,  vt  fit: 


1.2 


3-4 


5.6 


quae  feries  ob  nimiam  diuergentiam  eft  inepta  ad  valu^ 
lorem  ipfius  C faltem  proxime  eruendum. 


158.  Non  foltim  autem  proximum  fed  etiam  ipfum 
verum  valorem  ipfius  C inueniemus,  fi  confideremus 
expreffionem  Wallifianam  pro  valore  ipfius  x inuentam, 
atque  in  introdudione  demonftratam  : quae  erat : 

2.2.  4.  4,  6.  6.  8.  8.  10.  IO.  12.  &c. 

3 I.  3.  3.  3.  J.  7.  7.  5.  3.  II.  II.  &c. 
hinc  enim  logarithmis  (umendis  erit : 

^ 2/10-4— &c. 

— /i —2/3— -2/5— 2/7— 2/5  — 2/11— &c. 

' N n n Po- 
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Ponamus  ergo  in  ferie  aflumca  a'  “ w , & cum  fit ; 

. . . -f  C (x-j-|) /x— .r  * 

erit  /1+/2+/3+/4+  . . . + /2x  rz:  C + (2x-f 4) /2X-2X 
& ^|/4-f/6+/8-l-  . . i + /2X  — C-f^Cx+iyv-fx/^-x 

hinc  /I+/3+/5+/7+  • • • +/(2^-1)— 

; Cum  igitur  fit : 


/ ^ ~2 /2  2 /4  — J— 2 /6— . • . , *-i— 2 /2  X— /^x 

5 •*  . * 

— ili  — 2/3  — 2/5 — ; . . 2/(2X-l) 


pofito  X rz  </3 , erit : 

! — — 2C-i-(2X+l)  /x-|- 2x/2  2X /2 /x 

2 

. ixlx'  (2X+l) /2  + 2X  , 

ideoque  /jZZ2C— 2/2,  ergo' 2Czz/2;r,  & Czz4/2it, 

vnde  in  frattionibus  decimalibus  reperitur : 

C :=z  0,9185385332046727417803.25)7 
atque  fimul  fcquens  feries  fummatur : 


5.«“^7-8 


&C.  ZZi  /2?r. 


1 59.  Cognita  nunc  ifta  conflante  C zz  iliv,  fumma 
quotcunque  logarithmorum  ex  hac  ferie  /i  +/a  -{-/3  -f  &c. 
exhiberi  poteft.  Si  enim  ponatur : 


szzli 


95 


xd:i/2xf  (x+f)/x-xf  — 


. ~h/x,  erit 

d . 2) 


5.6x«  7.8<' 


r + &C. 


fiqui- 


/ 
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it  quidem  logarichroi  propofiri  Hieric  hyperboHci ; fin  au- 
tem proponantur .logarithuM  vulgares,  tum  in. terminis 
i/2T-f-(x+i)/x  pro  IzTF  8c  Ix  fumi  debebunt  logarithmi 

vulgares,  reliqui  autem  feriei  termini  -.*•+— -—^+&c. 

tax  j.4x^ 

multiplicari  debent  per  0,434254481903251827:1:3(7. 
Erit  igitur  hoc  cafu  pro  logarithmis  vulgaribus  : 

/t  — 0,497149872654133854351268 

/2  — 0,30t02999y66393il95213738 

/2^  :=  0,798179868353115049565006 
4/2 T rr  0,399089934179057524782503 


EXE.MPtUM. 

^aeratur  aggregatum  miUe  logarithmorum  tabularium 
f “4-/2  — j — 1 ....  — 4“/iooo. 

Erit  ergo  x“iooo,  8e  Ixzn  3,0000000000000 
vnde  fit  x/xrr  3000, 0000000000000 

ilx~  1,5000000000000 
4 /2  T 1=:  0,3990899341790 

3001,8990899341790 
fubtr..  nx  — 434,2944819032518 
' ‘ 2567,6046080309272 

Deinde  eft  ir:  0,0000361912068 


fubtr. 

• addatur 
fumma  quaefita 


«35 

0,0000000000012 
0,0000361912056 
2567, 6046080309272 
7=^2567,6046442221328 . 
N n n 2 Cum 


46s  c a p V t 

Cum  igitur  's  (it  logarithmns  produ^  numeroram'  ; 

I.  2.  3.  4.  5.  . lOOO 

patet  hoc  produfhim,  (i  a£^u  multiplicetur,  conftare  es 
2s68  figuris,  atque  notas  a leua  initiales  fore  4023872 
quas  infuper  2551  figurae  fequentur. 

m6o.  Ope  ergo  huius  logarithmorum  fummadonis 
produfta  ex  quocunque  favoribus,  qui  fecundum  nume- 
ros naturales  procedunt,  proxime  aflignari  poterunt.  Huc 
podfTimum  referri  poteli  problema,  quo  quaeritur  vncia  me- 
dia feu  maxima  in  poteflate  binomii  quacunque 
vbiquidem  notandum  eff,  fi  m fit  numerus  impar,  binas 
dari  medias  inter  fe  aequales,  quae  iunfHm  fumtae  prae- 
beant vnciam  mediam  in  poteflate  fcquente  pari.  Quare 
cum  vncia  maxima  in  quaque  poteffate  pari  fit  duplo  maior 
quam  vncia  media  in  poteffate  praecedente  impari,  fuf^ 
ficiet  pro  potefhdbus  paribus  vnciam  mediam  maximam 
detenninafle.  Sit  igitur  w ~ 2 » , & vncia  media  ita 
exprimetur  vt  fit ; 

2»(2B  — 1)(2»~ 2)  (2B-3)  ....  (a+i) 

I.  2.  3.  4 < 

Vocetur  ifta  vnda  media  quae  quaeritur  rz » , atque 
ea  hoc  modo  repraefentari  poterit,  vt  fit : 

I.  2.  3.  4.  20 

ff  ~ -»-  — ■ . 

f I.  2.  3*  4*  • • 

fumtisque  logarithmis  erit : 

/m  ^ / 1 — f-  / 2 -4“  / 3 “1“  ^ 4 “4“  ^ f “1”  • • • “4“  / 2 » 
— 2/1— a/a  — 2/3 — 2/4— 2/5  . . . — ^ln. 

161. 
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i^i.  lam  voro, famendis  his  logarithmis  hyperbo» 
licis  erie  : 


1.2.2»  3.4.2^«^  5.5.2^«* 

& a/l-f-2/2-+-2/3-|-2/4-|—  • . . “4-2/ff 


2?t 


a»  . a®  „ 

&c- 


/2T-f-(3»+l)/«—2»-}-  , , 

^ 1.2»  3.4«  J.6»* 

qua  expreHionc  ab  illa  fublata  relinquetur : 


hiZZ.^iht—  ^lv\inh  -j- 


58 


1.2.2»  3.4.2^«*  ' 5.6.2»»* 
2®  . 

1.2» 


3-4»" 


5.6«» 


— &c. 

-6te. 


his  vero  binis  terminis  colligendis  , erit : 


1558  63® 


. 

ym  1.2.2»  ‘ 3.4.2»»»  5.6.  2»»»  ^7.8. 2 'a' 

Sk  

1.2.2*»*  3.4.2^»+  5.6.2®»»  7.8. 2»«»  ' 

= erit 

— a»/('iH—^LH — ? — 

V«v  N ~2*»*  2®a®  ' a®»®^**®'^» 

ideoquc  • » ~ 


2»» 


/ . A . B 


2»B*  ■ 2® »4 

Nnn  3 Erk 
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'Erit  vero  pofito  i.a/»  rr  w. 


f i 

t'*  a-»  ^ : 
H- 

C , 

. II 
ii 

_^u. 

»*  3 

B 

' 

. D . 

a ® a»  ^ 

1 E 

' w» 

— wv* 

A^__ 

AB 

AC 

AD  ■ 

- 

aw* 

^ UCW« 

0 

_ BB 

B^_ 

2«»® 

OCw* 

AJ 

, A*B 

. A*C  , 

- 

3«i*  ” 

H 

' j»»®  ' 

- &C.  ‘ ■ ' ' 

. - • 

AR» 

4--.--+-&C. 

A^ 

__A3B 

" 

— &c. 

' 

. A* 

- 

■1“  ■ — To  H 

- &C. 

. 5>w*  ° ' 

quae  expreifio  cum  aequalis  elTe  debeat  huic 

\ 

_3^ 

15®  , 63® 

2JT© 

j.a/»* 

3.4« 

5- 

6 /a* 

7.  8w* 

(Xv« 

fiet : 


A • ^ 

B=:— — ' 

2 3-4  - - - 

C = AB-~  .. 

5.6 

D = 
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D=AC  + iB5  — 

•-  7*  8 

ADH-BC  ^A=C  - AB? -f,- A’B— f Af-f- 

V .r.  , • ■ 5.  10  • 


&c. 


152.  Cum  iam  ft  5lcz4"-:  .55:;^  — ; .2=:—; 

•%  V r-  j *•  i ' ]<  ’ ' ♦ T ~ 

^ I ■ * ' 


30  6^’ 


em: 

: p 


A±  ± •■■’■■ 

• ^ - ■ , 

• '.'  .--i. ■>'.*■  '..'I!:..,j-t0- i j;;  1 <•  cliJi 

— -H- 

640  • .'  - . 


C 
D rr 


9003 1 


&C. 


a"-3*-5-7  ■ 

Hinc  efficitur : 


Y,±_i_ — f_i_^ 

N ' 2,'* 


9003 1 
S«®  a*®.3?.5-7» 


:t&c 


a»»^i — L_i.' — Z t 104959  - \2« 

J4>  >.  V » «■ 

vcl  fi  ifta  feriei  eleqat»6,*ap  inftuuatur,  erit  proxime- 

«— .2’*' 

y»7r(  l-^ L_ Xrr. 

V.  4»  :320»  j128«3  i6.i28n*^^'J 


hinc 
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hinc  terminus  medius  in  erit  ad  iummam 

omnium  terminorum  a" 

vti  I ad  — - — h* — 

V.  4«  32«®  12.8«®  16.128  / 

vel  poHto  breuitatis  gratia  4>izzVy  erit  illa  ratio  ; 

vt  I ad  f 

N ' V ' av*  av®  8v*  S»"*  i6v* , ✓ 

' ■ J • 

EXEMPLUM  I. 

Quaeraittr  vncia  media  in  bimmio  Ca-4-b)**  euokto, 

_ _ IO.  9.  8.  7.  6 

-ijj. 

Adhibendo  vldmam  formulam  pro  u inuentam  eric  nzZf 


4« 

0,0500000 

I ; 

32^ 

0,0012500 

0,0512500 

fubtr.  — 

ia8«* 

625 

0,0511875 

fubtr.  — ^ - ■ “ 

16.128  B* 

35 

Ergo  i-h^-H&c.  =: 

1,051183^ 

Huius  log. 

0,0216784 

In  = 

0,6989700 

hc  'ZZ 

o,4S>7»498 

•1,217798» 

IV* 
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/V«jr(i-}-&c.)  rr 
a /2*" 

lu  — 
vnde  fit  * 


0,^08899» 

3,0102999 

2,4014008 
251 . 


EXEMPLUM  II. 

Inueftigetur  ratio,  quam  in  potejiate  cent^ma  binomii 
i-f-i  terminus  medius  ad  fummam  omnium  2*°®  tenet. 
Vtamur  ad  hoc  formula  primum  inuenca : 


321 


15» 


«3® 


• &c. 


/«  = / 


. 

, '*~Vmr  i.2.2»”^3.4.a*«’  - 
in  qua  pofito  2nz=.m  vt  habeatur  ifta  poteftas 
& loco  21,  25,  d,  fubftitutis  valoribus,  fiet: 

2*  1 . I * 1 ‘7  31  , 591 


y^mr  4>»  ' 24»!^  20W*  II2M'  36»»®  88»»“ 

qui  logarithmi  cum  fint  hyperbolici,  multiplicentur  ii  per 
— 0,43429448150325  I, 
vt  transmutentur  in  tabulares,  eritque 


irjk 


JlL 

36*1* 


/— r=/V'i«*’ 
« 


4w^^34b»^  20M*  112«»^ 

vnde  cum  vncia  media  fit  u,  erit  2*”:»  ratio  quaefita,ideoque 

k ' k , lyk  31  k 691  k 


4- 


4»1  24«*  20»»*  112»*^  36OT 


88»*’ 


•&C. 


4^4 -4- &c. 


■ &C. 


O 00 


Qua- 
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C A P V T FK 
Qoare  com  (k  ob  exponemem  m loo  -• 

* „ ^ 

— = 0,0043425448  : — 0,0000004343  ; 


— ^ .0,0000000000 : 


k 

erit ; 

4» 

0,0010857362’ 

24/w’ 

* 

0,0000000X81 

0,0010857181 

'um  eft 

0,4971498726 

lim 

1,6989700043  ' 

— 

2,  1961198769 

IV\tm 

1,0980599384 

24»l’ 

0, 0010857181 

i,099i4r6565==/Z-._-; 

Erit  ergo  rr  12,  j 6451,  «que  adeo  in  poteft«e 

(i^-i)^oo  euoluca  terminus  medius  fe  habd>it  ad  firni- 
mam  omnium  2*°®  vti  i ad  12,  56451.  r 

163.  Denotet  nunc 'terminus  gend^s’ a fiin£h'o- 
nem  exponendalem  a* , ita  vt  Ainiman  .debeat  ba«  fe- 
ries geometrica:  ' --  ‘ ■> 

f • • • 

.j 


quae 
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quae  cum  Ht  geometrica,  eius  fumma  iam  condat,  erk 
— {a  - 1>  Modo  autem  hic  expofito  hanc  fum- 


enim  t : 


a—i 


mam  inuedigemus.  Quia  ed  erit  > 

huius  enim  differentialc  ed  a*dx^  tum  vero  erit: 
d%  dd%  ,,  d^  z ,,  _ 

t • 

vnde  fequitur  fore : 

\la  2 ’ 1.2  1. 2.3.4  1.2.3...6'  ' y 

i* 

-+-  C.  : ■ 

Ad  condantem  C definiendam  ponatur  jtz=o,  & ob  /=ro, 

31  . 35 


o I I . 

ent  C=— 7 Ia- 

Itt  2 1.2 

ideoque  fiet 
31,  95 


.1. 2.3.4 


(lay  — — &C. 


# 1+ i ^ (Uy + ~^(a,)5_  scc.') 
'■  . ^\/a  2 1.2  1. 2.3.4'  1.2.3...6'  •'  y 


Cum  igitur  fumma  fit  ~ ~ — ~~  * c^it* 


a 

a-i 


l_iLl 

/j  - . 2 


1.2  1.2. 3.4 


&C. 


1.2...  4 

vbi  /a  denotat  logarkhmum  hyperbolicum  ipfius  a : hinc 
- (/»+!)/«_:.’  . 3l(/«)*  »(/«)♦  . €(/-»)* 

(icque  idius  feriei  fumma  exhfoeri  poterit. 

O 0 o 2 " 164. 
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164.  Sit  terminus  generalis  , 

/rzfin/»-}— fin2<»-|-fin3/7-^-.  .... 

quae  feries  cum  fit  recurrens  quoque  furamari  poteft; 

erit  enim 

fma-\-{\nax—fm(tix+a) fin  a r ~ cofa)  Rntix  — fin/rcofirx 

’ I— acof/i-l-i  a(i — ‘Cof/i) 

Erit  vero  /zdx7:z/Jx(maxz:i—^orax,  &^“«cofdT; 
^—-aaCm^x-,  ^ Cof/r Jr  J cofax  &C. 


dx^ 

# — C — — COfrtJC  \C\34aX 

a 

gfl*COf/I*'  , 


dx^ 
%aco(nx 


95  «3  cof«Jr' 


I.  2 , 
cofiix 


1.2. 3.4. 


1.2. 3.4.5. 6 1.2  ...  8 

Ponatur  jr  =r  o vt  fiat  / o ; critque  : 


&c. 


I 

C=- — • 

a 1.2 


1.2.3. 4 1.2.... 6 


&C.  Cl^ 


X=i  fin-7x+(i - cf//x)(-  - — - - Scc.) 

fiet: 

&C. 


At  cum  fit  / — i fin  «x- 


fin/j  i-rtM/i — i 1— 

t cot  T /I  — 

a(i-cfrt) 


2(1— cf«)  ’ 

95«* 


i.a 


1. 2.3.4  1.2.. 

quam  eandem  feriem  iam  fupra  §.  127.  habuimus. 

i 

165.  Sit  nunc  • a = cof^u: , ,ac  feries  fiimmanda : 
r = cof«-hcof2«-^cof3«‘-H  . • -Heofrij: 

' ■ cu- 


I 

I 

/ 


I 
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eoius  feriei,  quia  eft  recurrens,  erit  fumma; 
co^+coi^co^^ 

I— 2C01/J+I 

At  vero  ad  fummam  noftra  methodo  exprimendam j erit: 
fzdx—fdxcoiax—^TmaXy  & ^——aCmax’y 

^^—a^Gxiax'\  Ctaax  y &c.  Ei^o 

dx^  ax^ 

„ I „ , ^adnnx  fQa^Gnax  . 

X = c 4-  - fin  /I  ^ -h  i cof^  — — 


Sk  xzzoy  erit  xrro,  & C=r-J,  kincqoeerit: 

x=-i  4-*  C0f^4r4--  fmax jyy IXiT  7 

Quare  cum  iit  x •{■  4~  » coCax'  4—  | cot  ia.{in/ix , 


JCOtT«  — 


erit  vti  iam  modo  inuenimus : 
I 5l<»  95 


1,2  1. 2-3.4  1.2.3.4.5.6  . 


-&c. 


1 66.  Quoniam  fu{H^  inuenimus ^6  a denotet  ar- 
cum quemcunque,  effe 

— — — 4-iin<i4-i  fin2/i4- f fin  3/1-+-T  fin4<»4-&c. 

3 2 ' • 

’ •*'*  ■■*  ( ^ I 

confideremus  hanc  feriem,  fitque.  zzz—iinaxy  vt  fiit 

X ” fin/i4“ifin2fl4“ifin 3«4“  • • • 4 — ^finfli". 

dx 

Hoc  autem' cafu  fic  f%dxzzf—^axy  quod  int^gralc 


exhiberi  nequit. 


O 0 0 3 ' 


Erk 


\ » 
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Erit  vero  — cof/iJr~— fioex; 

dx  X XX  * 


ddz 

dx* 


=--fin 


ax- 


2 n 
XX 


coTfx  -f-  imax ; 


^ CofflX  4-  ^ fin  /i4f  -1-^  cofirjr ~ fin  *lr ; 


Quia  igitur  neque  formulam  integralem  f%dx  exhibere', 

neque  haec  difTerentialia  iads  commode  exprimere  Iketi^ 

fiimmam  huius  feriei  per  hanc  methodum  definire  non  , 

poiTumus,  ita  vt  quicquam  inde  concludi  pofiet.  Idan 

incommodum  in  multis  aliis  feriebus  occurrit,  quoties 

terminus  generalis  non  fetis  eft  fimplex,  vt  eius  differen-  ‘ 

tialia  ad  commodam  legem  exprimi  queant.  Quamob- 

rem  in  fequend  Capite  alias  exprefliones  generales  pro 

fummis  ferierum , quarum  terrami  generales  vel  nimk 

funt  compofid  vel  prorfus  dari  n^iuunt,  elicierausj.quae 

feliciori  fucceflu  in  vfum  vocari . poterunL^  , Imprii^ 

autem  infufficienda  methodi  hic  tniditae  elucet,  (i  figna 

terminorum  feriei  propofitae  'altemencur,  tum  enna  qoan- 

tumuis  termini  generales  fint  fimplices , tamen'  tennini 

iummatorii  hac  methodo  exlubm  commode  nequeunt. 

• 


• i.'/i  r“'  - 
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METHODUS  SUMMANDI  SUPERIOR 

VLTERIUS  PROMOTA. 


1 67* 

tU  c defefhim  methodi  fummandi  ante  traditae  fup< 

* picamus,  in  hoc  Capite  eiusmodi  feries  confidera- 
bimus,  quarum  termini  generales  magis  fint  complexi. 
Cum  igitur  expreilio  ante  inuenta  in  progrelHonibus  geo* 
metricis,  etfi  aliis  methodis  facillime  fummari  pofTunt, 
veram  fummam  finita  formula  contentam  non  praebeati 
hic  primum  eiusmodi  feries  contemplabimur,  quarum 
tennini  fint  produ£ia  ex  terminis  fcriei  geometricae  & 
alius  cuiuscunque.  Sit  igitur  propofita  haec  feries : 

• I 2 3 4 X 

f ZZ  a/f -i- fp’ -j- . . , .-^yp* 

quae  cft  compofita  ex  geometrica  Py  p*,  p^y  &c.  & alia 
quacunque  ferie  a -f-  i -f-  c -|-  d -4-  &c.  cuius  termi- 
nus generalis  feu  indici  x refpondens  fit  zr>,  atque  ex- 
preffionem  generalem  inuefiigemus  pro  valore  eius  fum- 
mae'^x  ~ S,yp*. 

168.  Inftituamus  ratiociniom  eodem  modo,  quo 
fupra  vfi  fumus,  fitquc  » terminus  antecedens  ipfi y in 
ferie  a -I-  tt‘+-  f </-4-  &c.  atque  A praecedens  ipfi 
a feu  is  qui  indici  o refpondet,  eritque  vp*->  termi- 
nus generalis  huius  feriei:  - 

■ 1 A 


C A P UT  Vll 


I a '3  4 . , X 

A.-^  np bj>^ ’ 

cuhis  fumina  , fi  indicetur  per'  S. »/>*-»  erit  . 
S-t»/;*-'  ~^S-vp*  ~ S.yp* yp*  + A. 


. Cum  autetn  fit: 

1,— V dy  ddy  d3y 

1 

- l&C 

" f dx  ' %dx^  6dx^ 

24^4T’ 

laoir»  ' , 

. erit: 

S-jy/»* — ^j»/>*-f-A= 

I „dy 

S^p» 

p dx*^ 

- &c. 

. . .Ei  qua  fit:  . . v 

(y/,*+«-A/7-Sgf *-4-S 

Si  ergo  habeantur  termini  fummatorii  ferienim,.  quarum 
termim  generklcs  funt  ^3  P‘\  &c. 

ex  iis  definiri  poterit  terminus  fummatorius  Syp*. 

• • • ' ^ ’t*  ■ 

1 65.  Hinc  iam  fummae  inueniri  poterant  fenerumi 
quarum  termini  generales  in  hac  forma  x"p*  continen- 
tur.^ Sit  enim,  yzzx»^  erit  A^o,  nifi  fit  «~o, 
quo  cafu  foret  A =:  i , & quia  eft : 

</«  I.  2"'  I*;  ^.r’3  ' ’ 

.....  ....  A * ’ * ■*  ■ ^ • 


Djgitized  by  Google 


CAPUT  yii. 
eritf 


481 


*•  *•  3 I.  2.  3.  4 y 

Ex  hac  forma  nunc  fuccefliue  pro  « fiibftituendo  nu- 
meros o , 1 , 2 , 3 , &c.  obtinebuntur  fequentes  fum- 
mariones;  ac  primo  quidem  fi  »~o,  fit  Az:;i,  in  re- 
liquis autem  cafibus  erit  A ~ o ; 

^ p^l  * 

quae  eft  fumma  progreflionis  geometricae  cognita: 

,S.4r;,*  = Cxp>+,  - S.;>0 

feu 

7’-!  0’-0»  ’ * ' * 

^C^v+'  — feu 
S.2-V*  = 

f-t  ^ (/’-i)^ 

. Porro  eft 

S.2:V'=,—  (Ar3/»*+i S.2rV-j-3S.2-/»»N— 

feu 

<;  »3««-— 3(p-i-t)xp*+f  p(pp-\-4p-\-i)(p»^i) 

p-i  ip-i)~  {p^ty  (/»-!)♦ 

Ppp  fic- 
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iicque  vlterios  progrediendo  fuperiorum  potedatum 
x*p* ; 'x^p* ; x^p* ; &c.  fummae  de&iiri  'poterunt, 
hoc  V'ero  commodius  praedabitur  ope  exprelfionis  gcne< 
ralis,  quam  nunc  kiuedigabimus. 


I 170.  Quoniam  inuenimus  efle  : 

vbi  A ed  eiusmodi  condans,  vt  ibmma  fiat  =0,  fi  po- 
natur jrrro;  namque  hoc  cafu  fit  A,  & yp*+'z=ikp‘y 
fianc  condantem  omittere  poterimus,  dummodo  perpetuo 
, meminerimus  ad  fummam  quamque  femper  eiusmodi 
condantem  adiici  oportere,  vt  fafto  jrzro,  euanefcat, 
feu  vt  alii  cuipiam  cafoi  fiuisfiat.  Statuamus  ergo  « 
loco  eritque 


I V a 1 _ 

S.;»*a  = S.p' 


6{p^i) 


,S/’ 


p-i 

</J  s 


/-I 
I 


dz 

dx 


dx^ 


S.p 


d*% 


24(p^j)''‘'  dx*  i2o(j>-i) 

&C. 


I „ dd% 

1 \ di% 


Deinde  datuamus  fuccefliue  ^ ^ j • &c. 

in  locum  y eritque : ' . 

p*dz  p*4-i  d% 


dx 


1 ^p*JJ%. 


p—i  ' dx  /?-i  dx}  a(/>-i)' 


dx^ 
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• g p*dd% dd%  r g,  p*d » s 

dx*  T~  /7-1  'rfj:*  /r-i  ' dx^  ~' 

p*d'^z  y»4-i  g r ^p*d*t 
dx^  ' p-~i’dx^  p-i  ■ </jr< 

&C.  • 

Si  igitur  hi  valores 'fiiccefllue'  fubfHcuancur , S.p>f9 
huiusmodi  forma  exprimetur : 

g /’*■*■**  a/7*+>  dz  Sp*+'ddz  y^'-+*  dd% 

*“  /-1  W-^y 


, ip*-^^  d^  z ^ 


171.  Ad  valores  litterarum  o,‘  y,  i,  &c. 
definiendos,  fubftituantur  pro  quouis  termino  feries  ante 
' inuentae  nempe ; 

f^=S.,o.4- — S.'-*— 

P-1  ^ /'-I  dx  2C/>-i)  dx'^ 


p»d‘^% 


dx^ 

p’‘+^dz  _J^^p*dz  . r ^p*ddz  I cP*d^dz,^^ 
{p-i)dx—^  dT^yyTi  ^ dx^ 

p*+'ddz^^p^ddz  . . I ^p^dH  ' . 

(/.-lyAT»  -7^  M • ’ 


-&C. 


M - 


px+id^% „p*d^z 

(p-i)dx^  dx^ 


.&c: 


<!'.  ■ 


Ppp  2 


Habe* 

s 
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Habebhnos  ergo  : 


p-i  dx  2(p-i)  ‘ dx*  6(p-i)  dx^_  24(p-i)  dx* 
a a B 

p-i  ^(p-0  ^(p-0 

€ 


e 


e 


P-i  ■ *(f-0  '■ 

- y 

, ^ "I  * 

“4“  i 

vndc  coefficientiuni  « , 6 , y , # , &c.  valores  fequen- 
tes  obcinebunmr : 

I 

a :ir  — 

:V  ' = 


Sit  breaicads  gratia  f , '„erit : 

y- 

®7~i”  4 ? — “+■  i?  ^ • i - 

^ 4-4yf-H?fH-*  “H  x4ff  y fcu 
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feu  * = & 

^ -H  &c. 

feu  hoc  modo  exprimaotor : 

« ~ • 

I 

e — iffzhf 

I,  2 

r.  2.  3 

I.  2.  3.  4 

j i2oy* -4-2405*  -Hi50f^— (~‘30?*~4-*f 

~ I.  2.  3.  4.  y 

« 72oy^-f-igoo5*-4-i56’o5*-f-y405» 

I.  2.  3.  4.  y.  ^ 

^ 5040?^ +8400?* iigogy^  +4 

" I.  2.  3.  4.  y.  <J.  7 . &c.  - 

vbi  quilibet  coefficiens  i<8oo  oritur,  fi  fumma  binorum 
fuperiorum  lyfio-f-igoo  per  exponentem  ipfius  5,  qui 
hic  efi  y , multiplicetur. 

173.  Rcftituamus  autem  loco  q valorem  — ' 

. 

_ I 

TCFO' 

e = ‘ p-^'  . 

1.2  (/>-0» 

y — • PP~+-4P-^'  . ' 

1.2. 3(^—7)®  ; 

Pf*P  3 . 


4g«  ' CAPUT  vin  _ 

~~  I.  2.  3.4(;>-i)*- 

^ — j— 26/»^  — f- 25^— f— I 

* “ I.  2’.  3.  4.  f C/’-0*^ 

^ I.  2.  3.  4-  f.  6 (;>-i)* 

ijo/tr*-|-n9i/»^-4-24i6)»J-4— ii9i^*-f-i20/»-|-l 

**  T.  0.  3. 4,  s.  <s.  7(p~*y  ■ • : - 

&c.  . . 

Lex  harum  quantitanurfit*  fc  habet,  vt  fi  [Kniat^  tei> 
minus  quicunque : ‘ 

pm-^  A^"-J  -h  B/7-^4  -1-  -4-  &C. 

; I.  2.  3 • • • • . 

.'..futurum  fit: 

Arra*"'  — * 1 . * ' 'i  • 

B — 3»-«  — ».2  •-*  - - 

in" ‘ili.i.iitilniJ-  ‘‘‘'  J 


I.  2 


-4-  2-. — 

I.  2 I.  2.  3 


i* 

4 


C zn  4«»**— t*  H — ^ — — a 


n(n~i)  n(n-i)(»-2)  _ . . n(n-i)(ihiYti-^) 

D — • ■ — a*T-»+  ■ -V.-  ■ •■ 

u__j  • 1. 2 r.  2.  3 ^i.a;3;4 

&c.  ' i_J~ 

vnde  ifti  coefficientes  «,  e,  y,  'quousque  libue- 
rit, continuari  poflimt.  * , . - ' ' - 

174.  Quodfi  vero  Iegfm',"qqa  hi  coefficientes  in- 
ter fe  cohaerent  , confideremus,  focilff  patety  <psT  leriem' 

■ ; -A*-;  ' ' rc- 
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recurrenc«m  cooiHtuere,  atque  prodire  H haec  fi:a6lio 
euoluamr : 


■&c. 


p-i  24(f-0 

prodibit  enini  haec  iertes : 

I — }— a«— -f-y«3  — f-  iu*  — _j_g:c. 

■ Ponamr  flla  fraSio  ~ V , & cum  fit  ? ' 

* P — * 


V = 


P <S  l' 


»•» 

24 


&c. 


frit  ^ numeros  cuius  logarithmus 

p — f'*  hyperbolicus  eft  ~ i.‘ 

Atque  fi  valor  ipfius  V per  feriem  exprimatur  fecun- 
dum poteftates  ipfius  «,  orietur : 

.cuius  coefficientes  «,  S,  y,  &c.  erunt  ii  ipfi,  quo- 
rum  in  praefend  ne^tio  opus  habemus.  Iis  igitur  in- 
ventis erit : . • — 

it  Confi,  ...  . 

qxiae  ergo  expreflio  eft  terminus  fummatorius  fenei  huius: 

-h  -f- <•/>*•+:  ; . ^.  ,TT. 

cuius  terminos  generalis  eft  = p** . — 


I7J. 
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I7J.  Quoniam  inuenimus  eflc  V 


cnt 

p — t»V 


& logarithmis  Tumendis  fiet 


hincq;  differendando  du  ~ -/.y''}  ^~s\t 

p\ 

quocirca  erit  — ^ Quoniam 

ergo  eft 

erit : . 4» 

pV*—p-{-2apu^i-iSpu*-+-2Ypii*-^-itpu*-^'itpg*:^f-&c. 

-f“  a*/>«  • -f- 2 ^ -f- 2 ay/w  ♦ -4- 2 a^K  *+ &c. 

r ' —f- €S/w+H-26ypa*+&c. 

(f-i)V  -+-y(p-i)«*^ 

'■  ; -■  •*"  ' 

= (/»“0*4”  sC/^-O  ^»4-  3C/’-i)y**4-4(;’-iifc*  ■ 

• -1--  ■ , ' ‘ • - ji- - ■ r V 

„47  5 4- 

- . »N*  ; ■* 

quibus  exprcflionibus  inter  Te  coaequat^^r^i^ietur 

~ I . ..ij  .•lii».'»' 

fi  1)  = “(/'4^1) 

3 \p — 1)  y = g C;».4-i)  4-  «V 

4 (f — 1)  ^ = y Cf4-i)4-2*6)» 

• y {p — 0 « = ^ (/’4-i)47a«yp4-?f/  ‘ ” 

6 C;' — 0 ^ = «-0»4-i>4^»«4p4-aeyp 

7 (/ — i)  1 — ^'T;>4-i)^-2«9’4“a®5^4^/ 

&c.  ex 
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cx  quibus  formulis,  fi  pro  datus  numerus  afTumatur, 
valores  cocfiicienduni  »,  y,  &c.  facdius  detemU' 
nari  pofluut , quam  ex  lege  primum  inuenta- 

17^.  Antequam  ad  cafiis  fpeciales  ratione  valoris 
ipfius  p defcendamus,  ponamus  efle  «zzjr",  fta  vt  haec 
feries  fummari  debeat : 


eritque  per  expreffionem  ante  inuentara : 

P 

' •— T"  7 TT  • 

1.  2 


X"- 


,.PP.-^P 


(p-iy 

(p-iy  I.  a.  3 y 

rh  C,  quae  reddat  x~o  fi  ponatur  xrro. 

Hinc  ponendo  pro  » fuccefiiue  numeros  % i,  a,  3, 4,  &c. 


ent : 


P 

'p-i 


(p-i)*y^(p-i)* 

_jpf__J’Jp±lA p(HO 

o>-iy'^(p-^yy  (p-^y 

I 3p(p+i)^  /*(/>* -f4/>+0^ 

(/»-0»"^  (p-iy  (f-o* 

/>(/>* -4- 4;> -4-1) 


^ X • 
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.fpx*'  4P0>*+4y4^O-> 

(;,-x)»"+-  (/.-I)*’  ■ (;»-i)*t. 

(p-iy  ) ^ (f-0* 

c -tV'*''-*’*  , io'(;»-}-0f»+'jrJ  . , 

-“T^l  0,-x).  , (;,-l)3  , . 

(f-r*)*.  .'  ...  'ip^iy  W- 

(;»♦ +»6;»» +««/»• ■ ”“♦ 
^ • (/'-*)'  T'  F, 


/--X  (f-x)*  ^ '*f 

iojp* \4p\i)p*+^^ .. 

^ jami. 

•-  ■■'■■  "x^  *-  (p—— i)x  ' ' ■ «-■■ 

&cr'  • .‘•^' 

177.  Hinc  imdligicor,  quoties  s fbenc /iin^  ratio^ 
nflBs  integra  ipfius  jir/ toties  ierin  ^ cw^  ^^M^inus  g^-' 
oeraliseft  p*z,  liuntiiflin 'exhiberi  poiTe ; pK>pterea  quod 
difTerentialia  ipiios  « fbmendo,  tandem  ad  euaoeftaxta 
perucoiatur.  Ita  H proponatur  ham  fines  ; - , ^ .. 

p-h3p*-h  4-’ . . . ....  » 
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Ob  & ^=x-hii  atque  ^=1  i 

eric  tenninxis  fuininatorias : 
l^tYixx-l-sx- i^r-diL ^L_' 

/»  — iV  ' 2(f  — lf^2(/^l)*y  p-l\2(f>-l)* 


) 


fcu  tZZp^+^C- 


XX 


C^3)5  , 

\*  “T" 


JL_^ L_. 

Va(/>-i)  ' 2(/;-i)*  ' ip-iyj  {p-^y 
Sin  autem  s fuerit  fun£Ho  non  rationalis  integra , tum 
ifta  termini  fummatorii  expreilio  in  infinitum  excurret. 

Ita  fi  fit  a ~ , vt  fummanda  fit  haec  feries : 


r = p^Xp^^^p^  ±p*  H- 


Ip.. 

ob 


• ~^—P’  > 


dz 1 ^ dJz 2 ^ d^z a*3*4. 

dx  x2t’  dx*'  X*  * dx^  X*  ^ dx*~~  X*  ’ 


prodibit  terminus  fummatorius: 


p->i\x 


?-0*.r3  ' (r-i)3x<“^  C/»-i)^x*  ^ J 


ip-iyx^  ' {p^xyx*  ' (j)-iyi 

~4~  C. 

Hoc  ergo  cafu  conftans  C non  ex  cafu  xr=o  definiri 
potefi : ad  eam  igitur  definiendam  ponatur  x—i,  & 
quia  fit  t ~Pt  ’ 

1 

VI  IH-- 
P- 


+ 


p-l  ■ (p-l) 

Q.qq  a 


p±l__i_p_pj:^l 

-t”»»  ‘ 


178. 


(/»-0 
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178.  Ex  his  perlpicuum  eft,  nifi  determinatum 
numerum  iignificet,  parum  vtilitaris  hinc  ad  fummas  fe> 
rierum  proxime  exhibendas  redundare.  Primum  autem 
patet  pro  p non  poffe  fcribi  t,  propterea,  quod  omnes 
coefHcientes  « , f , y , ^ , &c.  fierent  infinite  magni. 
Quare  cum  feries,  quam  nunc  traftamus,  abeat  in  eam 
quam  ante  iam  fumus  contemplati , fi  ponatur  p—iy 
mirum  efl , quod  ille  cafiis  tanquam  facillinms  ex  hoc 
erui  nequeat.  Tum  vero  quoque  notabile  feft , quod 
cafu  p—i  fummatio  requirat  imegrale  f^dx  ^ cum  ta- 
men generaliter  fumma  fine  vllo  integrali  exhiberi  queat. 
Sic  igitur  fit,  vt  dum  omnes  coefficientes  a,  g,  y,  &c. 
in  infinitum  excrefeunt,  fimul  formula  illa  integralis  in- 
vehatur. Hicqiie  adeo  cafus,  quo  — i,  eft  folus,  ad 
quem  generalis  expreffio  hic  inuenta  applicari  nequeat. 
Neque  vero  hoc  cafu  generalis  forma  a vero  recedere 
cenfenda  eft ; nam  etfi  finguli  termini  fiunt  infiniti , ta- 
men reuera  omnia  infinita  fc  deftruunt,  reftatque  quan- 
titas finita  fummae  aequalis,  & congruens  cum  ea,  quae 
per  priorem  methodum  inuenitur,  quod  in&a  fufius  fu- 
mus declaraturi. 

17S,  Sit  igitur  p——\-,  atque  figna  in  fcrie  fiinv 
manda  alternadm  fe  excipient : 


1234 

a -I-  b — c d . . . . » 


vbi  8 erit  affirraatiuam  fi  x fuerit  numerus  par,  nega- 
tiuum  autem,  fi  j:-  fit  numerus  impar.  Poffto  ergo 
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± s rr  X , ent 


■ rhi  T * ««* 

— ~V'‘77 


y</^« 


: s 
iJ*  % 


ix^ 


dx* 


— *&C.^ 


vbi  fignorum  ambiguorum  fuperius  valet,  <i  r fit  nu- 
merus par,  contra  vero  fi  jr  fit  numerus  impar;  Mu- 
tandis ergo  fignis  erit: 

a — b c ~~  ^ ^ “V”  . . . I+I  * ' I ■ 

id^z 
dx‘* 


^tO 


Adz  Sddz  yd^z 

■77"^  Tx- 


dx3 


C. 


vbi  fignorum  an^iguitas  eandem  fequitur  legem. 

180.  Hoc  cafu  coefficientes  a,  €,  y,  S,  *,  &c. 

inueniri  poflunt  ex  valoribus  ante  traditis  ponendo  vbi- 
que  — I.  Facilius  autem  eruentur  ex  formulis  ge- 
neralibus §.  175.  datis,  ex  quibus  fimul  perfpicietur  al- 
ternos iftos  coefficientes  euanefcere.  Fafto  enira  pzz-t 
illae  formulae  abibunt  in 


0T 

'k. 


a 

I 

— 4e 

0 ^ 

— 6y 

— 

0 — a*  ■ 

— 8# 

— 

0 — —aaff 

— IO  « 

— 

0 — 2oy  CC 

— la^ 

0 aoJ—— aSy 

&c.  4 

Q.qq  3 - 

A 

vnde 
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CAPUT  VII 


vnde  cum  (U  erit  quoque  o,,.  porro^ 

^;=:o,  d=zo,  &c<  ^ reliquae  litterae  ita.  decernuna* 
buntor,  vt  fit : • * ' , ' 

d — * ■ . ■ 


y = -r 

a«y  • 


. X.O . -- 

— " g»»-4-yy  .#  V. 

,4 


n = 

n., 

. 2ttt[»+-ayi 


. ‘ \ !V^  ■ r'^\  j , 

v,V 


&c. 


i8i.  Quo  ide  calculus  commodius  abfolui  poifit 
introdttcamas  uouas  litceras  litqne:  / .T^/  * 

' —_A  • .■=? 

* • I.*  : 

' C • , • ••-;.-  .■  jt  f 


1 = 


I. 3.3<4*S* ^ "V  . tl 

T»  '■•  TT-  ‘l - 

D J'  *.  •• 


1.2.3 


7 -K- 


E‘- 


.1.3.3  . . . io 


&C. 


C 


Eritque  fmrana  ante  exhibita:  c,  ~r  >. — „ 

^ f 1.1  *“ ^ i.a t. . 6^/  i.a...tf«r^'  X 

aiiisj  c.  c j ^5^^  C®* 


jir*' 
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CoefKcientcs  vero  ex  ie^uentibus  ibnuulis  de&iientur  * 
• A “ I 


B_i3  AA 

i.a  2 

5C=  AB 

I.2' 

70=:^  AC-f- 

8. 7-  5 B B 

1.2. 3.4  a 

i»E=:^2:^AD-f- 

1«  2 

I.  2,  3.4 

C*  I3JI  jh  m ■■ 

^iF  zz  — AE-4- 

•2.IU0.9  J3 

I*  2 

1.2. 3.4 

&c. 

njMo.p.g.7  CC 

i.2.3.4.5.6~ 


quae  hoc  modo  facilius  atque  ad  calculum  accommoda* 
tius  repraeleneari  pofTuot: 


A :=: 

B = 2. 


AA 


C = 3-AB 

D = 4.AC4-4.^.— 

3.4  a 

. ' t 

E =:  5*AD-t-5.?4.BC 

3*  4 

3*  4 " ^ ' 3*  4-SA  2 

G = 7.AF+7.^.BEH-r.2:^.CD 

3-4  3*  4*  5*0 

&C, 


Hinc 
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Hinc  igitur  calculo  inftituto.  repenetur:  ; 


A 

I 

B 

— 

I 

- * ■ ■ 

C 

— 

1 

D 

*7 

£ 

— 

135 

. ■ ♦♦ 
= J.3I 

F 

2073 

= 691,3  . . . 

G 

H 

38337 

929569 

= 7.1461  = — 

3 

= 34*7.357  - ^ '1 

'1  r=2«8ao6i^:=:438^7-S-73  &c. ; 

iga.  Si  hos  numeros  attentius  perpendamus,  ex  fiw- 
toribus  691^  3617 j 43867»  ftcile  concludere  licet, 'hos 
numeros  cum  fupra  exhibitis  Bemoiullianis  nexum  hiabe- 
re,  indeque  determinari  pofle.  Hanc  igitur  relationem 
inueitiganci  mox  patebit  hos  muneroS'  ex  Beraoullianis 
SI,  SS,  S>,  6»  &c,  fequemi  modo  ibrmari  pbflc: 

A =:  a.  I.  3 SI  =:  a(a*-i)3J 

B = 3.  3.  s 95  i::'  .aXa\-i)  gj  , 

C :zr  3.  7.  9 ® 3(a«-i)  (S 

0 = 3.  ly.  17*©  ©’• 

E = 3.  31.  33  1$  a(3**-i)  @ 

F = . 3.  63-  6f  ^ = »(3**-i)  5.:  3.. 

SZ:  . a.  13 7.1 35  ,<55  '52  @ - 

H’  ‘arSyyTay?  4^  '±z_  3(3**-i)“4j-^ 

/ i &C.- V ^Cura 


f 


CAPUT  FIL 


4s>r 


Cum  igitur  numeri  BernouUiani  fint  frafti , coefficientes 
vero  noftri  integri , patet  hos  fi»6lores  femper  tollere 
^rafiiones  j eruntque  ergo  : 

A = I * 

B = I 


E — y.31  rr  lyj 

F “ 3.691  zz  2073 

G — 7-43.127  rr  38227 

H ~ 257.3617  r=:  929J69  ...... 

I — 9.73-438^7  — 28820619 
K ~ 5.31.41.174611  ~ 1109652905 

L ZZ  89.683 .85'45 13  =‘51543281731 

M rr  3.4057-236364091  ~ 2905151042481 
N ziz  2731.8191.8553103  — 191329672483963 

&Cw 

Ex  his  ergo  numeris  integris  viciillm  numeri  Bemoul- 
Uani  inueniri  poterunt. 


1 83.  Adhibendo  igitur  ntimeros  Bomouliianos  feriei 
propolitae:  12345  ^ 

ar-k-^-c-ii+e-  •.  . . fumma  erit: 

— .(2*"0^«^  (2*“i)SB«/»«  (2»-0S)d^^S  -V 

“‘"\a  ‘ i,2(/x  “i.2.3.4^xJ"i”i.»,^.6dir»  uz  ... 

■ • Conft. 

Rrr  ’■  ' Hinc 
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Hinc  antem  perlpicitur  iftos  numeros  non  cafii  in  hanc 
expre/Honem  ing^i;  quemadmodum  enim  feries  pro* 
po^ta  oritur,  ii  ab  i(ia  : 

a • I"  h I - c • </ ' 1 ■ , . . • '■  t”  s j 

vbi  omnes  termini  iignum  habent  -f-  fubtrahatur  fum- 
ma  alternorum  ^ — H ^ “H f~\~  bis  ilunca  ] ita  quo- 

que exprefHo  inuenta  in  duas  refolui  potefl  partes,  qua- 
rum altera  efl  fumma  omnium  termmorum  ligno 
affeftorum  , • quae  erit : 


2 i.idx  i.'i,‘).^dx*  1.2... 6dx^ 


-&C. 


Summa  vero  alternorum  pari  modo  inuenietur,  quo  fupra 
vli  fumus.  Cum  enim  vldmus  terminus  fit  % indici  x 
refpondcns,  antecedens  indici  jc-a  relpondens  erit: 


idz 

dx 


^ddz 


h^d^z 


2*d*Z 


&c. 


1.2  dx*^  i.2.‘idx^  i.2.3.4</r* 

quae  forma  ex  illa,  qua  ante  terminus  antecedens  expri- 

mebatur;  oritur,  fi  loco  x fcribatur  — . Habebitur  ergo 

fumma  alternorum,  fi  in  fumma  omnium  vbique  loco  x 

fcribatur  — , quae  propterea  erit : 

* 2 

^dz  2^?8d^Z  ^ , Z^d^d^Z 


* /.  J . * 

J%  d X ■*T“"  ““  s 
2 2 


+■ 


Sk. 


1.2  dif  I.2.J.4<&3  ' i.2...6</x* 

cuius  duplum  fi  a fumma  praecedente  fubtrahatur,  exis- 
tente  x numero  pari»  vel  fi  praecedens  fiimma  a diq>lo 
huius  fi  a-  efi  numerus  iippar  - fubtrahatur , refidoum 
oficndet  fummam  feriei: 


Digitized  by 


C 
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* * 3 4 5 • _ Jf  . 

H i "-I—  c ■**  d •-4“  ^ . . . . • •+-  s 


quae  ergo  erit: 

I _ ■ (a*— (a*— i)83</^s 
2'  i.zdx  1.2.3.41/X3 

quae  eft  eadem  expreflio,  quam  modo  inuenenunus. 


( 

&c.)h-C. 


1 84*  Sumatur  pro  a poteftas  ipfius  Jt,  nempe  x», 
vt  reperiamr  fumma  feriei : » • 


Ob 


I — a"-j-  3".r — 4"  -t- 

dt,  n d^  a 

^ 1 ■ ■ ■ . . 

iJx  I * l,2.3</x* 


erit  adhibendis  cdefHciendbns  A , B , C , O , &c. 
fumma  quaefica : 


. I /■  .A 

. — ( «jr»- 

2 \ 2 


4 I.  2.  3 


6 I.  a.  3. 


D -hConft. 

8 I.  a 7 y ' 


vbi  Hgnum  fuperius  valet  fi  fit  2:  numerus  par,  inferius 
vero  fi  impar.  Confhuis  autem  ita  definiri  driiet,  vt 
iiunma  euanefeat,  fi  jr=o,  quo  cafii  fignum  fuperius 
valet.  Pro  a ergo  facceffiue  numeros  o,  i,  2,  3,  &c. 
fubfikuendo  fequentes  prodibunt  fummationes: 

L I — i-f-i— -i-f- 

fcilicet  fi  numerus  terminorum  fuerit  par,  fumma  erit 
rzo,  fin  impar  erit  rn-Hi. 

^ , Rrr  2 • n. 
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II.  I— 2^— 3 4“H  • • •'  -f- •*  — -f“ i C*" "f I) 'I' I 

fcilicet  fi  numwTis  terminorum  fit  par,  fumma  erit  —-{x 
& pro  numero  terminorum  impari 

Ul.  I — 2*-4-3* — 4*-|- . . 

fcilicet  pro  pari  numero  — — 

& pro  impari  numero 


m 


fcilicet  pro  pari  :z:  — 4 jr» 

^ & pro  impari  “ + 

V,  I — 2*-+-3* 4*-+-  • • 

{cilicet  pro  numero  pari  ~ — ix*-x^+lx 
& pro  numero  impari  rz  42r<+x>-fr 
&c. 

f - 

i8f.  J Apparet  ergo  in  pot^^bus  paribus  prae- 
ter » iz:  o , confiantem  adiiciendam  euanelcere » hisque 
cafibus  fummam  terminorum  numero  fiue  parium  fiuc 
imparium  tantum  ratione  figni  distrepafe.  Quodfi  ergo 
X fuerit  numerus  infinitus,  quoniun  is  eft' neque 'jMur 
neque  impar,  haec  confideratio  ceflare  debet',' ac  prop- 
terea  in  fumma  termini  ambigui  font  reiiciendi : vnde 
lequitur  huiusmodi  ferierum  in  infinitum  continuatarum 
fummam  exprimi  per  folam  quantitatem  conllancem  ad- 

iiciendam.  • . . :<  'H' .rir?'i 

‘ iv,.  ,r  ^ 

1-  - - • ■ 

. = i ;•  Hanc- 
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Hancobrem  erit: 


1 — r '4-&dininliiiiturarr  — 


I — 2-^3  — 4-I-&C. 

I — 2*-l-3*— 4»-{-&c. 
I — 2^-4-3’— 4’-f-&c. 
I — a^-|-3'*— 4^-l-&c. 

I 2*-4-3*--4*’+-&C. 

X a'-+-3*— 4«-{-&c. 


501 


2 


— B — (2*--l)g 

‘7“*'  8 “ 4 

~ o > 

— C2*-Qg 
12  ■ ' 6- 

— o » 


16  ” 8 


X— 2'^H-3^— 4^-f-&C.  . 

&C. 

Quae  eaedem  , fomime  per  methodum  fapra  traditam  («'• 
ries,  in  quibas  figna  & — akcmantur,  fiimmandi 
inueniuntor* 

i8fi.  Si  pro  « ftatuantur  numeri  negatiui,  expres- 
(io  furaraae  in  infinitura  excurret.  Sit  rr:zz — i,  erit 
fumma  feriei : ■ ;>•  ; ' 

I . 1 r . I I . ^ 1 


K ' — * — 


-C- 

2\,2- 


3 4 

A 


B 


6 

C 


2or= 


D 


&c.^  -f  Confh 


6x*  ' gjr» 

Hic  autem  quia  conftans  non  ex  cafu  jrrro  definiri 
potcA,  ex  aUo  caTu  erk  definienda.  Ponatur  ar  — i, 
;r  l Rrr  3'  • ^ at- 
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atque  ob  fiimtnam  zr  i & fignum  inferius  erit: 
Conft.  = t — -C- — fcs 

2 \.I  2 4 6 . ✓ 

n 

Conft.  ~ — -4 — — -f-  &c. 

2 4 8 13  i6 

Vel  ponatur  jr  — 2 , ob  Aunmam  z:  ^ , & iignum  fu- 
pcrius  reperietur  : . • 

Conft. 

a 2 X2  2.2* 
feu  Conft.  =:  — 


B 

■4.2« 


C 

’6.2» 


B 


D 


&c.^ 

-&c. 


Conft.  =r 


4 4.2*  8.2*  12.2®  i6.a* 

fin  autem  ponatur  jt~4,  erit: 

A . B C . D 

1-— -T ;-f-— — &C 


24  4.4” 


8.4' 


12.4* 


16.4' 


Vtcunque  autem  conftans  definiatur,  idem  prodibit  valor, 
qui  fimul  fummam  feriei  in  infinitum  continuatae,  quae 

eft  zz  /2  , indicabit.  »>•;»' 

» 

187.  Ceterum  ex  his  nouis  numeris  A,  B,  C,D,  E, 
&C.  fummae  ferienun  poteftatum  reciprocarum  parium, 
in  quibus  tantum  numeri  impares. occurrunt,  commode 
fummari  poterunt.  Si  enim  ponatur  : 


* - * la 


-4-  -i-  -H  -h  &c.  zz 

ji»  4»*  5 J"  ‘ 

I 


crk 


quae  ab  illa  fubtrafb  relinquet:  , . , 

Cum 
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Cum  igitur  valores  ipiius  s pro  iinguUs  muneris  n iara 
fupra  exhibuerimus:  (135),  erit: 

.i 


i-h  - 

3*  S 


Sin  autem  omnes  numeri  ingrediantur,  fignaque  alter- 
nentur quia  erit : 


I 

habebimr ; 


——  — — -4-“  &c. 

^la  ^»a  ' 


(2*»— l)  t • 

2*»'  ' 


1.2 


I.  2 


2^ 

I 


4* 

I 


5*  1.2. 3.4  4 1. 2.3.4*’*^ 


2“ 

I 


I 


4» 

I 


"ir 


5”  1. 2. ..5  4 1. 2. ,,6*'" 

.J 

J ' l-SaaaS  4 


.10 


CE-2g)  T'‘»_f2»-0@ 

T o WtW*.**  ^ ^ > < 

5‘°  . 1.3. ..IO  4 1.2. ..JO 

&C. 


188. 


4 
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i88>  Qaemadmodiim  ha3enas  feriem  faimts  con^ 
templad,  cuius  termini  erant  produ£^  ex  terminis  pn>> 
greflionis  geometricae  />,  ;»*,  &c.  & ex  terminis  fe- 

riei  cuiuscunque  l>,  c,  &c.  ita  poterimus  fimili  ratio- 
ne profequi  feriem,  cuius  termini  fint  produ^  ex  ter- 
minis duarum  quarumcunque  ferierum,  quarum  altera 
tanquam  cognita  aflumatur.  Sit  feries  cognita : 

113  JT 

A-l-B-hC-j-  . . . -f-Z  altera  vero  incognita 

fl— 1— r— H • • • — t— » 

atque  quaeratur  lumma  huius  feriei : 

A /7  — 1— B ^ '"4™  C ^ ....  — ] — Zs 
quae  ponatur  —Zf.  Sit  in  ferie  cognita  terminas  pe- 
nultimus  —Y,  atque  pofito  x — i loco  x expreffio 
fummae  S.Zr  abibit  in 


2 dx*  6 dx^ 


Quae  cum  exprimat  fummam  feriei  Zs  termino  vltimo 
Za  multatae,  erit: 

r.  Ydt  , Yddy  Y^d^s  . „ 

Zx  — Za  = Y/—  — 

quae  aequatio  continet  relationem,  qua  fununa  Zx  pen- 
det ab  V,  Z & a. 


189.  Ad  hanc  aequationem  refoluendam  negligan- 

Tj  % 

tur  primum  termini  difTcrentialcs , eritque  x > 

Za 

ponatur  ifte  valor  = Atquereucra  x=P/-f-;T, 


quo 
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quo  valore  in  aeqoadone  fubiHtato  fiet: 


(Z— ¥)/;  = — 


Y^P‘ 


dx 

Ydp 

dx 


Ydd?' 


2 d X* 

Y d d p 


&C. 


2</jr* 

d?^ 


&C. 


dx  ~^2dP^ 


addatur  vtrinque  YP',  & cum  P‘ 

fit  valor  ipfius  P*,  qui  prodic  fi  loco  x ponatur  x — i, 
fit  ifie  valor  =P,  eritque 


(Z — ^Y)/;H-YP'=r:YP 


,_VP  Ydp  Y^ 


dx 


2dx* 


&C. 


Y(P pi) 

vnde  negleftis  differentialibus  erit : p — — ^ y- 


Ponatur 


Y(P-P')_ 


Y-=:Q;,  fitquc  fiet 

pofitoque  Q_provalore  ipfius  Qj[,  quem  induit  fi  loco  x 
fcribatur  x — i , erit : 


Ydq  \ddq 


— &c. 


(Z_Y),+V(i. 

vnde  negle£Hs  differentialibus  fit  f ir  — -y—  • 

Ponatur  — R*,  fitque  reuera 

Y(R  R*) 

ac  fimili  modo  repentur  r ~ ; ficqoe  proce- 

dendo erit  fumma  quaefita: 

Zj  = Z (P' -t- -1- R«  H- &c0. 

^ S s s «30. 
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150;  Propoflta  ei^  fcrie  quacunque : 


Atf  — f- -4“  Cc -4“  ...... 

“4“  Y^  "4—  Z* 

cius  fumma  fequenri  modo  definietur: 

Ponatur  pofito  x — i 

loco 

X 

— > abeatque  P* 

in 

P 

YfP— P*') 

— y-i=Qj;  abeatque 

in 

0. 

■ abeatque  R* 

in 

R , 

Y(R— R*)  n.  1 e, 

— ^ ■ y—  n S' ; abeatque  S* 

in 

S 

&c. 

His  valoribus  inuencis  erit  fumma  feriei 

ZP*  H-  ZQf  -4-  ZR‘  H-  ZS'  -h  &c. 

<-f-  Conftante , quae  reddat  fumnwn  ~ o , fi  ponatur 
X o , feu  quod  eodem  redit,  quae  efficiat,  vt  cuipiam 
cafui  iadsiiat. 


151.  Formula  haec,  quia  nullis  difTerendalibus  eft 
implicata,  in  plurimis  cafibus  facillime  adhibetur,  atque 
edam  veraid  fummam  laepenumero  exhibet.  Sic  fi  pro- 
ponanur  haec  feries : 

f -h  -4-  .... 
fiat  Zrr/>*  & a=rx*,  erit  atque 


z _ o Y _ I 

z^  — p— i’  * z— Y~7::i:r- 


Hinc  fiet 
P*=: 
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m 

il 

P**  . 

pxx — 2px  -\-p 

p — 1 » 

p^» 

a‘=- 

apx-{-p  . 
(p-i)^  > 

Q==- 

^px-\-ip  _ 
(/r-O* 

R*  = 

^P  . 

R — 

*P 

ip-iy  ' 

IV 

(p-iy 

S‘  = 

O . 

& reliqui  euanelcunt  omnes 

vnde  erit  fumma 


ipx-\-p  3^  N p ip 

^ V-*  (f-0* "^(;»-0V  (/>-0*  ip-iy 


2 2- 


4- 


-lyj 


V-i  (p-t)*  (p 

quemadmodum  iam  fupra  inuenimus. 


P-^ 

(p-i)y 


J92.  Simili  modo,  quo  ad  hanc  fumraae  «cpres* 
Honem  peruenimus,  aliam  inuenire  poterimus  expre(no< 
nem , ii  feries  propoiica  non  ex  duabus  aliis  iit  compo* 
lita:  quae  illis  podfiimum  calibus  in  vfum  vocari  pote* 
rit , cum  in  praecedente  exprelHone  ad  denominatores 
euanefcentCs  peruenitur.  Sit  igitur  propo/ica  haec  feries : 
* .*  3 . 4 Jt 

^ -4“ ^ -t- ^ “H  ....  H-* 

quoniam  polito  x — i loco  x,  fumma  vltimo  termino 
truncatur , erit : 


^ 

idx* 


s 

6dx* 

^6dx^ 
Sss  3 


d*  S 
24.dx* 
d*t 


-&C. 


' ' "H&C. 


2^dx* 


Quia 
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Quia  hic  ipfe  fumma  s non  occurrit,  negliganmr  differen- 
rialia  altior»,  ficique  s—f%dx^  ptHiatur  — P*, 

cuius  valor  abeat  in  P fi  pro  jr  fcribatur  jr— i:  fitque 
reuera  j = P'  -h/> , erit : 


dx  2 dx'  ^ ^ dx  2 dx* 


^-&C. 


quia  P:^  P' ' 


dP^  ddP' 


dx 


2 dx* 


&C. 


eri,  ._P.  + P=^_"4 

dx  2dx* 


&c.  vnde  fit 


^rr/(a— P'  ■VP)dx.  Si  pwrro  ponatur  7(»— P*  +Py4r~Qj, 
hicque  valor  abeat  in  pofito  x — i loco  jt,  fit 
y(a — P«  -1-P — Q^-4-Q)</xz::R«  =Q:-/(Q.‘-Q)^/^  . 
porro  R’ — yi[R‘-R)</j:~S';  &c.  eritfumma  quaefita: 

X ~ P*  —1—  — 1—  R*  S*  “4—  &c.  — f—  Confi’. 

qua  vni  cafui  fatisfiat. 


193.  Mutatis  aliquantum  litteris  ilh  fummado  huc 
redit.  Propofita  feric  fummanda : 

1234  X 

X m H ^ ^ ....  — a 

ponatur  pofito  x-i  loco  x 
f%die  — p abcatque  P in  /> 

P— /(P — p)dxzz(X,  abeatque  Q^  in  ^ 

(i: — abeatque  R in  r &c. 
quibus  valoribus  inuends  erit  fumma  quaefita : 

X ^ P -4—  Q “4—  R “4“  S ”4” 

hac- 
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haecqne  exprd?Io  expedite  oflendit  fununam,  H formulae 
iftae  integrdes  exhiberi  queant.  Sit,  vt  vfum  eius  ex- 
emplo illuftrcmuSi  eritque 

P~  i XX  I p—^x^ — 

P — p = xx  — f & f(P — p)dx  — \x^  — ix 

, 0=2  I ATjr -h  J X ; q~ixx 

Q, f X i & — q)Jx  — i XX i X 

R = ix  ; r — ix i 

R — -r  — i ; /(R — r)</x~ix 

S =:  o , reliquique  valores  euanefcunt  Quare  fum- 
ma  quaefita  erit:  . - . 

^^x»-f-ixx  ‘ \ 

-f-ixx-Hf  X zr  Jx»-f.xx-|-f  x~fx(x-f  i)(x+a) 
-4-|x. 

Hocque  ergo  modo  omnium  ferierum,  quarum  termini 
generales  ftmt  funftiones  rationales  integrae  ipfius  x, 
fummae  ope  integrationum  continuarum  inueniri  pos- 
funt.  Ex  quibus  fecile  perfpicitur,  quam  ampltim  occu- 
pet campum  do£hina  de  fummatione  ferierum , neque 
omnibus  methodis,  quae  tum  habentur  tum  adhuc  ex- 
cogitari poflunt,  aq)iendis  plura  volumina  fufiicere. 

f ' I . 

194’  Haftenus.  fumnias  ^ferierum  inuefHgauimus  a 
termino  primo  vsque  ad  eum  cuius  index  eft  x,  quibus 
cognitis  ponendo  x — c/3  ipfius 'Teriei  in  infinitum  con- 
tinuatae fumma  innotefeet.  Saepenumero  autem  hoc  ex- 
peditius praedatur,  fi  non  fumma  terminorum  a primo 

S s s 3 vs- 
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vsqae  ad  eum  catus  index  e(l  jt,  fed  (umtm  omnium 
cenninorum  ab  ifto,  cuius  index  eil  x,  in  infinitum  vs* 
que  quaeratur,  hocquc  cafu  imprimis  cxpreffiones  vld* 
mae  fiunt  tractabiliores.  Sit  igitur  propofita  feries  cu* 
ius  terminus  generalis  feu  indici  x relpondens  fit 
fequens  indici  x-{-i  refpondens  fit  ma*,  huncque  vi- 
tra fequentes  fint  a",  a***,  &c.  quaeraturque  lumma 
huius  feriei  infinitae : 


jf+i, 

a* 


r+9,  &c. 

sn-i-a««« -f-&c.  in  infinitum. 

Haec  igitur  fumma  s erit  ftmCHo  ipfius  x , in  qua  fi 
ponatur  x-Hi  loco  x,  orietur  fumma  prior  termino  a 
truncata.  Cum  ergo  . hac  mutadone  / abeat  ia 
Js  ddt 


^ dx  3 </x* 

— ■ 
r — B — 


dds 


erit 
d^s  . 


d*t 


dx  ' idx*  ' 6dx^  24dx^^^i2odx* 


d^t 


•f&C. 


d$  , dds  , d'^s  I d*  s , d* s , ^ j 
feu  o=*-+"^  ‘ 2dx*  ^ 6dx^'''^d^  ^ 120 dxi 


15  j.  Si  nunc  vt  ante  ratiodnium  inftituamus,  fiet 

negle£bs  differendalibus  fuperioribus,  szzC — /a</x. 

Ponatur  crsoA^x  — P,  fitque  reuera  x=C-P-f-/, 

_ d?  ddP  ^P  „ 
cnt  o — a — 


ddp 

2dx* 


d^p 

6dx^ 


-4-  &C. 


Abc- 
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Abeat  P in  P‘,  ii  loco  jt  ponarar  ar-f-i,  eritqae: 
0=8  -f-P 


4-ri^  + &c. 


dx  2 dx*  ' 6 dx^ 

Hinc  neglegis  difftrentialibus  altioribus  fiet: 

P — y(P'  —P)dx—  P.  Statuatur  /(P*  -P)  dx  — P~—Q, 
fltque  erit: 

O = »4-P-P*  _ -I-  ± ftrr 

Abeat  Q^in  ii  loco  x ponatur  x-f-  r critque 


vndc  fequitur  f =/(Ql  -Q)dx-Q.  Qpamobrem  li 
comma  cuique  quantitati  infixum  denotet  eius  valorem 
quem  induit  polito  x-j-i  loco  x,  ponaturquc  * 

fzdx=:P  ‘ 

P — /(pt — p;^jc  ~ 

Qj— /(d*— Q)^x  = R 
R _/(Ri  --R)  dx—S  &C. 
erit  feriei  propofitae 

fumma  nrC — P — Q— R — S — 8cc.  vbi  ctmftansC 
ita  debet  definiri , vt  polito  x ~ co  tota  fumma  eua- 
nefcat.  Quia  autem  applicatio  huius  expreffionis  intfr 
grationes  requirit,  hoc  loco  cius  vfum  declarare  non 


Vt  autem  fbrmulas  integrales  ^’temns , fla- 
tuamus  fummam  feriei  1=^/,  exiftente  y funOione  ip- 
• iius 


J12 
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fius  X quacunque  cognita,  cuius  vaiores  y>,  &c. 

qui  prodeunt  ponendo  Jr-f-r,  x-+-a,  &c.  loco  r,  erunt 
nori.  Si  iam  ponatur  j^H-i  loco  x prodibit  fuperior 
feries  termino  primo  mul£lata ,,  cuius  fumma  propterea 


erit 


dds_ 
2 dx* 


d^t 


% 


feu 


vnde  negleftis  diffcrcndalibus  oritor  * — Sta- 


tuatur -7-“— — P>  fitque  reuera 

y-y  ^ 


• ydP 

y/dd? 

> &C. 

dx 

2 dx* 

6dx* 

,y^p 
'+‘  77 

, y^^p. . y^^p  . 
’^2dx*-^6dx*'f' 

&c. 

/ = wit: 

= Cy — y)/» 


Weoqu.  ^+f"f44^+&c=y(P'-P)-cy->>. 

y(P/_P) 

Statuatur  -y— ^ , fitque  erit; 

y(o;-Q)-i-y(2-+-^-4-&c.)  =-o'-y)t- 

Staraatur  fitque  y“-R-t-r. 

Hocque  modo  fi  vlterius  progrediamur.  Seriei  propo-  • 
fitae ; 

fumma  fequenti  modo  inuenietur.  . 
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Sumta  pro  lobitu  fun£Hone  ipfius  «*,  qnae  Ht  'Zly^ 
ftatuacur : 


y-j,  ti.y 

^ j~y  ^y 

R _ 

yt—y  ^ 

s ^ ^ .iR 

y/-y 

&C. 

Hincque  erit  fuimna  quaeiita : 

— C — Fy  -+-  Q>  — ' R>  “H  Sj»  — &c. 

Sumta  pro  C eiusmodi  conflante,  vt  pofito  xzzvi  fum- 
ma  euanefcat. 


192.  Sumatur  ob  y=a»+«,  erit; 

y*-—yzza*(a——i),  vnde  fiet : 


• p/  :r: 

i)  • ^ a*+‘(n—i) 

g(P^-P)  . Q/  — 

a—i  i)*  ’ «*+»(/»— i)* 

«(Qi-Q)  %H-2azf-\-aan 

a—i  a*(a—i)^  ^ 

<i(R^— R)  JP  3«»"— l—j/i**/— /j*s 

«—X  ““  1)« 

&C. 


Tct 


Quo 


* 
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, Quocirca  fununa  fcrid  propofitt  wit : 

p __  ^ I t^—az  ^ zff+2(ttf —a*% 

a-i  (rt-0*  ~C«-0’ 

&C. 

Haec  vero  eadem  iummae  expreffio  iam  fupra  eft  in- 
venta Capite  primo.  Hinc  autem  aliis  pro  y valori- 
bus  accipiendis  infinitae  aliae  exprcfliones  emi  poterunt; 
vnde  ea,  quae  cuique  cafoi  maxime  fit  accommodata, 
eligi  poteft. 


» 

CAPUT 
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DE  VSV  CALCULI  DIFFEREN- 

TIALIS  IN  FORMANDIS  ' 

SERIEBUS. 


198. 

Vnum  adhuc  calculi  differetuialis  vfuin  in  doQrina 
fcrienim  commemorabimus,  qui  in  ipfa  formado- 
lie  ferierum  confiftit,  & ad  quem  iam  fupra  prouocaui- 
mus , cum  quaeflio  edet  de  fra£lione , cuius  denomina* 
tor  Iit  {Mtedas  quaecunque  fun£Honis  cuiuspiam , in  le* 
riem  euolucnda.  Ida  methodus  autem  limitis  ed  ei,  qua 
iam  aliquories  fumus  vfi,  dum  fun£Ho  in  feriem  con- 
vertenda aequalis  dngitur  cuipiam  feriei,.in  lingulis  ter- 
minis coefhcientes  indeterminatos  habend , qui  dein- 
ceps aequalitate  condituta  determinentur.  Haec  autem 
determinatio  faepenumero  mirifice  adiuuatur.  Ii  ante- 
quam ea  fufeipiatur  ad  differendalia  cum  prima , tum 
nonnunquam  quoque  ad  fecunda  aequado  perducatur. 
Quae  methodus  cum, in  calculo  integrati  ampliflimi  Ile 
vfus,  eam  hic  diligendus  exponemus. 


199.  Primum  igitur  breuiter  repetamus,  quae  fu- 
pra de  euoludone  fra£Honum  In  feries  line  calculi  dif- 
ferendalis  fublidio  attulimus.  Sit  fractio  quaecunque 
propolita : 

Ttt*  A-4- 


I 


,itf  CAP  V T Vili 

A ~4—  B-t*  Cat*  -f-  •-4—  &c.  __ 

a -I—  6x  -H  yx*  1 -4-&c. 

quam  in  feriem  fecundum  poteftates  ipfios  x proco*' 
dentem  conueiti  oporteat.  Fjngatur  pro  t feries  inde- 
terminata : . ' 

Cum  igitur  fni6lione  per  multiplicationem  fublata  (it: 
A-l-Bx-|-Cx*-|-Dx5-|-EU'^-i-Fx*-|-Gx®-|-&c. 
rr  X C*  “1“ 

n pro  s feries  iid:a  fubfticuatur  prodibit  fequens  aequatio : 
.A-+-Bx-t-Cx*-4-Dx3  -|-Ex  + -+-Fxs-v-&c.=r 

9l«.-t-®aA:-|-go.x»  -4-2)«x*  *ri-(5*x<  -f-gax*  -j-&c. 
-h  H-  95S  -I-  ee  -+-  -i-&c. 

-f-  ?ly  -4-  S5y  -+■  Sy  -H  ®y  -t-&c. 
-+-  51^  H-  55<J  -+■  as  -4-&C. 

-4-  51«  -1-58*  -t-&c. 

H-  -h&c. 

Aequalitate  ei^o  inter  iingidos  terminos , qui  easdem 
iplius  X poteflates  condaent » coniticuta  iiet : 

5(a  — A~  o 

S5a-+-3ie  — Brr® 

®a-4-g5e4-5ly  — c = o 
-h  ee -h  58y -h  51  — D =;  o 
S«'4-®ff-H®y“t-58^-H5l«  — Erro  Scc. 

ex 
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ex  quibus  aequationibus  coefHcientes  fI£H  ^ &c. 

determinantur,  iicque  feries  infinita  inuenitur: 

91  “4-  -4^&c. 

frattioni  propofitae  t aequalis.  Atque  in  hac  forma  (i 
tam  numerator  quam  denominator  fra£Honis  x finito  ter- 
minorum numero  conftent , omnes  feries  recurrentes 
comprehenduntur,  de  quibus  iam  iupra  flifius  eft  trac- 
tatum. 

aoo.  Quodfi  autem  vd  numerator  vel  denomina- 
tor. vel  vterque  ad  dignitatem  quamcunque  fuerit  ele- 
vatus , tum  hoc  modo  feries  difficulter  obtinetur ; prop- 
terca  quod  negotium,  nifi  fun£Ho  eleuata  fit  binomium, 
perquam  fit  laboriofum.  Calculo  autem  diflercntiali  ifle 
labor  euitari  poteft.  Adfit  primum  folus  numerator, 
fitque:  x rr  , 

vnde  quaeratur  feries  fecundum  poteftates  ipfius  x pro- 
cedens huic  trinomii  dignitati  aequalis ; quam  quidem 
finitam  fore  conflat,  fi  exponens  n fuerit  numerus  inte- 
ger affirmatiuHS.  Fingatur  iterum  pro  x feries  indefinita.: 

X — 91H- -4- Sjc  * -f- ^ -4- <5^  ^ -h  S'*' * -4- Q5w- ® -f- &C. 
cuius  terminum  primum  91  conflat  efle  ~ A* : fi  enim  • 
ponatur  jt  — o,  ex^riori  forma  propofita  fit  xrrA", 
ex  ferie  autem  fifta  x r:;  Haec  autem  primi  termi- 
ni determinatio  ex  ipfa  rei  natura 'eft  petenda,  fi  ad  diF 
ferentialia  defeendere  velimus , quia  hinc  primus  termi- 
nus non  determinator,  vd  mox  patebiL 

• ■ T 1 1 j 


aoi. 


CAPUT  y II L 


5x8 


aor.  Cam  Hc  / rz  (A Bjt  + Cj:*)*,  erit 
logarithmis  fumendis  //  rr:  *f  / (A  -+-  Bjt  -f-  Cx*)  , 
hincque- fumeis  differencisiUbQs  habebitur: 

'■  ds  dx  2 nC  xd  X 

7 “ A-f-B^-f-C;r»  ’ 

(A  “4“  Bjt  — j—  Ca"*)  — H X (B  “4”  2 C jr) . 


Ex  ferie  autem  B£b  efi: 

^ 95  -i-  2 ® x-\-  3®^»  -i-  4(5jr3  ^ -4-  &c. 

aX 

is 

fi  igitur  haec  feries  loco  ^ , & pro  x ipfe  feries  ficla 
fubftituatur,  prodibit  fequens  aequatio: 
A95-4-2Agjr-4- 3A®^*-h4Agx3-4- yAj5^’-4-&c. 

, -4-B95  -haB®  -4-3B®  -4-4B®  H-&C. 

-4-  C95  -4-2C®  -4-3C®  «4-&C. 


•B%-4“  ®B95  "4“  «B(£  -4—  wB®  -4—  nfi(£  -4— &c. 

— i— 2»C?|  -4— a»C95  “4— 2wC®  -4— 2»C®  >4”&c. 
Aequalitate  ergo  hic  inter  terminos  eiusdem  ipfius  x 
poteftatis  conftituta  erit : 


(» — 13B95-4-  2»CA 

2h 


(« — 2)B®~4-C2» — i)C95 

3A 

T 
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a ~ (” 3)  Bg)  ^~fa«-r-a^Cg 

4A 

— C^~*~4)  B(S— t— C^g— • 3) 

O - jA  ■ 

&c. 

Cum  igitur  vt  ante  vidimus  fit  :r:  A*  , erit 
® « A"-*B , hincque  reliqui  coefficientes  omnes 

fuccelfiue  determinabuntur.  Lex  autem , quam  ipfi  fe- 
Quuntur  fecillime  ex  his  formulis  patet,  quae  vehemen- 
ter obfcura  manfiffet,  fi  trinomium  aftu  eleuare  voluis^ 
femus. 

aoa.  Haec  eadem  methodus  fiiccedit,  fi  polyno- 
mium  quodcunque  ad  quampiam  dignitatem  eleuari 
debeat.  Sic 

^ ~ &c.)* 

fingaturqne : 

X “ 51-4-  55  4-  4-  4-  4-  Scc. 

erit  ^zr  A»,  qui  valor  colligitur,  fi  ponatur  xz=.o, 
Sumtis  iam  vt  ante  logarithmis,  eorumque  differentiaK. 
bus  reperietnr: 

ii — ”B</r4-a»Cx^.r4-3»Djir*<ibf4-4«Ex^A-4-&C. 
t A 4-  B jr  Cjt»  '4-  4-~&ci 

feu  (A 4- BT4-CX»  4-  &c.)  — — 

s (nB-{-2ttCx  4r3«D.r*4-4aE4'3  4-&c.) 

, Cum 


J20 


CAPUT  FUL 


Cam  igitur  fit: 

dx  * 

ds 

Erit  his  feriebus  pro  x & ^ fubftitutis : 

A55-+-  2A®atH-  3 AX)^»  H-4A(g2r3  , Agxr*  4-  &C. 

-H  m 4-2B@  H-3B©  H-4B<$  -h&c. 

-H  CS5  +2Cg  -I-3C©  4-&C. 

DS8  H-aD®  -H&c. 

-+-  ES8 

03^ «B95  -+-  »BS  -H  »B®  -f-  »B<5  H-&c. 

-4-2»C35  “i-2»C€  -4-2«C®  -4-&c. 

-i-3»D?J  H-3«D58  -h&c. 

•4-4Xi£9 . -i“4»EQ5  -J-  &c. 

. H“5«F?t  *4-&c. 

Vnde  deriuantur  fequentes  determinationes: 

A%—  a B?l 
a AC— (a- 1 ) B35  “H  2" 

3 A®  n:(a-2)B  C -4- (2»- 1 ) C55+ 3»D^ 

4 A@— (a-  3)  B®  “H  (2a-a)  CC  -f-  ( 3®"  * ) D55  -+-  4*  E5t 

5 A^:^ar4)BC+(2a-  3)C® +(3a-a)CC+(4a-0ES5+  s 

&c. 

vnde  quemadmodum  coefficientes  fi£H  ?l,  93,  C,®j  &c. 
a fe  inuicem  pendeant,  hincque  determinentur,  cum  fic 
91  — A",  luculentiflirae  apparet. 
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105.  Quoniam,  n quandcas  A+Rr4-Cr*-|-D^*-|-5:c- 
ex  finito  terminorum  numero  conftat , numerusque  n 
fiierit  integer  afiirmatiuus , quaecimque  poteftas  finito 
edam  terminorum  numero  conftare  debet:  manifeftum 
efl  hoc  cafu,  formulas  modo  inuentas  tandem  euanefce- 
re  debere,  atque  cum  omnes  termini  adelTe  debeant,  vt 
primum  vnus  euanuerit,  fimul  omnes  fequentes  euanes- 
cere  debere.  Ponamus  formulam  propofitam  A+Er+Cr* 
eflc  trinomium,  einsque  cubum  quaeri,  vt  fit  a zz  3,  erit 


SI  “ A^  ideoque ; 
AS5  = 3BSI  ; 

aAQzz  2B35-4-6CSt  ; 
3 A®—  ,Bg-hsC58  ; 
4A@  o — 1“4C(5  j 

sAd=-  m-h3C‘X)  ; 
6A@=-2B3-h2C(5  ; 
7A|>=:-3B@-1-iCS  ; 
8A3=-4B|)-Ho  j 


Sl=  A^ 
S5rr3A*B 
€ = 3AB*-f-3A»C 
®rzB3-4-6ABC 
g=;  3B»C-h3AC* 
5 = 3BC» 

@=C3 
|)— o 
3=0. 


Quoniam  igitur  iam  bini  funt  zz  o , (cquendumquc  qui- 
libet a duobus  praecedentibus  pendet,  patet,  omnes  fe- 
quentes pariter  euanelbere  debere.  Haneque  ob  caufam 
lex,  qua  hi  coefficientes  a fe  inuicem  pendere  funt  in- 
vend,  eo  magis  etl  notatu  digna. 


504.  Si  B fuerit  numerus  riegMuus,  ita  vt  / aequale 
fiat  fraftioni,  feries  in  infinjQpn  excurret.  Sit  igitur 


Vvv 


CAPUT  FUI 


fas 

* (a  {-  &c.)“ 

fingatur  pro  eius  valorc  haec  feries: 
/:=:5H-95x-4-gA-» -f-®jr3-h(Sar4 -4-5;r*-4-&c.  . 
Atque  fi  in  fuperioribus  formulis  pro  litteris  A,  B, 

C , D , &c.  ponantur  a,  fi , y , 3 , &c.  fimuique 
fiat  8 negatiuum,  fequentes  determinationes  coefficien* 
dum  S3,  (S,  &c.  prodibunt: 


^o55"H — 

aa®-4-C«+i)^-f-2»y?r  rr  o 
3“®-f-(»+2)ff€-hC2»+ Oy53-l-3»^5f  — o 
4<t®-h(B+ 3)e®-l-C«+2)y  @4-(3»?+ i)^«H-48#%=o 

5»5+(»+4)?SH~(*®+3)y®-+-C3»+2)J2-f-(4»+i)*55f  y»^r=:o 

&c. 

Quae  formulae  eandem  continent  legem  horum  coeffici- 
entium  numerorum,  quam  iam  fupra  obferuauimus  in 
introduftione ; cuiusque  adeo  veritatem  nunc  demum  ri- 
gide demon/lrare  licuit. 

aoy.  Haec  ita  fe, habent,  fi  numerator  fra£Honis 
fuerit  vnitas,  vel  etiam  quaepiam  ipfius  x poteftas,  puta 
jr" ; pofteriori  enim  cafu  tantum  oportebit  feriem  prio- 
ri inuentam  91  -J-  55  jr  -f-  gj:»  -|-  -f.  Sec:  mul- 
tiplicare per  At  fi^umerator  confiet  ex  dnobus 

pluribusue  terminis,  tum  fupra  quidem  legem  progreflio- 
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CAPUT  FUI 


s*i 

nis  non  obferaauimas , quamobrem  eam  hic  per  dif^< 
rentiacioneq^  muefHgcmus.  Sit  igitur ; 

— • A -4~  C-r*  -4-  — t~  &c. 

fingaturque  pro  valore  huius  fni£iionis  iequens  feries : 

/ — 51  -H  fdx  -4-  gjr»  -I-  -f-  -h&c. 

culus  primus  terminus  5(  vt  definiatur,  ponatur  jt  z::  o, 

A 

eritque  ex  priori  expreffione  ' — cxfiQavcro  xrr5^  , 

' A 

VHde  neceffe  eft,  vt  ft  91  nz  — . 'Quo  termino  deter* 

® . # 

minato  I reliqui  per  differendationem  innoteicent. 
ao5.  Sumtis  logarithmis  erit  : ■ 

It  r~zr  /(A-+- Bx-|- C^* -+- DxrS -j- &c.)  ' 

s 

— - »/ (o  H- -+- yx* -H  e &c.) 
hineque  differentiando  orietur: 

dt  . B</x aCi/x  — 1— 3Dx*</jrj^— &C. 
t A Bx -4— Cx*  — Dx^  — &p. 

nQdx  — inyxJx—^  ^nSx*ix'—  icc.  . ‘i 
« + Cx  -f.  y<r»  -h  ^ xT.^^~“. 

Subladsque  per  mokiplicadonem  fra£Honibus  eric : 

L*  ; Vvva  (A« 
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c 


'554 

-4-&C. 

l-Ba  h-BS  -4-By  H-&C. 

•4-Cci  ^-C6  -4-&C. 

-*-Do 

✓Ba-t-  Bgr-4-  By:t*-t-  B«Jjr3-f-  Bfx♦-^&c.• 
k -H2Ca  H-2Ce  H-aCy  -f-aC^ 

H-sDa  -*-3D€  H-3Dy  -I-&C. 

-^4B)a  -t-4ES  -4- &c. 

^ -»“5Fa  -4-&C. 

(A€-+-2Ayx-4-3A^x*-^-4A^x3  h-jA^x«  +&c 

-4-  BS  -t-aBy  h-3B^  -+-4B»  -+-&C. 

-4-  ce  .-l-aCy.  -4-3CI  -4-&cA»x 

-4-  De  -t-aDy  -4-&C. 

-h  Ee  -4-&c._ 

qam  nnnc 

erit  ftais  fiibftkutionibus  : . . ' 

Aag»_)_„Ae^  — B«91— o ■ 

iAtt(J -!-(»+ r>Ae^-4-2»Ay^H-C«-i)Be^—20»^  — ® 

lA#®H-(a+a)AeeH-(a»+OAy«H-  3».  A3^ 

^ Bag-t-  »Be95-+-(2»-i)By^1 
- Cag5-h(a-2)CeilJ 
— 3 Da® 

. aBtt5D-t- (»  + 0®^®+ . By95-4-(3»-i)B^5T 

Q Cag“J“C® ■“t)Ce93-4-(2H*2)Cy®  o 
— 2 Da35-K*“3)De®, 

- 4 E«® 

Hinc 
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JJJ  ' 

Hiric  lex,  qua  iftae  formulae  progrediuntur,  facile  pcrfpicc- 
tur:  prima  enim  cuiusque  aequationis  linea  eandem  fequir 
tur  legem,  quam  $.384.  habuimus.  Tum  vero  coeHicientes 
fecundarum  linearum  oriuntur,  fi  a coeflicientibus  AiperiO' 

* ribus  fubrraliatur  » + 1 , fimilique  modo  ex  linea  fecunda 
formatur  linea  tertia  & fcquentes,  a cocfficientibus  fuperio- 
ribus  continuo  fubtrahendo  »+ 1 ; ipfae  autem  litterae  quem- 
vis terminum  componentes  per  fblam  infpe£tioncm  facilli- 
me formantur. 

307.  Sin  autem  quoque  numerator  fra£lionis  fuerit 
quaepiam  poteffas  : ^ilicet 

(A -t— Bjt -f- Cjt* -f- -1— &c.)" 

* (a— |— l-y.»'*— j— }— &C.)» 

fingatu^e 

erit  5f  ^ ; reDqui  vero  coefficientes  ex  feqoenti- 
bus  formulis  determinabuntur: 


A«55-l- «AS  ■ ’ 

— — ® 

aAa®-l-(«+i)AS‘35-l-  2»  Ay^ 

— (w— i)  B a 23 -)-(«“«»)  ~ a 

3 m Ca'21j 

3Aa'b-4-(»+2)ASS-|-C3;/+OAy25-h  3 «AJ^f 

(SOT- 1 ) Co25  -f-(«*3*r)C^31  ® 

, y «»  Da2l 

4A«S-K«+3)AS®-t-C3»+2)Ay®H-<5a+i)AJ25-4-  4 » Af1T[ 
— («1-3)  Ba;D  -K«-'wt2)BSff-K3a-«+r)By25-f-(3«-'»»)  B J 21 
— (3OT-3)Ca(J-+-(»-2fJirtl)Cb8+  C2«-2»»)Cy2l  l 
— (3«>*i;Da25-»-(«-3w)DS2f  I 

&C.  — 4 « Ea2fJ 


CAPUT  PlII. 


Lex,  qua  iftae  formulae  viterius  oonrinoftntur,  cx 
rione  facilius  apparet,  quam  verbis  deicribi  queat  Des- 
cendendo aurem  coefficienees  diminuuntur  differentia 
»-}-« ; horizontaliter  autem  progrediendo  augentur  con* 
dnuo  differentia  a — i. 

208.  Hoc  igitur  modo  do£hina  de  feriebas  recur- 
rentibus amplificatur,  dum  iftum  dcfcftum  fuppleuimus,. 
atque  legem  coefficicntium  definiuimus,  fi  non  folum 
denominator  fraSionis  fuerit  poteflas  quaecunque,  led 
etiam  numerator  ex  quotlibet  termidis  conflet,  ad  quam 
legem  detegendam  fola  induQao  non  fufficiebat.  Prae- 
ter plurimos  autem  vfus  ferierum  recurrendum,  quos 
iam  expofuimus , maximam  quoque  afferunt  vtilitatem 
ad  fummas  quarumuis  ferierum  proxime  inucniendas : 
cuius  Ipecimen  iam  in  Capite  primo  huius  fe^onis  ex- 
hibuimus, dum  feriem  fubftimrione  x ~ — 2 — |n 

aliam  transmutauimus , quae  faepenumero  terminorum 
numero  finito  conflet  E^que  methodus  viterius  exten- 
di potuiffet,  fi  pro  X aliae  fun£Hones  fubftitutae  fuiffent. 
Quoniam  vero  tum  lex  progreflionis  ferierum,  qiiae  lo- 
co poteftatum  ipfius  x poni  deberent,  non  latis  luculen- 
ter conflabat , in  hunc  locum  iflam  amplificationem  re- 
feruare  vifum  eflj  cum  memorata  lex  iam  penitus  effet 
dete£la.  Interim  tamen  re  diligentius  perpenla  compe- 
timus idem  negotium  fine  hac  progreflionis  lege  expe- 
diri poffe,  in  fubfidium  tantum  vocando  methodum,  qua 
hic  ad  hanc  ip&m  legem  inuefligandam  fumus  vfi. 
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1*7 


20^.  Sic  igitur  propoiica  feries  quaectmque 
/ ~ AH-B^r-f-C  Jc*  -f-Fjr* 

quam  in  aliam  transformari  oporteat , cuius  termini'  ftn* 
guli  (int  fraftiones,  quarum  denominatores  fecundum  po* 
tefhtes  formulae  huiusmodi  -4-^x3 

procedant.  Quo  igitur  a fimplicioribus  incipiamus,  po> 
namus  efle:  ^ 

, 55-r  , I 

aequalitate  illius  ferei  cum  hac  cxprelSone  confHtuta, 
multiplicetur  vbiquc  per  a -4-  x , fietque  : 


Aa+Bou-+Caar*4Dajr’4&c. « , _S5£_  . .. 

+Ae  + Bff  4 ce  4&c.“'^''‘B4ex'^(ate'^)»+*®' 
ftatuatur  51 ::::::  A a ; fiatquc : 

Ae-4-Ba=:A‘ 

BS  -|-Ca=:B» 

C e — 1 — Da  C* 

De-l-Ea:zrD‘  &c. 
erit  diuifione  per  x inftituta: 

4-&C. 


93 


o+ejr ' 

Multiplicetur  denuo  per  a-l-er,  pofitoquc 
A>eH-B'an  A« 

B«e-4-Oa=r  B« 

C*e  *-4-D*a~  C“  &c.  fiet 


A«a4- A"jr-l-B»jr*-4-C'jr3  4 &c.=:93H — ^ 


afSx 


Sic 


■f&c. 


« 


/ 
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Jjg  CAP  V T riiL 

Sit  igitur  55  =:  A»a  j atque  operationem  Yt  ante  infU- 
tuendo  , fi  fiat : 

A"‘  A" 

Bng_f_C”ar::  B'"  B‘"S-i-C'‘'a  = B»» 
C'“e-hD"‘«:=C«» 

&c.  ic- 

erit 'S  = A"a;  ©=:An'«;  errAva;  &c. 
vnde  fumma  fcriei  propofitae  hoc  modo  exprimetur, 

"“■'a.  , 

' = iTf  ei  ^ (“+ex)^  ^ 

Quflc  eadem  feries  orta  fuiflet  ex  fubftitutione 
ay 

feu  ar  =: 

210,  Haec  transformatio  optimo  eum  fucceffu  ad- 
hibetur, fi  feries  propofita  AH-Bjr^Cjf>-+-&c.  tta 
fuerit  comparata,  vt  tandem  confundatur  cum^fenc  re- 
currente feu  potius  geometrica  ex  fraftione  orta. 

Tum  enim  valores  A-,  B-,  C-,  D',  &c.  tand^  em- 
nefeent : hineque  multo  magis  litterae  A",  A“‘,  A , &c. 
conftituent  feriem  maxime  oonuergentem.  Poterimus 
autem  fimili  modo  denominarores  trinomisdes  & polynt^ 
• miales  quoscunque  adhibere,  qui  vfum  habebunt  eximi- 
um, fi  feries  propofita  tandem  cum  recurrente  confun- 
datur.  Propofita  ergo  ferie  : 

, — A-hB^-+-C  -ri-D  jr* -4-E*"* H-&C. 

' fta- 


bigitized  by  Google 


€ A P V T FUI. 


ftatuatur 


_?L±l*f_ 

hy-*"*) 

Sl«x<-4- 55“x*  3fmx« 


?I«jr*-4-55'a^*  , 


(a-f-exH-y;r»)3 


&c. 


Multiplicetur  i^)iqae  per  «~f-ffA--hyx*,  pofitogue' 


5l  = Aa 
S5  = Ae-f-B« 


Ay-|-Bf-|-C«zrA« 

By  + ce-+-Doi=B'  & 

.Cy  — D€  — 1~  Ea  C* 

&c. 

orietur  aequatio  priori  fimilis,  diuifionepcr  xx  infKtutfl! 
A»-|-B*x-j-Ox*H-D'x3-|-E*x'*-i-&c.  r:: 

a+ffx+yrx  (a  + ffx  + yxx)*  ( a + fx  -f  yxx^ 

Si  igitur  vt  ante  operatio  inftituatur  faciendo 
A'y-|-  B*e-i-C'tt  — A« 

Biy-|-C«e-i-D>az:::B" 

C'y~l~D'S— H E'a~C“ 

&c. 

Any-4-B"  e-HC"a  = A«» 
B"y-f-C"f-HD»a:=:B«‘ 

C«y-l-D“e-f-Ena— 0« 

&c. 

ficquc  vlterius  valores  fimiles  inuefKgjando  erit:  ' 

Att+CA6-t-Ba)x.CA;a-|-(A»^B»a)r)x*  (An+(A"g-t-B"a)x)x* 


g»  = A»a 
S5'=i  A>g-f-B»a 

porroque : 

g“=r  A"a 
S3"=  A“g-(-B«B 


a + gxf  yx» 


(af  et-  + yxjr)* 
H-^c. 


(a-j-gjTf  yxx)» 


X X X 


aii. 


s 


.530 


CAPUT  vm 


a II.  Si  ponatur  jrrrr,  qua  poiidone  amplitU' 
dini  nihil  decedit,  cum  a,  C,  y pro  lubitu  accipi  pos* 
fine,  fliericque 

/ A — (— B — f- C D — E — 1“  F — j— Gf  “4— &c. 

Cum  putentur  fuccfilue  fequentes  valorA: 
Ay-+-Be-|-Co=A^  I A'y-4-B'e-4-C'a=:A" 
By-l-Ce-hDa— B'  B'y-l-C'e-l-iya=B"  ficque* 
Cy-|-D6-l-Eci~C'  C^-4-D'§-|-E'a— Cy^  porro 
&c.  * &C. 

infuper  vero  brevitatis  ergo  ponatur : 
o g -f-  y rz  « 

obtinebitur  fumma  feriei  propofitae  hoc  modo  exprelHi 
« /A  A'  h>'  hfn  N 

913.  Eodem  modo  denominatores  ex  pluribus  ter- 
minis conflantes  accipi  polTunt;  8c  quoniam  operatio  ex 
praecedentibus  facile  perfpicitur,  hic  tantum  cafum  pro 
quadrinomio  euoluamus  : Sit  ergo 

/=  A-f- B-h  C-h  D-h  EH-F^  G-h&c. 
Quaerantur  valores  fequentes: 

A^-4-By  H-  C5^-|-  Da~  A' 

B^  ~i~  Cy  “4“  Dff  ”4“  Ea  zzz  B^ 
C^-+-Dy-HE5-4- Fa— C'  . 


&c. 


A'S 


% 
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CAPUT  FIIl 


BV-f-  OS  -h  Djlp:  A« 
Bfi  4-Oy  -f-  lye  H- 1«=:  B» 
Ci  + D'y  -+■  E'S  + F/«  =:  O* 
&c. 

A/'^-4-  B^/y  H-  O/g-f.  lyitt—kif 
B//#-i-C//y4-‘Dv/e-|-E"a=:B'"  ‘ 
..  CX^J4-I>/y-|-E"eH-F//«=C^/'  ' 
&c. 


Tom  vero  fit  «-+-ff+y  + ^r:: 


m ; cntque 


•:r 


+.  ( 


A 

. A/  A'/ 

A'"  . 0 

m 

' JW* 

’ »3  ^ 

____ 

B" 

B/«  ‘ 

. t» 

a»3  ^ 

m* 

C 

C' 

C" 

CW 

. m 

iw*  m* 

— T-+-&C. 
m* 

) 


vnde  fimul  progreflio,  fi  adhuc  plures  partes  denomi* 
xiatori  m tribuanrar,  clarifiime  peripicitur. 


213.  Neque  vero  abfolute  opus  eft,  vt  denomina- 
tores  fra^onum,  ad  quas  fiimmam  ieriei  reducimus^  fine 
potcftates  eiusdem  formulae  a ^ Sx  -+-  yx*  -f-  &c. 
fed  haec  ipla  in  fingulis  terminis  variari  pocefi.  Quo 
hoc  darios  (Mteat,  fiimtiraqs  primo  tantum  duos  termi- 
nos, fingararquc  fiStes  , 

s ” A-4”Br-4—  Cr*  -f-  Ex^  * — {-&c. 

in  hanc  feriem  fra^onum  conuerd  : 
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&c. 


Multipbcetur  primum  vtrinquc  per  o-j-fijr,  ponaturquc 
.A?-l-Bar:A' 

’ Be-hCaz=B/  &.  51  =A» 


&c. 

A'+B'A-j-C^A-»  -f  D';r3  -f  &c.= 

“h 


Betque  per  x diuiib 
5t' 

&c. 


Deinde  fimili  modo  multiplicando  per  a^-4-ff'x;  tum- 
que  per  af'  -f-  ^'^x  , & ita  porro , fi  ftatuatur  : 

\C>aJzzW\wSf'\  C/'a"rrB'" 

C'  g'-f  D'«'zzC«.C"6'4  0//C///|  D^/v/z^CX'^^ 

&C.  &c.  &c. 


fiet  5l'r=:A'a';  ?l''  — A/'a//;  5I'//=A'//«/"  j &c. 
atque  hinc  feries  propofita  conuertetur  in  hanc : 

A»  I AVjt  A‘'af'x 

' ~ (a+gr)  - 

i — ^ &c. 

vbi  •valores  «,  €''^,  o'',  o'*'',  6^^',  &c.  fiint 

arbitrarii ; quouis  autem  cafii  im  accipi  polTunt , vt  iihi 
noua  feries  maxime  conuergat. 


214,  Applicemus  hoc  quoque  ad  fa£lores  trino- 
miales,  fitque  propofita  ferie  quacunque : 
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#= A + B-i- CH- D H- E -f- F 4- Q -h  &c. 

A y 4“  B ^ 4“  C ot  A^ 

ByH-Ce4-Dor::B' 

C y 4”  ■D  ff  4“  a ~ 

&c. 

B// y/z-f-C^fi^^-f-D^V'— B"  V"-j-C"'gw-f-D'"a"'z=  B"^ 
Czy/-f-I>zez/_,_E//aZz;:rCzzzc^^y"-f-D"ze*'''H-E"V''z:^]^^ 
&C.  I &c. 

Deinde  ftatuatur  breuitatis  grada: 

a H-ff  H-y  =r» 

*/  fi'  ^ yZ  — «Z 

a" -4- g>Z  4_  y/Z  — fl,Z/ 
aZ//_|_  g///_^  y//^ 

&c. 

critque  ftriei  propofitae  fumma; 

tt(A+B)  , ttZ(A4BQ  , ttZZ(A/z-t-B^O  , aZzz(Azzz+BW)  . „ 

m ' »wwZ  T 

eA  f ^ ez>  A"  e/"  A'// 

”■  CT  CT«z  mmf 

2*y. ' Qnoniam  haec  wm  late  patent,  vt  vilis  minas 
clare  piercip  poffit,  reftringamus^transfonnationem  §.213, 
traditam,  fitque  jrrr-i,  vt  liutbeactir  haec  feries: 

f ^ A B 4“  C D 4~  E F 4—  G — < &c- 

. ftanwnirque ; 

Xxx  3 B- 


A/y/  4-  B'ff'  4-  Oa/  — M 

BZyZ  4_  CzffZ  4-  DZaZ  — B^# 
CZyz  4_  Dzffz  ^ E' a'  “ Cf* 
&c. 
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e-DzzI>!E'-2D'=D"b'-3iy'=I>''|E'"-4D'"=^ 
&c.  I &C.  1 &c.  1 , &c. 

Qmbus  valoribus  inuentis,  erit  fununa  feriei  propofitae 
aequalis  fequenti  feriei : 

*—  2 2.3  ^2,3.4  • 2.3.4.!  2.3.4.!.« 

Simili  igitur  modo  feries  quaccunque  propofita  in  innu- 
merabiles alias  fibi  aequales  transmutari  poteft  , inter 
quas  fine  dubio  feries ' maxime  conuergentes  reperien- 
tur,  quarum  ope  fununa  propofita  vero  proxime  inda- 
gari queat.  » - j . 

2x6.  Reuertamur  autem  ad  inuenrioncm  ferienun, 
quarum  progreflionis  legem  calculus  differentialis  decla- 
rat. Cum  igitur  hoc  in  quandtacibus  algebraicis  iam 
fit  pracftitum,  progrediamur  ad  transcendentes,  quaera- 
turque  feries  huic  logarithmo  aequalis : * , 

/ — /(i-t-or-i-Sr*  -f-&C.) 

fingatur  quaefito  fetisfiicere  haec  feries : ' 

X 31x-l-S5jr* “h 

Cum  igitur  ex  illius  aequationis  differentiatione  fequatur 
Jr  tt-j-agr-f-  3y^*  4-  H~  &c- 

-4-&C. 


(i-f  «Lr-J-gr*  -f&C.)^=«-l-2gr+  syx*  -{-&C. 

t - Quia 
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Qgia  vero  ex  R€ta  aegnatione  eft : 

^ ir  ^ -H  258jf-l-  a®*"*  -+-  4®  -4-  5®*^*  + &c. 

fa£h  hac  fubftitudone  orirar  haec  aequatio : 

31  -(-  aSS^-f-  4©-*'’  -)- j®j:<  + &c. 

-J-  31« -f- a95“ -H  3@«  ,“f- 4®«  H- &c.  ^ 

31 5 “h“  « 35  S 3 ® ^ “4”  &c. 

-4-  3ly  “h  235y -h  &c.  , 
-4-  3l«J  4-&C-  Z3 

, a -4-  2 Sx  -f-  iYx*  —i—  4^x*  -4-  $tx*  -4-  &c» 

Ex  qua  fequeotes  decermioadones  obdnentur : 

^ ~ « 

58— — t^«“4~^ 
g = — f55«  — 458^—4  3(?4-y 
'D=~4®«  — f58ff — 4 3ly-F-^ 

(g=:— 4®  a — 4 ge  — 445Sy  — 4 3l#-4- • 

&C. 

a 17»  ProppiTta  nunc  fit  quantitas  exponentialis : 
ox -4- fijf* -4- -4- wj- *jc* &C. 

X — e 

in  qua  e denotet  numerum,  cuius  logarithmus  hypfer- 
bolicus  cft  — I , atque  fingatur  loies  quaefita : 
t — i-4-3J<*“H-35jf*-4-®-«-3lf-®'jr<-f_  (gxx-4-&c. 
iam  enim  ex  cafii  x — o pjatet , primum  terminum  eflc 
debere  vnitatem.  Cum  igitur' fomendis  logiitithmis  fit 

/x  = 


CAPUT  rin 


f3« 

/x— -I- 

, erit  (Merenualibus  fumtis : 

^ = X C« -I- a Sjt  4- 3 yx«  + 4 Jxs  4- MJf ’ +&C.) 

At  vero  ex  aequatione  n£U  erit: 

ax  , 

a -H  5faJ^-hS5a*v*4-®ax2-l-'D«tr<4-&C. 

4“  * ^ "4“  2 516  4“*  S56  4~  a ®6  4~ &c. 

• -t-  37  4- 35iy  4- 3 55y  4-&C. 

4“  4^  4~451^4“&c.  , 

4-  j • 4-  &c. 

ex  quibus  fcquetttes  prodewu  litterarum  51 , ® ® , ^c. 
determinationes : 

91=  « 

93=  64-f5l« 

<J=  y4-f5l64-^95(» 

®=  <y4-i5ty4-JS364-j€« 

e = *4-l5t^4-fa5y4-ie64-l©«  &c. 

31 8.  Si  quoque  arcus,  cuius  iinus  vel  coiinus  quae- 
ritur, exprimatur  binomio  vel  polynomio,  vel  edam  fc- 
rie  infinita,  hoc  modo  quoque  eius  finus  & cofinus  per 
feriem  infinitam  exprimi  po^nt.  At  vero  quo  hoc  com- 
modiflime  fiat , non  liidicit  ad  difTerendalia  prima  pro- 
ceflifle,  fed  opus  eft,  vt  difFeremialia  fecundi  gradus  in 
fubfidium  vocemus.  Sit  igitur 
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# fui  * ■+■  ^ f -4- &c.) 

fingaturque  feries  quae  quaeritur  :*  • 

primam  enim  terminum  confiat  euanefcere : quia  vero 
ad  difierentialia  fecunda  defcendendum  eft,  coefficientem 
51  quoque  aliunde  definiri  oportet,  quod  fiet  fi  x pona* 
mus  infinite  panium*  -Tum  enim  ob  arcum  ~ a.x 
finus  ipfi  fiet  aequalis,  eritque  ergo  51  = «.  Ponamus 
nunc  breuitatis  gratia  * = ax-^^x*  -4-y*'^  H-  &c.  vt 
fit  j iiz  fin  a,  erit  differentiando  ds  — dz  cof  a , denuo* 
que  differentiando  dds  — ddz  cof  a — a.  QuS 

igitur  eft  fin  a = x & cof  z-zi^  \ erit  - ^ 

dsddz  , , - , . , 

_ — — sdz*  , Icu  ■ dzddt  -f-  tdz^  rr  dsddz. 


dds  — 


219.  Ponamus  arcum  a tMirum  binomio^  expriim 
cfleque  a ® jp -l- gjr»  ; erit  dz  — ^a-^-zgx^dx^ 

& pofito  dx  conftante,  ddz—zSdx*'^  atque 
dz^  zz(a^  -h6a^Sx-{-i2aS*x*  H- </x».  Deinde 


ob 

erit 


X = 51  -4-  53x*  ,-t-  (£t*  -h 


^ = 51  a 55*'  3 


35,-f^  " 

•4®4!-3  ■ 


_,&c.' 

-&c. 


^x 

dx* 


& ^ = 


3S5’-4-  S®*- H- ia®Jr* -f>  &c. 


Quibus  valoribus  ia  "acguatione^^^erenrin  . 
fobftitutis  fiet:  j ’i' 

..  Y.y  y.  ... 


C AP  V T Fllh 


-r ZZ I . a 58  « + 3 • 3 ^ 3 • 4 ® * -»- 4"  5 @ * -H  &C. 

dx* 

j-4-2.i.aS5f-f-  a.2.3®?  -+-2,3.4®?-»-  &C. 

i^ZZ  -t-  -t-  S5«’  -+-  ea*'-»-&c. 

<ax^ 

-+-  SSla»?  -4-  «58«*?  -+-&C. 

-I-I2  Slo?*  -»-  &C. 


^zza5l?”^'  4»ff  -t-  «e?  -»-  8®e  -4- 

ax* 

'Vnde  cocfficiehces  fequenti  modo  definlcncur: 

a=  — ■ ■ ' 

a « 


51** 

0' ^ 

2. 3 

; 2g?  651«?  _ 

i;-. 

_58^ 

*. ..  * • 

t * » 

4«  3*4 

4^ 

3'4 

6 58«^ 

s«* 

S «•  1 . 4-  5 

; 4«  5 

""  4 S 

, 

6(5?  8 51?^ 

1258?? 

6(5«? 

®«* 

6«  5.6« 

y.6 

y-  ^ 

y.ff 

. 8gg 

12(5?? 

6^aS 

@aa 

■”  7«  6.7« 

6.7 

~ 6.7 

• * ...  i 

&C.  ,.r 

' f . * ^ 

Quibus  valoribus  inuencis  erit : 
fm  (ojr-H?x*  ) ZZ  5lx  4-58JT*  -4-  gar»  -+-  ^x*  ^ &c. 

exiilente  51  =: «.  . , 

■,  -i.  ■■  ■ 

220.  Pari  modo  cofinus  cuiusque  aaguli  in  imem 
conuerdcur,  quia  autem , arcus  rariilime  per  polynomium 

cx- 
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t!q>rifnirar , oAeadamus  vfum  dtHefendo- differendarum 
in  invenienck  ferie  pro  Qodnu  arcus  x.  Sit  ergo  s~Qaix^ 
& fingatur:  ' , 

J zr  t— j 

Quia  eft  dt~—dx(mx  & JJsnz—dxieofxziz—sJx*, 

erit  JJt  -4-  sJx*  :z:  o j fubfiitudone  ergo  &£la  fiet : j 
Jds  -■  K-  '1 

,^ZZ-i.a?l-+-3.4?8j^* 5.6(2^<^^7,8®Jr« &c, 

f Z2  t -+-  ^Sx*  — — (5jt«  -+.  &Ck 

& cx  coaequadone  tenninonun  fequitur : 


91  = 


i.a  - 

■!8  = i= 

3*+.' 

C = — = 

5-6  1.2.3 

© = -^  Z= 

7.8  r.2.3 


1.2.3. 4 

I 


&C. 


, X*  X* 

cofxzz  t 1 — — - 

1.2  . 1.2.3. 4 


^ _ 

1.2. 3.. 1.2. 3.. .8 

prior  vero  feries  pro  iinu  ipofito  S—o  & a zz  1 'dabit : 

X* 


X X^  . X*  l**! 

finarzz  — — ' '•  + • 

I 1.2.3  *.*. 3.4.5 


221.  Ebc  his  fcrid)us  pro  finu  & cofinu  nodfli- 
mis  deducuntur  feries  pro  tangente  ^cotangente,  fecant^ 
‘ Yyy-s  • 8c 


N 


Patet  ergo  quod  iam  fupra  fufius  demonflrauimus  efTc ; . 


:u.-  s 
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& cofecante  cuiusuis  angiili.  Tangens  enim  prodit  fi 
iinus  per  cofinum , cotangens  fi  cofinus  per  finum , fc- 
cans  fi  radius  i per  cofinum , & cofecans  fi  radius  per 
finum  diuidatur.  Series  autem  ex  his  diuifionibus  ortae 
maxime  videnmr  irregulares ; verum  excepta  ferie  fe- 
cantem  exhibente  reliquae  per  numeros  Bemoullianos 
fupra  definitos  ?1,  58,  S,  D,  &c.  ad  facilem  progres- 
fionis  legem  reduci  poflunt.  Quoniam  enim  fupra  §.127 
inaenimus  e(Te:  • > 


5l«* 

1 58«^  •,  , 

1 

- &C. ""  I — 

T.  2 

i.2»3«4  i.2.3»»«^ 

1.2.3...8 

mmmm  A 

erit  pofito 

i«  = 

> 

cotx 

I 2*Slx  2^95x^ 

2® 

* 2*3JMT 

X 1.2  1.2. 3. 4 

1.2.3... 

6 I.2.... 

atque  fi  ponatur 

4x  pro 

X,  erit: 

-&C. 


cottJf  =- 


^ X*2»3***8 


-&c. 


222.  Hinc  autem 'tangens  cuiusuis  arcus  (equenti 
modo  per  feriem  exprimetur. 

r ^ _^^2tangx 

. , • .Cum  fit  — 

cotang.  ax  — 


tane  2x  ~ — r > 

“ 'II— tangx* 


, ent : 


— l — — rr  i cot  X — i tang  x j 

2tangx  2 ’ ® * 

ideoque  tang  x = cot  x — 2 cot  2 x.  Cum  igitur  fit 

I 2»3lr  2^S5^*  a^dx^  2«®X> 


cot  X , 

X i.a 


1.3. 3-4 


1.2«.*^  1.2. ..8 


-^&C; 


3 cot 
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54* 


I 2*%x  2 

2cot2jrrr 

X r.z  1.2.3. 4 


i»gys  2*e(^xf 
1 . 2 . . . <S  1 . 2 . .*.  8 


‘ . erit  hanc  feriem  ab  illa  fubcrabendt) : 

2*f2*-l)?Ur  , 2^(2^-i)95'*’*  I 2*(2*-l)®r*  , 2*'(2*« 
tOjf— i i—X—i i .j.  —i i. ± i 

^ 1.  2.  ' 1.2. 3.4  1.2  ....  6 ' 1.  2 . 


&C. 

Si  ergo  hic  introducantur  numeri  A , B , C , D , &c, 
§.182.  inuend,  erit: 


aA*- 

tang  jr  — — — • 


• ’ . a*  Car»  . a^Dx^ 


1.2. 3.4  1.2. ..5  1.2... 8 


- &C. 


. 223.  Colecaris  autem  fequenti  • modo”  inuenietur. 

Quia  eft  cotar  ci:  tanff  x + 2 cot2x  zr  — — -I- 2 cot  2 2“  t 

erit  cot  X»  z::  2 cot  ar.  cor  2 x -l-  i , & radice  extrafta  t 
cot  X “ cot  2 X -f-  cofec.  a x , unde  fit 
colec.  2 X ~ cot  X — cot  2 X ^ & X pro  a x , pofito 
cofec.  X zz  cot  4 X — cot  x.  Quare  cum  cotangentes 
habeamus  fdlicet,: 

2 2?5x*  2®X* 


cot  i X — 


cot  X 


1.2 

a>?Tx 


1.2.3. 4 
2*^x3 


1.2. ..6 

2®^xS 


X 1.2  1.2. 3. 4 1.2... 6 

erit  hac  ierie  ab  illa  (iibtni^ : 


— &C. 
8cc^ 


cofec.  X rr  - - 

X 


2(2-1)  ^ a(2^-i)93x^  a(a  * - i)®r^ 

I • l*-2«  » * » S 


Yyy  3 


■i.  i. 


224. 


■t)^x* 
. . . 8 


+-&C. 
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234.  Per  hos  amem  numeros  BemouUianos  fecans 
exprimi  ‘oon  poceft , fed  requirit  alios  numeros , qui  in 
fummas  poteftatum  reciprocarum  imparium  ingrediun* 
tm.  Si  enim  ponatur: 


r = 5 
i ~ 61 


. I = 1385 

i =:  J052I 

»)  rr  2702765 
6 = 155360581.. 

1 — I535iy«ai4f 

K 2404875661671  &C. 

--  i,  * ex 
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' ex  htsque  vaforibus: obtinebitur: 

’ e 


5« 


fec^=«-|-— Tx-t— ! x»+&c. 

' I.*  '^1.2.3. 4 < ' 1.2...6  '1.2.. .8  ' 

S2f.  Vt  aotem  nexam  huius  ieriei  cum  numeris 
y?  i,  &c.  oftendamus,  confideremus  icriera  fupra 
tractam : . . ’ , 

' »r  • 


r ** 
a fin  — T 
n 


n n — m «+ia  2»—»»  2«  + « ^n—m 

PonatUTo  mzzi  a — k,  erkque 
»■ 


-&C, 


2 n cof  - T 
a 

I. 


__  ^ : ^ 

a—ik  n + 2k  ^n—zk  3» + 2^  <in—zk'^ 

Sit  — mx,  fcu  kitzznx.  erit 
a 


&C. 


JT  - • *• 

— fec.  X =: 

*s  VK—Znx  »T+2«X 


3«r-2»x 


— -&C. 


fec.x=- 


2 


■fcu  ■ 

2 2 


X-2X^  X+2X  3T-2X  3r+2jr^5r-2X 

'_4»’ 4.3»-  , 4-  5*  4-y»^ 


fcc.x=-rT”--^'  r 

X "4X*  sx*— . 


4X»  5x»-4xx  2j»»-4xx  45x*-4xx 


'&C. 

•&c. 


n 
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(i  nunc  (Inguli  termini  in  .feries  conamantor , fiet : 
fec.^=  ^ 

T V 3 S ■ 7 9 ^ 

&c. 

quarum  ferierum  loco  fl  valores  fhpra  aflignad  fubfH- 
xuantur,  prodibit  eadem  feries  pro  fecante,  quam  de- 
dimus. " 

22^.  Hinc  fimul  patet  lex,  qua  numeri  a, 
y,  &c.  quibus  /ummae  poteftatum  imparium  confU- 
tuuntur,  procedunt.  Cum  enim  Hc 


- 1 y 4,  ^ 

KC.xZZ — 

COfjr  1.2  ...  1. 2.3.4  1.2. ..6 

necelTe  eft  vt  haec  feries  aequalis  fit  fea£liom 


t&c. 


.rx 


+ 


1.2  1.2.3. 4 1.2...^  - I.2...8 

aequalitate  ergo  confUmta  het  i ==1::=: 
S Y 9 * 

« _j_  JL  x»H i — x«H X®-*- 

, 1.2  1. 2.3.4  • 1-2. -.6 


&c. 


1.2  ...  8 


a 

1.2 


S 


i 

1. 2.1.2  1.2.1... 4 1.2.1...$ 
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1 2 1 £ 

1. 2.3.4  1...4. 1.2  i...  4.1... 4 

o ' 


I • • • * ^ 


I • • • • X «2 

a 


vnde  fequuntur  hae  aequationes ; 


&c. 

5cc. 

&c. 


2.1 

- - ■ m 

■ ' ' 9 

1.2 

_ 

4"3  « 

4.  3.  2.1 

1.2 

1. 2.3.4 

6.$ 

6.3.4.  3 

_y__ 

1.2. 3.4 

8.7.  5 

1.2 

1.2. 3,4 

e-{- 


y-H 

&C. 


t . 
8 . 


s 


8.. 


8 


Ex  hisque  formulis  inuenti  funt  iftanun  litterarum  va- 
lores,  quos  in  §.  224.  exhibuimus;  & quorum  ope  fura- 
mae  ferierum  in  hac  'forma  contentarum , 

i-i — ^-f-^ — H — - — &c 

fi  n fuerit  numerus  impar  > exprimi  poflunc. 


Zzz 


CA- 


Djpitiz^  by  Googie 


14« 


CAPUT  IX. 

DE  VSU  CALCULI  DIFFEREN- 

TIALIS  IN  AE(lUATIO  NIBUS 
RESOLVENDIS. 


227. 

ConfHturionem  aequationum  ad  fun£Honum  rationem 
reduci  pofle  fupra  iam  latis  oftenfum  eft.  Deno- 
tet-enim  y funftionem  quamcunque  ipfius  x,  fi  pona- 
tur j n:  o , in  hac  forma  omnes  omnino  aequationes  fini- 
tae fiue  fint  algabraicac  fiue  transcendentes  comprehen- 
duntur. Aequatio  autem  yzno  refolui  dickur,  fi  is  ip- 
fius  X valor  definiatur,  qui  in  fundHone  y fubftitutus, 
pflm  afiu  nihilo  aequalem  reddat.  Plerumque  autem 
plures  eiusmodi  valores  pro  x dantur , qui  aequationis 
y~o  radices  vocantur.  Si  igitur  ponamus  numeros 
/,5',  /t,  *>  &c.  effe  radices  aequationis  >~o,  funftio 
y ita  erit  comparata,  vt  fi  in  ea  loco  x vel  /,  vel  gi 
vel  ii,  &c.  fubftituatur,  fiat  reuera  y — o. 

• 

228.  Quoniam  igitur  fimfHo  y euanefeit,  fi  in  ea 
loco  x ponatur/,  feu  x-\-(J—x)  ^ exiftente  / radice 
aequationis  y~o-,  erit  per  ea,  quae  fupra  de  fun£Ho- 
nibus  demonftrauimus : 


<J—x)dy 

dx 


(J~xydJy 
. zdx* 


, (f-xyd^y 
^ 6dx^ 


-4--  Scc. 


ex 


# 
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tx  qua  aequatione  valor  radicis  / ita  definitor,  vt  qoic- 
quid  pro  x fuerit  pofitatn,  indeque  valores  quandtatom 

&c  Cibftitud,  iemper  refultct  wquatio  ve* 


nim  vabrem  ipfius  / exhibens.  Quo  hoc  clarius  per- 
cipiatur, ponamus  effe  ^ =r  x*  — 2x*  3 x — 4 ; erit 

a=3"-4^-t-5i  * «55='- 


■ Quibus  valoribus  fubftitutis  orimr: 
o rr  x3  — 2 X» -+- 3 X — x)  (3XX— 4X-1- 3) 

4- (/-^)*(3  H- (/-• «^)* 


ieu  multiplicationibus  afhi  inllitutis : 

P — 3/  — 4 = o 

oritur  fcilicet  aequatio  fimilis  ipfi  propolkae,  quae  prop* 
‘cerea  easdem  continet  radices. 


129.  Quanquam  autem  hoc  modo  ad  nouam  ae- 
quationem non  perucnitur,  ex  qua  valor  radicis  / feci» 
lius  definiri  queat;  tamen  hinc  ingentia  fiibfidia  ad  in- 
ventionem radicum  deduci  poflunt.  Si  enim  pro  x as- 
fumtus  fuerit  valor  iam  proxime  ad  quampiam  radicem 
aequationis  accedens,  ita  vt  f—x  fit  quantitas  valde  par- 
va, tum  tennini  aequationis : 

di ' TH' * 

vehementer  conuergent,  haneque  ob  caufam  non  mul- 
tum a veritate  aberrabitur,  fi  praeter  binos  terminos  ini- 

Z z z 2 tia- 


CAPUT  J2L 


^48 

fiales  reliqui  rciicianmr.  Erit  ergo  fi  pfo  x iam  valor 
cuipiam  aequationis  y — o radici  prope  aequalis  fuerit 

afllimtus,  proxime  o—y  -i- — feu /zrrjr— , 

ex  qua  formula  etfi  non  verus,  tamen  admodum  pro> 
pinquus  radicis  / valor  reperietur , qui  deinceps  denuo 
loco  fubftitutus,  multo  adhuc  propiorem  valorem  pro 
/ fuppeditabit ; ficque  continuo  propius  ad  verum  radi- 
cis / valorem  accedetur. 


230.  Hinc  igitur  primum  radices  omnium  digni- 
tatum ex  quibuscunque  numeris  extrahi  poflunt.  Sit 
enim  propofitus  numerus  ex  quo  radicem  po- 

tcftatis  n extrahi  oponeat.  Ponatur  jt»  — feu 
X»  — rt" — -^~o,  vt  fit  — <«■ — ^ j crii 

iy  _ , Jdy  „»(»-■)  _ , d^y  • 


d.x 


2dx^ 


1.2 


6dx^' 


&C. 


1.  2.  3 


Hinc  fi  radix  quaefita  ponatur  rr/,  vtfit 


erit : 

o — x"—a--i-\-/t(f—x)x»-t  I (f-xyx»-*-\-8cc. 

Si  igitur  pro  x iam  fiatuatur  numerus  ad  valorem  radi- 
cis quaefitae  / prope  accedens^  quod  fiet  ponendo 
X zz:  a , fi  quidem  ^ fit  numerus’  tam  paruus , vt 
erit  h~na»-^(J—a)  proxime,  idco- 

que  /— valor  radicis  muko  pro- 
pius 


! 
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phi$  cognofcetur.  Sin  autem  adhuc  tertium  terminum 
olTumere  velimus,  vt  fit 


h~n  a"-'  (J—a)  • 


a*-»  (J-a)*  , fiet 

ideoqw 


I 


«(o— l)/I* 


/= 


(«— 2)a-f-V (aa— 1-  a(«— i)  i:»a*-*) 

» I 


Quare  ope  extraSionis  radicis  quadratae  valor  radicis  / 
adhuc  propius  reperietur. 


EXEMPLDWr.  * 

Quaeramus  radicem  quadratam  ex  numero  quacunque  c, 
fou  fit  XX  — • c ~ y. 


Ponatur  ergo  munerus  radici  proximus  rra,  & h—c-a/ty 
ob  aa-\-  b — Cy  Sc  quia  eft  «zra,  fiet  prior  formula 

, , c—aa  c+aa  . ^ 

/n:a-f- ~ , altera  vero  dat  fz:zvc.  quae 

efi  ip(k  radix  quaefita.  Cum  igitur  fit  proxime  radix 
~ ~~  > hic  ipfc  valor  pro  a feribatur,  eritque  propius 


ra£x 


- ff— |— 5aaf-f-fl<  , 

•4a(c—^—aa) 


Sit  v^i  gratia  c — 5 i 


erit  ex  priori  formula  fzz  ~~lr  ^ . 

Zzz  3 


Ponatwei^  arra; 

erit 
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erit/=:*,i5;  nunc  ponatur  /ir=a,ay;  fiet /—1,13^111, 
ftatuatur  porro  <11:^3,236111,  erit  /rza, 2360679,  qui 
valor  iam  minime  a vero  difcrepac. 

231.  Simili  autem  modo  radix  cuuiscunque  aequatio* 


nis  inueairi  potefi  proxime  ope  aequationis  , 


poftquam  fcilicet  pro  x aflumtus  fuerit  valor  parum  a 
quapiam  aequationis  radice  diferepans.  Ad  huiusmodi 
vero  valorem  pro  x inueniendum,  fubftituantur  fuccefliue 
pro  X varii  valores,  inter  eosque  is  eligatur,  qui  fime* 
tionis  y minimum  hoc  eft  cyphrae  proximum  valorem 
indicat.  Sic  fi  fit  y~x^  — 2 xx  -1-  3 x — 4 , 


pofito ^ x~o  fit  y~ 4 


~ I . . . y zr:*—  2 
xzzi  . . . yzz-i-2 

vnde  videmus  radicem  contineri  inter  valores  i & a, 

ipfiusar.  Cum  argo  fit  ^zz3xx — 42-H-3>  habe- 

bitiH*  pro  radice  f aequationis  x* -txx-^-^x—^zzo 
inuenienda  haec  aequatio : 

(•»”* ax2r-|-3jr 4) 

- 3^^  — 4^3  * 

Sit  ergo  jr  i ; fiet  /“  i a.  Nunc  ponatur 


/•  /•  2 12 

arrza,  fiet /=a — y=y. 


Sit  ergo  jr  zr  y • 


erit 
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j. ti  104  28H  , . 

ent  /zr rri,^J3*  Si  vltenus  pro- 

7 1701  1701  ^ 

gredi  velimus,  logarithmis  commodius  vtemur. 

Ponatur  ergo  eritque 

/x  mo, 2182729  j X rr  iy6$^ooo 

/jr»Z=;o, 4365458  I JT*—  2,732409 

=0,6548 187  i 4>  516671 

=4,516673 


3^  = 4)  9 59000 

S>, 475673  3Jrjr4-3=:ii,  197227 

aJrjr-l-4  ~ 9, 4648 1 8 4x  ~ 6,612000 

num.  0,010855  den.~  4,585227 
/num.rr:  8,0356298 

/den.  n:o, 661 3608  x~  1,653000 

/firaft.  7,3742690  ; fra^ozz  0,002367 

/=  2,650633 

qui  valor  iam  proxime  ad  verum  accedit. 

232.  Qtiores  autem  approximationes  ex  generali 
cxprcffione  deducere  poterimus.  Cum  enim  pofita  func- 
done  quacunque  jymo  , (1  radix  huius  aequadonis  fuerit 
x~f,  inuenerimus  efle : 


(f-x)dy 


(f-xyj^y 


-f-&c. 


0—7-4-  ^ , (f-xy 

°—y-^  dx  ^ 2Jx*  ^ 6Jx» 

fit  f-x—Zy  ita  vt  fit  radix  fznx^^z,  atque  ponatur 

dy dp  dq  dr 

dx-P'^  ^=7;  ^ = r;  ^=r;  ent: 

, , z^q  z^r  z*t  z^t 

0 _ J/ 4- 4- — H- -H — -h  — -i- &c. 
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in  qua  aequatione  fumto  pro  a-  valore  quocunqne,  ex  quo 
(imul  y,  />,  r,  s,  &c.  decenninantur,  inueniri  debet 
quandcas  2,  qua  inuenca  habebitur  aequationis  propoiuae 
yzzoy  radix  f—x  -4-  2 . In  id  ergo  eft  incumbendum, 
vt  quam  commodidime  ex  hac  aequatione  valor  incognitae 
2 eruatur. 


233.  Fingatur  pro  2 feries  conuergens  haec: 

2 ■ - A — B — I — C — D — ^ ^ &c. 

atque  fa£Ia  fubftitutione  erit: 

y — y 

/>2  A p B p -4“  C p -4—  D p "4—  — f-  &c, 

AB^— 4— AC^—|— AD^“4“  &c. 
“4— T BB^  H~  B C ^ &c. 

fA*r-HA»Br-KA»0-+-&c. 

H-4AB'r-h  &c. 
i^A^/-l-iA^Bx4- &c, 

&C. 

Vndc  obtinentur  Icquentes  aequationes: 


A z= 
B = 
C = 
D = 


2 

p 


yjl 

2/>3 

jiV 

a/>*  6p^ 

8/>^  I2p* 


24P^ 


\ 

&C. 

ideo- 
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sn 


, ideoque  erit: 

p a/*  2p*  ~ 6p*  %p^  i2p^  34/»* 


EXEMPLUM. 

Sit  propofita  haec  aequatio  ^*-f-ax — a Z^o. 

. I 

Erit  ergo  ^ zz  X*  -f-  2x  — 3 ; 

i=P-S‘'-h^ 

t 

^ r -zz.  fiojr* 
dx 

dr 

-j-  zz  t zznox  occ. 

, dx 

Ponatur  autem  nunc  xzzi,  quia  hic  valor  parum  a ra- 
dice discrepat , erit ; . 

jizzi;  / = 7;  f = 2o;  rzz6o;  szzi2o. 
vnde  fiet : 


t IO 


200 


IO 


y.  1000 


yoo 


fcu  a zz 


7*  7* 

&c.  eritque 


7*  7‘‘  7’’ 

I 10  130  1745 

7 7*  '7*  7^ 

ergo  a zz  - 0,1 8 , & radix  / zz  o,  ga,  qui  valor  fi 
denuo  loco  x fubfUtucretur,  prodiret  radix  maxime  ve- 
rae propinqua. 

‘ ■ A a aa  * “ 334. 
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234.  Inuenimos  ergo  feriem  tofinitain,  quaecaim* 
vis  aequationis  radicem  exprimit : ea  autem  hoc  laborat 
inoommodo  vc  tum  lex  progrelHonis  non  pateat , tum 
ipfa  nimis  (it  perplexa  atque  ad  vfum  non  fatis  accom- 
modata. Alio  igitur  modo  idem  negotium  fulcipiamus, 
feriemque  magis  regularem  inueitigemus , cuiuscunque 
aequationis  propoHtae  radicem  exprimentem. 


Sit  vt  ante  propolTta  aequatio  y~o,  exiftente  y func- 
tione quacunque  ipfius  x ; & quaeftio  huc  redit,  vt  va- 
lor  ipfius  X definiatur,  qui  loco  x fubftitutus  funaionem 
y reddat  nihilo  aequalem.  Cum  autem  y fit  fun£Ho  ip- 
fius  X,  vicifiim  x tanquam  funftio  fpeaari  poterit  ipfius 
y,  atque  hac  confideratione  adhibita  quaerendus  efi  va- 
lor  ipfius  fiinftionis  x,  quem  induit , cum  quantitas  y 
euanelcit.  Si  igitur  / ponatur  defignare  ifium  ipfius  x 
valorem,  qui  erit  radix  aequationis  y — o^  quoniam  x 
obit  in  /,  fi  llatuatur  y^o,  erit  per  ea  quae  fupra  fune 
demonftrata : 


f—  X — &c 

dy  idy^  6dy^  2^dy* 

in  qua  aequatione  Hatuitur  diHerentiale  dy  coidbns.  Si 

igitur  ponatur: 


dx  dp  -dq  dr 

dy  ^ ’ dy  ^ ^ dy  ’ dy  ’ 


&C. 


erit  his  valoribus  introductis,  vt  confiderado  diflkentia- 
tis  conlhntis  exuatur: 

X 

_ry^  -H xjf’  — - 

2 

»35- 


f—x-p-^Lqy*-Lry^-^^sy* 


ty^  -1-  &C, 
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agf.  Tributo  ei^  ipfi  x quocunque  valore,  fimul 
valores  ipfius  atque  quantitatum  p,  t,  &c.  de- 
terminabuntur; hisque  inuentis  habebitur  feries  infinita 
valorem  radicis  / exprimens.  Sin  aatem  aequatio  ^rro 
plures  admittat  radices,  tum  eae  prodibunt,  fi  pro  x di- 
verfi  valores  aiTumantur : quia  enim  y eundem  valorem 
induere  poteft,  etiamfi  ipfi  x diuerfi  valores  tribuantur, 
mirum  non  eft  eandem  feriem  faepenumero  plures  valo- 
res fuppeditarc  pofTe.  Quo  igitur  his  cafibus  ambigui- 
tas tollatur,  fimulque  feries  conuergens  reddatur,  pro  x 
alTumi  debet  valor  iam  prope  ad  valorem  eius  radicis, 
quae  quaeritur,  accedens.  Hoc  enim  modo  valor  ipfius 
y fiet  admodum  paruus,  ferieique  termini  vehementer 
decrefeent,  ita  vt  paucis  terminis  fumendis  iam  fetis  ius- 
tus  valor  pro  / inueniotur.  Hic  igitur  valor  fi  deinceps 
loco  X fubfHtuatur,  quantitas  y multo  minor  euadet,  fe- 
riesque  multo  magis  conuerget ; hocque  modo  fiadm 
radix  / tam  exaOre  innotefeet,  vt  error  futurus  fit  mi- 
nimus. Hineque  fumma  huius  exprefiionis  praerogatiua 
prae  ea,  quam  ante  elicueramus,  manifefeo  perfpicitur. 


i 36.  Ponamus  extrahendam  efle  radicem  potefla- 
^ » ex  numero  quocunque  N.  Sumta  igitur  proxima 
ipbcefeate  exponentis  »,  numerus  propofitus  facile  refol- 
vetur  in  hanc  formam  Erit  ergo^ 

• ^ — a" — vnde  fit: 


A a a a 2 


dy  “ 


( 
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C»"0/ 

a;r*  ’ dy  “ nnx^~* 

1 _ il~r~  C”-0(^”-“0 

^ nnx^  ’ </> 

. _ (»-iX2»-iX3»-i>*^.  fi,  ._  (ff-iXa»-0(3«“0 

^r— 7 « '— -. 

&c. 

Ponatur  nunc  xzziza,  critque  yz^i—i^  atque  radix 
quaefita  hoc  naodo  exprimetur: 

i (n-‘i)hi 

na"-*  n.2n.a*"-*~^  n.in.  jn.  at"-* 

(g-i)(a»~»)(3»-i)^* 

n.2i7,  3».  4» 

ficque  prodit  eadem  feries,  quae  vulgo  per  cuoludonem 
binomii  erui  folet. 


8cc. 


237,  Poftquam  ergo  in  a£hiali  extrafKonc  radix 
* proxime  vera  a fuerit  inuenta,  fimulque  refiduum  t fue- 
rit repertum,  tum  ad  radicem  infuper  addi  oportet  va- 

. loreji  frafUonis  — ~ propius  vera  radix  oba- 

N - ^ 

neatur.  Erit  autem  /i*-‘  “ , ob 

a 

At  vero  hoc  modo  radix  iufto  maior  inuenietur,  quo- 
niam tertius  terminus  fubtrahi  debet.  Quo  igitur  per 

^ui- 
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ditiinonem  refidfii  h radix  multo  propius  ad  verum  ac- 
cedens inueniatur  idoneus  diuifbr  debet  inueitigari , qui 
fingatur  cfle  -f-  ab  -f-  Qbb  -J-  yb^  -f-  &c. 

Cum  igitur  debe'at  efTe : 

b ‘ 

—j— &c.  ' 

_ {ti-i^bb  (n-iXzn-t)b^ 

&c. 


fiet  multiplicatione  per 

inflituta:  b r~r~"  b 

in-i)bb  _ (g-tX2»-iX3«-0^*  , « 

•“  »»<»•  '•  6a*ff**  ' a^lPaV*  • 


ab^ 

8«»-« 


6a*ff**  ' 


»«■ 


aa®/7>* 


yb* 
a«"-* 

Hinc  deducuntur  fequentes  determinationes : 

^ ■ a — I 

2/1 

g — C”"0*  ' (a-i)Caa..i)  _____  (a-i)Ca+i) 
ana"  ,ffaa"‘+-»  i2aa”+i 

(a-i)g .(a-iXaa^i)« 

^ a aa»  ' 6nna*" 


fcu  ’ y 


(axT)^a-^I) 

”*  348a 


(a>.i)(aa..i)C3a-.i) 
- a4B»^a"H-i 


Frac- 
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FraSio  ergo  ad  radicem  iam  inuentani  a infiiper  a^ 
dcnda  crk:  h ' 


na^ 


(^i)b {nn-i)bb  (nn-i)b*  - 

lana""*-* 


a 3 8.  Qaod  fi  ergo  radix  quadrata  extrahi  debeat  ex 
numero  N,  atque  inuenta  iam  fit  radix  proxima  —a, 
cum  refiduo  rr  ^ , ad  radicem  inuentam  infupcr  add 
debet  quotus,  qui  oritur,  fi  refiduum  b diuidatur  per 

ia-\-  — — — H — — ^ Sin  autem  radix  cu- 


‘ 2/f  iSa^ 

bica  extrahi  debeat,  tum  refiduum  b diuidi  debet  per 

— &c.  quarum  formularum 
vfum  in  his  exemplis  declarabimus. 

" m • 

EXEMPLUM  'I.  _ 

Extrahatur  radix  quadrata  ax  pumePe  200. 
Ponatur  N ==  200,  & cum  proximum  quadratum  fit  195, 
erit  « = 14,  & refiduum  b — /^^  quod  propterea  diuidi 

debeb&per  28 

ergo  diuifor  =r  2 8,i42i3y>  per  quem  fi  4 diuid^r,  ol^ 
tinebitur  fraSio  decknalis  ad  14  _adden^,  quae  iufta  erit 
ad  IO  figuras  & vitra.  “ ' 

EXEMPLUM  H. . 1 1 r 

Extrahatur  radix  cubica- ex  numero  Nrrrro. 
Proximus  cubus  eft  8,  & refiduqiaj:;:La^Ynde  4=; 
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& i— ii  aeqoc  diuifor  Ii -4-1 - — ^,9444. 

j o 

Quare  radix  cubica  quacfita  erit  proxime 

t*3  10000 

13,9444  64722’’ 

339.  Series  pro  radice  inuenta  edam  confiderari  po* 
tefi  canquam  recurrens  orta  ex  quapiam  fia£tione,  hoc  enim 
modo  pJures  termini  feriei  ad  multo  pauciores,  quinumera- 
torem  & denominatorem  fraflionis  coniHtuant,  reuocabun- 
tur.  Sic  leoi  attendone  adhibita  peri^icietur  fore  proxime : 


(a-\-hy~a* 


C«+0 


2 


atque  adhuc  propius 


— «• * H ?. 

3 < 13 

Simili  modo  plures  terminos  introducendo  fra£Hones 
adhuc  accuradores  obtineri  polTunt : 

(fl-4— ■ ' ' /I*. 

is  li_ ^3)  C”+3X”+0 

3 IO  ‘ 120 

2 10  - 120  ^ 

Quin  edam  huiusmodi  forma  generalis'  exhiberi  potefl^ 
ad  quam  commode  exprimendi  ‘ - 
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i.  vn 


2 (2«-l) 

C—  (”-a)C”+»-a)  g 

3 (2«»— 2) 

(w-3)(«+w-3)  ^ 

4 (2»*-3) 

&C. 


I.  1m 

, (w-i)(g-«»-i-0  gj 

2 (2W— 1) 
(»/-2)(«->»i-2) 

3 (2«-2)  ^ 


(2«- 3)  ,1 

&c. 

His  autem  valonbus  determinatis  erit : 

^ &c. 

240.  Si  igitur  hic  pro  n fiibftituatur  numerus  fic- 
tus, ifhe  formulae  ad  extrafHonem  radicuOi  apprime  erunt 
accommodatae.  Sic  fi  radix  quaecunque^  poteftatis  » ex- 
trahi debeat  ex  forma  a»-\-b  ^ fequentes  formulae  in 
vfum  vocari  poflunt: 


- , 2*«" 

/7. 


(»+i)^  - 


2«/i"  — j— («— • j;  i ' ; . ' 

(a^-^bY=.a.  ^ 1 yg-l- 1 W 

Sin  autem  ponatur  vt  fit  «"iiiN — b\ 

■ ■ erit : ' ' 

2»N (n+i)^ 
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241.  Formola  igitur  generalis  pro  radice  cuiusque 
aequationis  inuenienda  in  aequationibus,  quae  ex  pluribus 
terminis  conftant,  eundem  praeftat  vliim,  quem  folita  re-- 
gula  binomii  ad  refolutionem  aequationum  purarum  x":zze 
afferre  folet,  at^ue  adeo  hoc  cafu  in  regulam  illam  ipfam 
abit.  Sin  autem  aequatio  luerit  alfe£la  vel  etiam  transcen- 
dens, expreflio  nodra  generalis  femper  aequali  fucceflli  iii 
vfum  vocatur,  feriemque  praebet  infinitam,  quae  valorem 
radicis  exhibet.  Quamobrem  cum  in  hoc  negotio  fum- 
ma  vis  iftius  formulae  generalis  confidat,  eius  vfum  hic  ali- 
quanto fufius  odendamus.  Sit  igitur  propofica  haec  aequa- 
tio alfefla  tribus  terminis  condans : . 

x”  cx  : N, 

denotantibus  r & N quantitates  quascunque  datas. 
Ponatur  erit  dy~(>ix"-*-{-c)dXf 

hkicque  fiet  pz=  > tum  ed  - 


^ (ax"~* 

Simili  modo  ob 


«(n-X^x^-^dx 


f)»  > 

.—  ^9.  __  </r 

^ ^ **  An. 


&c.  reperietur ; 


n*  cx"-l 

«♦(a-lX2«-iX3«-lX4«-»>'*^»-«’(»-iX»-2X2»-lX29*-n)f;rJ»-f 
, ^ &C* 

r , \ ' B b b b Qui- 
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Qiubus  vabribos  inuends,  erit  aequadonis  propofitae  radix 

y— _ i 4- ^ — /j*  &C. 

quicquid  enim  pro  x fubftituatur , vndc  fimul  litterae 
yi  Pt  9 valores  determinatos  induunt,  fumma 
jTeriei  aequabitur  valori  vnius  radicis.  , 

■ EXEMPLUM  I. 

Sit  propofita  haec  aequatio  x*  •+•  ax  ~ 2,  , 

Erit  f“2,  N~2,  & n~  3,  atque 

Ponatur  ;rr=i,  eritjft=i,  & 

&C.  atque  aequationis  radix  erit: 

/=* — ^ — p — &c.  — 0,770751.  . 
Ponatur  nunc  jr— 0,77, '&  quk  eft  jfZrx^^-aAr-a  j 
^ — rzz9xxp^^\ap^ atque 

inr- 2i6oji»x*4-7ao;j^x  j habebitur  logarithmis  ad- 
hibendis : 

' /x 


9,88^4907 

Ix^—  5,7729814 
Ix^zz  9,6594721 


X = o,  77 
x*z=  0,5929 
x3=  o,45«533 

3X  = 1,54 


. x*-f-2x  =:  1,996533 
Elrgo  y =;-o,oo3467 


l-y 
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^y—  7.J399538;  3^-*^+2=:  3,7787 

tpzz  9, 4226575;  /(3X4T+2)=  0,5773424  i 

f-py^  6,9626113;  -'py^  0,000917511  • 

//*=  8,2679725 

/xr=  9,8864907  ■ . . ^ 

/3  = .0,4771213 

<>•=5,0799076 

l-\qyy—  3,7*14922  -1?»=:  0,000000514. 

Ergo  radbc  /=  0,770916997,  quae  vix  in  vkii^ 
figura  a vero  aberrabit.  ^ 

EXEMPLUM  II. 

Sit  propofita  aequatio  x^  — 2 XX-I-4X  = 8. 
Ponatur  y—x*-2xx^-4x-%^  erit 

j,—  * </;>_-  3xx-fi 

^ 4(*^-r+i)  ’ dx~~  4(x3-x4-i_)* 

2ijr<-iaxx-3 

f i6C-r*— ar+i)*  ’ dx  i6(r*— x+i)*  ^ 

2 ijr^— 3 
r“ Src 

ex  quU>us  erit  ra^ix  aequationis  propofitae : 

f—x ^ (7^*-4-r24i)>3  _ 

4(jr3-2r+Q  32(jr*-.jr+i)»  I28(x*-x+i)* 

Oportet  ergo  ipfi  x idoneum  valorem  tribui,  quo  feries 
ifta  fiat  conuei^ens.  Primum  autem  per/picuum  cft,  fi 
• B b b b 2 ipli 
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f«4 

ipfi  X tribueretur  talis’ valor,  quo  fieret?" 
tum  omnes  feriei  terminos  praeter  primum  enadl^  in> 
finitos,  neque  adeo  exinde  quicquam>  concludi  poife. 
Conuenk  ergo  ipfi  x eiusmodi  valorem  afi^;nare , quo 
& jr  fiat  exiguum  & x^  — x -f-  i non  admodum 


paruum. 


Sit  X — 


ent  j = — 5, 


& 


4 i6  64 


, . . . 5 

vbi  cum  tres  termim  — 

4 


cof^^rmoe 

V - 

y 


cum  progreflione  geometrica,  cuius  fimuiia.eft  1 ertt'  ' 
circiter  ftz.  — . Statuamus  ergo  = erit 


& 'ar® 

< t 


vnde  fit: 
407  -■ 


&C.  Zi  ty.SX.  '»t 


64  256.525 

y>'  - Ponatiff  mme  xr=i,6i;  crittj:  .. 

/.r  =0,20682^9 


0,41365181 

0,6204777 

0,8273036 

/r7=  8,4016934 

~0>55i8502 

7,849843* 


•l 


X = 1,61  fit 

x*=:  2,59*1  a;- 

x3=-  4,173281'**,;?’^  . 

«,7.89^ 
jBIv  hinc 

y =-OyO»S2I7’;  - . 

* = *5«3a»fcS.y 

X /4  = 
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IX. 


J«S 


0,0017634 


3a-jv—  1=6,776j 


/5?=7,t^78T4 

* sy**  \ 

/(3Jrx-0==O, 8309926 
/j*=:  6,803  3 868 
7, 6343754 
•:  /»^zr  r,6?5S5c6 

5,9788288 
/32^:1,2(341106 

4,7747088 

Ergo  /z:  1,61176^32.  • ' 

^ .•  242.  Mctb<^(ias,vjbaeo,4n^  radicas  2eija9rio* 

aum  proxiqie , aeque  patet  aid  quanotates,  transcend^o.-; 
tes.  Quaeramus  numerum  ' x , ‘cuiuV  logauthmus  ex 
quocunque  canone  (lefomtus  ad  ipfum  numerum  datam 
habeat  rationem  vc  i ad  aojue  habebitur  ifta  aequa!- 
do  X — aJx^zo:  fit  autem  i modulus  horum  lo- 
garithmorum,  ita  vt  ifti  logarithmi  obtineantur,  fi  To^- 

rithmi  hyperbolici  mulriplicentur  per  i,  erit 

Ponatur  ergo  x — s/xmrj!,  fitque  / valor  ipfius  x 

quaefitus,  qui  reddat  xzz:‘«/x.'  Cum  igitur  fit 

, , . . ’ kndx  " dxCx.-kn') 

nlx^  ent  tf V ::  «X— r: — ^ 


y—x 
& 


kndx 


y —P^—T~  5 vnde  ,a(p=:,  ^ ^ 
dy  x-kn  , 


ergo 


dp  — knx  ikmxdx^k*H^dx 

Ty  — ^ —{x-knf^^  / *c7 . C-T.-T»)* 

dj^_  kjtxi^n)  ' 

dy-''’~-  {x^kny  ^ 
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/=r. 


X—  kn 


Quare  fiet : 

k«xyy.  knxy^(2x-\-kn) 

i(x-kny  6(x-TI^5s 

Infra  autem  ofiendemus  hoc  problema  folutionem  non  ad- 
mittere, nifi  fit 'it»  >r,  exiftente  e numero  cuius  logarith- 
mus  hyperbolicus  eft  = i,  feu  debet  ede  3,7162818. 

EXEMPLUM.-  * 

Quaeratur  mmerus  praeter  10 , cuius  logarithmus  tabu- 
laris aequetur  decimae  parti  ipfius  ttumeri. 

^ Quia  de  logarithmis  tabularibus  quaeftio  inlKmitur, 
erit  ' i r::: 0,43429448 19052 5;  atque  ob  »:=:  10  hW- 
bitur  4,3429448190325.  Fafto  iam  xzzij  erit 

_&C. 

ficque  proxime  erit /3: 1,37.  Statuatur, ergo 

erit  /x  — 0,136720567156406,  & ob  7~x-r-io/x, 

. ' ' - ■ o ‘ * 

«nt  7—0,00279432843503,  & 

^ X -i- jt»zr  2,9729448 1903 25.  Fite  ergo 

/jrn  6, 1367205 
/7^7,4462773  ' ■■  ■ , 

. , 7»5829978  : .•  f- 

/(*«-x)  =0,4731866 


X,  10981 12 

-I 

« » vCi*  *■•'  " ' * 1 - “t”  ‘ ■»-*  ^ \ 


De- 
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. Deinde  cum  /it  tertiis  terminus  

^ ' z{x--ktty  zQc^lmy  x-^k» 

erit:  •.  , 

r ^xy  ..  “ - ' 

'i:s=7.>°»8«n 

, _ h =■  7,446277? 

Ika  — 0,6377842  ' 

■ • ■ ‘ . “5,1938527  . . 

• ==  0,9463732 


4,2474995  ' ■ • 

Vi' 0,301  o3x>o  , 

/tert.  term.  3,9464695  , 

I.  term.  x ~ 1,37 
n.  term.  0,00123769 
IU.  term.^  ;;r "0,00000088  < * 

— -V  f ' 

/=  2,37128857 

^ ^/=  0,137128857' 

243.  _ Si  aequatio  fuerit  exponeptialis,  ea  ad  loga- 
rithmicam  reduci  poterit ; ita  ii  quaeratur  valor  ipfius 
jr,  vt  fit  -x»  =:  X,-  erit  xlx  — la.  Quare  pofito 
y — — /«,  fiet  dy  ~ ixlx  -4-  dx  ^ 

' * ' T,-r-  Tumqm 

%»  d*4  •.  3 

^f  = 


\ 
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' . Rr  ^P. “ * 

/ jr(H-/x)*  * dy  ^ jr(i+i[r)* 


dx 


3 dx 


xx{i-\-lxy  *'<I+Ar)*  ’ ‘deoque 


drZZ 


— a dx 


Todx 


t<id» 


x»(i+/r)«  x»(i+i^)*  €>^0 


— 2 


IO 


ly 


& 


jf- 


* x*(^i-^ixy  x^ii-k-txy  x^^ifixy  » 

1 I 40  ■ i£^_  

x*{i^lxy  ^ x*(}  fZr)'  ^2T^(i  -f/jr)»  ~ jr«(i  +4r)» 

- 24  ijS  700  12S0  * 94J 

* x*(it4r)'  x*(iflx)*  x^(tflx)’  ar*(i+;ir)“* 

Hinc  ergo  II  verus,  valor  ipfius  jt  fit  “/,  ka  vt  fic 
ff  z:z  n \ erit 

y yy  '7’  ' - • ^y*  ?y* 

7— r-rr^-  


£_ - iJL. 

(ifi!*-)  2x(if/xy  2xx(i-{-lxy  %x^(\-\-/xy  8>f'*0+/-r)» 

■ y^  ' fy*  7y* 


&Ct 


y*... 

■ ~ y*' 

'Zl  \ T.Z  • ^OX\f}-^txy 

Haec 
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Haec  et*go  expreflio  in  infinitum  continuata,  quicunqne  va- 
lor  pro  X ftatuatur,  fumto  yzzx Ix  — la  verum  ipfius  f 
dabit  valorcm.  Sic  fi  ponatur  jc  — i,  erit  y — — /a,  & 
/=  I ^2s(hy  - 

, a 3 8 ij  ■”  144 

vbi  notandum  eft  elTe  /a  logarithmum  hyperbolicum 
ipfius  a. 

EXEMPLUM. 

Quaeratur  numerus  f,  vt  Jit  ” xoo. 

Cum  fit  /izzioo,  & y~xlx—la—xlx—liQOy  quia 
patet  efle  />3  & -<4>  ftamatur 

x = eritque  /a-m, 25276296849 
ar/jr=4, 38467034972 

. ..  7100=4,60517018599 

o,  22049983  627 
1-I-/JP =2, 2 5276296849 

Hinc  erit  logarithmis  vulgaribus  adhibendis : 

l~y—  9,3434083 
/(i+/4t)=  0,3^27156 

8, 9906927 ; = 0,0978797 

/>»=  8,6868166 
3 /(1  +/r)  =:  1,0581468 

= 7,6286698 
/22r  = /7rr  0,8450980 

6,7835718  = 0,0006075 

Ergo  proxime  erit  /=3;  5972722 
(equendbus  vero  imuper  terminis 

fumdseric  /=3,5972852 
Cc  cc 
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344.  Praeterea  autem  calculus  diflerentialis  in%< 
nem  habet  vfum  in  refolutione  aequationum,  fi  quaepiam 
relatio,  quae  inter  radices  intercedit,  fuerit  agnita.  Sk 
propofita  aequatio  y — o,  in  qua  fit  y funffio  quaecun” 
que  ipfius  x.  Si  iam  verbi  gratia  conflet,  duas  huius 
aequatiom's  radices  inter  fe  differre  quantitate  data  hae 
duae  radices  hicile  inucnientur  fequenti  modo.  • De> 
notet  X harum  duarum  radicum  minorem,  erit  maior 
— quare  cum  fundiio  y ebanefcat,  fi  x fignifi* 

cet  vnam  ex  radicibus  aequationis  y — o,  euanelcet  quo^ 
que  y,  fi  loco  x ponatur  Quocirca  erit: 


, aJy  . g*Jdy  , „ 

o=y-\--^-{-  &C. 


idx* 


g^d^y 


Vnde  cum  fit  yzzo  erit  quoque 


o 


. dy  , addy 
""  dx  2dx* 


a^d*y 

24dx* 


&C. 


quae  duae  aequationes  fimul  fumtae  per  methodii ''eli- 
minationis'dabunt  valorem  illius  radicis  x'^  quam  alia  ra- 
dix fuperat  quantitate  ' ' 

„i;  .r  V-  . \ •»< 

E X B M » L U M.,*'*^*  • “ ' 

Sit  propojita  haec  aequatio 
X*  a4j:^ -1- 49Jrjr 36  ~o, 


quam  undecunque  confiet,  habere  duas  radices  imitate 

differentes.  ’'"  ; . 

* Pofito 


j 
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Po/ito  y — x^  — 24X*  -f- 49 XX  — 35  erit : 

dy 

— = SX* 7aar*-4-98Jr 


S7I 


dx 

ddy 

idx* 

lll. 

6dx^ 

_d*y 

2t^dx* 
d ^ y 


“ 10X3 


•Tr-J-Z  = XOX* 


• 72  X 

34 


49 


= %* 


\iodx* 

Jam  ob  a — X erit : 

A . . . jx*-f-iox» — 63x»-4-3ix^2fir:o.  A‘t^ 
B . . . X*  24X3— )— 49XX 35  “O. 


Multiplicetur  fuperior  per  x & inferior  per  5,  alte* 
raque  ab  aitcra  fubtrada  relinquet : 

iox^H-58x3 — ai4x»-h2(yx-)-i8o  = 0 feu 

C. ..  S'*"*-+-25X3  — I07X*-f-I3X-t-90  — o 

a qua  prima  A fubtra£^  relinquet ; 

D . . . i9x^  — 45X»  — i8x  -f-  64  — o 

D. 5X  . . . 95  x+ —.22  5x3  — 90X* -I-320X  — 0 

••A.19 . . 91^* -4- 190.*^* U78X* -4-5893'  + 494 rro 


E . 415x3 io88x»-+-259x  + 494— o 

D. 415 • 7885*3— i8ff75x»—747ox+26j4o—o 

E.  I» 7885**— ao47»x*"-4-5iii*^+938tf=o 

i 

F 3997**— wj8w+i7i74rro 

Cccca  D.247 
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D. 247  ....  4^93^^ iiiiyx» — 444ff2-'4-ry8o8r:o 

E.  32  . . . I328ojt3 34816 jr*-l-86o8.r-|-ij8o8=:o 

85872r® 2 370iJ:*-4-i3054r:z:  o 

G 8587-*‘* 2370iJr-f-i3oy4rzo 

F. 8y87  • • • 17*48239-*‘*— Jo80330472r-4-i47473i38=o 

G. 1997  • . • i7I48239J^*— 47330897*' -H26068838  no 

60702 150X — 121404300^0 
Ex  qua  aequadone  fequitur  x :=  2 , 
ac  ptx)pterea  quoque  radix  aequadonis  erit  x = 3 , quo* 
rum  vcerque  valor  aequadonis  iadsfacit. 

24J.  Potcft  autem  haec  operado  abfolui  fine  fubfi- 
dio  calculi  differendalis , propterea  quod  eadem  aequa* 
do,  quam  calculus  differendalis  fuppeditauit,  prodit  fi  in 
ipft  aequadone  propofita  ponatur  x-\-a  loco  x.  Cete- 
rum vero  haec  methodus  eliminandi  nimium  eft  ope- 
rofa,  &,  fi  aequationes  eflm  aldoris  gradus,  labor  pe- 
nitus foret  infuperabilis ; ex  quo  multo  minus  in  ^na- 
tionibus transcendentibus  locum  habere  potefi.  Quod  fi 
autem  ponamus  duas  aequadonis  propofitae  jy  n o radi- 
ces inter  fe  efle  aequales,  tumob  «no,  aequatio  difie- 

rendalis  abit  in  hanc  ^ n o . Quodes  ei^o  quaepiam 

aequado  7 rr  o -habuerit  duas  radices  aequales , toties 

erit  ^ n o ; atque  hae  duae  aequadones  coniun£fae 

praebebunt  eum  ipfius  x valorein',  cui 'binae  radices  funt 

aequa- 
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aeqnales.  Vnde  viciam  (i  ambae  aequationes  o & 

^ ~o  communem  habeant  radicem , ea  erit  radix  du* 
ix 

plex  aequationis  jy  ~ o.  Euenit  autem  hoc,  fi  poftquam 

3|uantitas  x ope  duarum  ifiarum  aequationum  yzz.o  8c 

■^zzo  penitus  fuerit  eliminata,  perueniatur  ad  aequatio- 
nem identicam.  Sic  fi  proponatur  aequatio : 

AT*  2 XX 4 AT  -f-  8 — 0 

erit  quoque  satat— 4ac—4~o,  cuius  duplum  adeam  addi- 
tum dat  at^-4-4a:at — i2at~o  fcu  xr-4-4Ar— xa~o 
cuius  triplum  cft  ^xx-^i2x~ — 3^— o 
. fubirahatur  ’ 3ArAr~  4at  — — 4—0 

x6at — 33  “o 

X 3—0 

Cum  ergo  prodierit  = 2 , fubftituatur  hic  valor  in  vna 
praecedentium  ^xx — 4at — 4—o,  & prodibit  aequatio 
identica  12  — 8 — vnde  coU^tur  aequationem 
propofitam  x^ — 2xx — i4AT-f-8— o duas  habere  radi- 
ces aequales,  nempe  2. 

r a ^6,  \ Si  igitur,  habeatur  aequatio  a%ebraica.  quot- 
cunque  dimenfionum : ^ 

AT"  -h  Aat -f  - BAT*-a-f-C4f»-;» -f-  f-4 &C,=  o 

quae  duas  habeat  radices  inter  fc  aequales,  erit  quoque 

-f-  &c.  o.  jji,.,';  r-:  v 
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Scilicet  illius  aequationis  radix  duplex  ftnul  erit  radix 
ilKus  aequationis.  Multiplicetur  illa  per  « , ab  eaque 
haec  per  x multiplicata  fubtrahatur,  prodibitque  haec 
noua  aequatio : 

aBjr»-* -4-  3Cjr"-l  -f-  4Djr—4 -f- &c.  o. 
Nunc  addantur  prima  per  a & haec  per  t multiplicata 

erit : 

quae  aequatio  cum  ipla  propofita  coniun£b  monftrabit 
radices  aequales,  fi  quas  habet  propofita.  Cum  igitur 
quantitates  n 8c  b pro  lubitu  aflumi  queant,  coefficien- 
tes  rt,  0-4-2^,  &c.  progreflionem  quamcunque 

arithmeticam  repraefentant.  Quamobrem  fi  aequatio 
quaecunque  habeat  duas  radices  aequales,  eae  inuenien* 
tur,  fi  finguli  aequationis  propofitae  termini  multiplicen- 
tur per  terminos  cuiusuis  progrefllonis  arithmeticae  re- 
ipe^iiue ; noua  enim  aequatio  hoc  modo  refultans  eam 
radicem,  quae  in  propofita  bis  inefi,  quoque, continebit. 
Sic  aequatio : 

Ax»-*-4-Bx"-»  -4-Cjr»Tj-f-Djr»-4-J-&c.  ~o 
fi  eius  termini  niiultiplicentur  per-  progreflionem  arith- 
meticam hanc: 

a;  «4-^;  «-+-3^;  «-+-4^;  &c. 

prodibit  noua  aequatio  haec : 

rtjr«4_(<,+i)Ax—H-(/i-|-2i)Bjf»'*-H'»+3^)0->+&c.=:o 

quae  cum  illa  coniunfta  radices  aequales  oftendet.  Hacc- 
que  eft  regula  fatis  cognita  inuemendi  radices  aequales 
cuiuscunque  aequationis.'  - 

347. 


, .J 
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347,  Si  aequatio  jr  = o tres  habeat  radices  aequa- 


les non  folum  erit 


— o,  fed  etiam  erit  — 


quidem  pro  x ftatuatur  eius  radicis  valor , quae'  in  ae- 
quatione ^ o ter  ineft.  Ad  hoc  oflendendum  pona- 
mus aequationem  y~o  tres  habere  radices  huiusmodi 
4T,  x-\-a^  & quae  primum  interuallis  finitis  a & 

i a fe  inuicem  diferepent ; & quia  y eua^eicit,  fi  loco  x 
tam  x-i-/;,  quam  feribatur,  erit: 

y ■ , ; o 

€dx^f ' ■ a4dx* 


ttdy  ^ n^ddy 
dx  2dx»  ■ 


4- 


- . "i; 

■occ.:=o 


dx 


h*ddy 


2dx* 


+ 


'h^d^y  h*d*y  - - 


a quibus  binis  pofterioribus  fi  prima  fubtrahatur  erit: 


dy  , ad4y  , n*d^y 


^d*y 


&C.  zr  O 


dx  ' idx^  ' 6dx^  ' A^dx* 

dx~^  2</x>  6dx3  24dx*  ° 

Subtrahantur  quoque  hae  a fe  inuicem,  diuifioneque  per 
* — - h fa£bi  erit  ^ . > • 


ddy  j‘  {a-4h^d>y  (M^db-\-hV)i*y 


-f-  &c.  = o . 


2dx*~^  s 6<&*  1.;  a^dx* 

Ponatur  iam  /»zzo  & irzro,'  fta  vt  tres  iDae  radices  in- 
ter fe  fint  aequales,  eritque  ob  terminos  euanefeentes : 

' ■*'  '■  jj..'-  I •' ' 


^y  — 

dx'^^'^ 


& 


ddy' ^ 

dx»: 
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lis  Ili  — o,  eam  in  aequatione  bis  inefle  de- 


24i.  Quoties  ergo  aequatio  — o,  tres  habent  ra- 
dices aequales  puta  /,/,/,  tum  ifta  quantitas  / erit 

quoque  radix  non  iolum  huius  aequationis  ^ = 

etiam  huius  “ o-  Hinc  manifellum  eft,  cum  / (k 

radix  communis  aequationis  ^ = o , & eius  differentia- 
ddy 

dx*  * ^ </•*• 

bere,  per  ea  quae  ^te  de  binis  radicibus  aequalibus  os- 
tendimus. Qj^e  fi  aequatio: 

Bx»*-*  -H  Cx"-J  -+-  Dx»-4  -1-  &c.  =:  o 

tres  contineat  radices  aequales  /,  /,  /,  fi  eius  termini 
per  terminos  progreflionis  arithmeticae  cuiusuis  multipli- 
centur, tum  aequatio  refultans  binas  habebit  radices  ae- 
quales •/&/:  quamobrem  ea  denuuJ)er*progrcffionem 
arithmeticam  quamcunque  multM||ilMK{iMefit  ( ^ pro- 
deat ae^tk)  eandem  radicem  / iMPiei  ^Sj^pleOcnS. , Ob- 
rinehiinmr  ergo  tres  aequariontf  * collAnunem  radicem 
/ habentes,  ex  quarum  eombkUM^^IpK  ipla  ra^x  &- 
cile  elicietur.  S enim^eitismodi  jprogrefliones  anthme- 
meticae  eligantur,  ^iMBrum  vel  primus  vel  vltimus  termi- 
nus fit  zr  ^Tnhi  aequatio  prodibit  vno  gradu  inferior, 
ficque  diminado  eo  &cilior  euadet. 

149.  Simili  modo  oftendetur,  fi  aequatio  yzzo  qua- 

tuor  habeat  radices  aequales  /,  /,  /,  /,  tumpofito  xzzf 

non 
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dy  ddy 

non folum  fieri  jy  zzo,  ^“o,  & j~—Oy  fed  edam 
d^  y 

fore  ~ o.  Scilicet  vri  aequatio  y — o quater  con- 
tinet radicem  x—f\  ita  aequatio  ^ eandem  radicem 

ddy t . d^y 

ter ; aequatio  vero  — o bis  , & aequano  — ° 

femel  compleftetur.  Hoc  quoque  facilius  perfpicietur, 
fi  perpendamus  funftionem  y hoc  cafu  huiusmodi  for- 
mam habere  debere,  denotante  x fundiionem 

quamcunque  ipfius  x.  Hac  forma  alTumta  erit  : 

ideoque  per  (jr-/)> 

diuifibilis.  Similiter  porro  habebit  fadforem 

(/3  y 

& — favorem  x-f\  ex  quo  perfpicuum  eft,  fi  radix 
jr“/  in  aequatione  jynro  quater  infit,  eam  in  aequa- 
tione  ^ = o wr,  m aequauone  ^ = o bis,  atque  in 


d^y 


— o femel  adhuc  inelTe  debere. 


\ 


Dddd 


CA- 
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CAPUT  X. 

DE  MAXIMIS  ET  MINIMIS. 

250. 

Si  fun£lio  ipHus  x ita  fuerit  comparata,  vt  crefcentibos 
valoribus  x ipfa  continuo  crefcat  vel  dccrcfcat,  tum 
ifta  fun^o  nullum  habebit  valorem  maximum  minimum- 
ve.  Quicunque  enim  huius  fun£Honis  valor  confidere- 
tur,  (equentes  erunt  maiores,  praecedentes  vero  minores. 
Huiusmodi  funftio  eft  cuius  valor  crefeentibus 

X continuo  crefeit,  dccrefcentibus  vero  x,  continuo  de- 
crefeit ; maximum  ergo  haec  fun£Ho  valorem  alium  in- 
duere nequit,  nifi  ipfi  x valor  maximas,  hoc  eft  infini- 
tus tribuatur ; fimilique  modo  minimum  obtinebit  valo- 
rem , fi  ponatur  x — ~ui.  Nifi  autem  funftio  ita  fue- 
rit comparata , vt  crefcente  x continuo  crefeat  decres- 
catue,  maximum  vel  minimum  alicubi  habebit,  valorem ; 
hoc  eft  eiusmodi  valorem,  qui  fit  ‘vel  iriaTof  vel  minor, 
quam  antecedentes  & fequentes.  Sic  ifta  funefio  xx^ 
2jf-|-3  minimum  valorem  induit,  fi  ponatur  -v  — r,  qui- 
cunque enim  alius  valor  ipfi  tribuatur,  perpetuo  func- 
tio maiorem  adipilcecur  valorem. 

ayi.  Quo  -autem  natura  maximorum  ac  minimo- 
rum clarius  perfpiciatur,  ponamus  y eiusmodi  efle  func- 
tionem ipfius  X , quae  maximum  obtineat  valorem , fi 
ponatur  xrr/;  atque  intelligitur,  fi  x ponatur  fiue  ma- 
ius 
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ias  fiae  minas  qaam  /,  tum  valorem  ipHus  y inde  ori- 
undum minorem  fore  illo,  quem  induit  H ponatur  x—/. 
Simili  modo,  fi  pofito  x—f,  funftio  jy  minimum  obti- 
neat valorem,  neccfle  eft  vt,  fiue  x ponatur  maius  quam 
/ fiue  minus,  femper  maior  ipfius  y valor  refultet:  haec- 
que  efi  definitio  maximorum  & minimorum  abfolucorum. 
Praeterea  autem  quoque  funaio  y maximum  valorem 
recipere  dicimr  pofito  verbi  grada  x ~/,  dummodo  ifte 
valor  maior  fuerit  quam  proximi  fiue  fequentes  fiue  an- 
tecedentes, qui  oriuntur,  fi  x aliquandllum  fiue  maius  fiue 
minus  quam  / ftatuatur ; etiamfi  aliis  valoribus  loco  x fub- 
fiitucndis  functio  y maiores  forte  valores  recipiat.  Similiter 
funftio  y minimum  valorem  recipere  dicitur  pofito  xz^f, 
dummodo  ille  valor  minor  fuerit  iis,  quos  induit,  fi  loco 
X valores  proxime  fiue  maiores  fiue  minores  quam  / 
fubftituancur.  Atque  in  hac  pofteriori  fignificadone  iflis 
maximorum  & minimorum  vocabulis  vtemur. 

252.  Antequam  autem  modum  oflendamus  haec 
maxima  & minima  inueniendi,  notari  conuenit  hanc  in- 
veftigationem  proprie  in  iis  tantum  ipfius  x funftionibus 
locum  habere,  quas  fupra  vniformes  vocauimus,  & quae 
funt  ita  comparatae,  vt  pro  fingulis  ipfius  x valoribus  fin- 
gulos  pariter  valores  recipiat.  Biformes  autem  & mul- 
tiformes funftiones  vocauimus,  quae  pro  fingulis  valori- 
bus ipfius  X binos  pluresue  valores  inducunt,  cuiusmodi 
fiinftiones  funt  radices  aequadonum  quadradearum  & plu- 
rium dimenfionum.  Si  igitur  y huiusmodi  fuerit  fune- 
do  ipfius  X vel  biformis  vel  muldformis , tum  proprie 

O d d d a dici 
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dici  nequit,  eam  pofito  x—f  valorcm  fiue  maximum 
fiuc  minimum  induere  : quoniam  enim  pofito  x — / vd 
duos  pluresue  vaiores  fimul  obtinet,  atque  praecedentes 
aeque  ac  fequentes  fint  numero  plures , diiudicado  ma- 
ximi minimiue  non  tam  facile  inflituitur:  nifi  forte  om- 
nes fundionis  y vaiores , qui  fingulis  ipfius  x valoribus 
refpondent,  fint  imaginarii  praeter  vnum ; quo  cafu  hu- 
iusmodi  funfliones  fpeciem  fundionum  vnifonnium  men- 
tiuntur. Primum  ergo  fundiones  vniformes  harumque 
Ipeciem  mentientes  contemplabimur,  tum  vero  quomo- 
do iudicium  ad  multiformes  accommodari  debeat,  indi- 
cabimus. 


aj3*  Sit  igitur  y funOio  ipfius  x vniformis,  quae 
propterea,  quicunque  valor  pro  x fubftituatur,  femper 
/ vnum  recipiat  valorcm  rcalem , denotetque  x eum  va- 
lorcm, qui  funftioni  y maximum  minimumue  valorcm 
inducat.  Priori  ergo  cafu , fiue  loco  x fubftituatur  - 
ar-l-tt  fiue  X — a,  valor  ipfius  y minor  erit,  quam 
fi  a zz:  o , pofteriori  vero  cafu  maior.  Cum  igitur 
pofito  X -1-  a loco  X fimftio  y abeat  in 


aJy 

17 


a*ddy 

idx* 


at  pofito  X — « loco  X in 


ady 

7x 


y — TXT  -t-  —jrr 


a^ddy 

idx* 


6dx3  -1-«'^- 


ne- 
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necefle  e(l  vt  ca(u  maximi  iit 
aJy  a^ddy  ^ a^d^y 


-jZ:  —jZT 


dx 

. 

y>}—-37-^ 


2dx* 

a^ddy 


6dx^ 

tk^d^y 


4-  &C.  & 


&C. 


2</x®  6dx^ 

In  cafu  autem , quo  valor  ipfius  y fit  minimus  erit ; 

-t-  g^jr  -+-  «c. 


a^ddy 

idx* 


r-^  —4—  &C. 

6</x3 


'3t4.  Quoniam  haec  euenire  debent,  fi  a denotet 
quantitatem  minimam,  fiatuamus  a tam  panium,  vt  eius 
potefiates  altiores  reiici  queant ; debebitque  tam 'pro  cafu 

maximi  quam  minimi  efle  Nifi  enim 

effet  n:  o , neque  valor  ipfius  y maximus  neque  mini- 
mus efle  polTet.  Hinc  tam  pro  maximis  quam  pro  mi- 
nimis  inuefhgandis  haec  habetur  regula  communis,  vt 
differcntialc  propofitae  y nihilo  aequale  ponatur,  eritque 
ille  ipfius  X valor,  qui  fun^onem  reddit  vel  maximam 
vel  minimam,  radix  iftius  aequationis.  Vtrum  vero  va- 
lor hoc  modo  inuentus  ipfius  y futurus  fit  maximus  an 
minimus , incertum  relinquitur  ; quin  etiam  fieri  po- 
teft,  vt  neque  maximum  neque  minimum  fit  futurum: 

tantum  enim  inuenimus  vtroque  cafu  fore  ^~o,  ne- 

dx  - . 


Dd  dd  i 


que 
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que  viciflim  affirmauimus,  quoties  fit  o,  toties  quo- 
que valorem  pro  y prodire  vel  maximum  vel  minimum. 

2jj,  Interim  tamen  ad  cafus,  quibus  valor  ipfius  y 
vel  maximus  vel  minimus  euadat inueftigandos  haec 
prima  operatio  infiituenda  efi , vt  difierentiale  iun^onis 

propofitae  nihilo  aequetur,  atque  ex  aequatione  o 

omnes  ipfius  x valores  eliciantur.  Quibus  inuentis  de- 
inceps difpicicndum  erit , vtnim  iis  fun£tio  y maximiun 
induat  valorem , an  minimum  , an  neumim  ? 
mus  enim  fieri  pofle,  vt  neque  maximum  neque  mini- 
mum locum  habeat , etiamfi  fit  o.  . • Sit  / valor 

• I * * > 

fcu  vnus  ex  valoribus  ipfius  x^  quem  obtinet  ex  aequa- 
doae  ^ = o,  hicque  valor  fubftituacur  in  exprelfionibus 

&c-  fiwque  h«  fubftieudone 

d^1  d*y  ' ‘ ^ 

rz  r &c.  Abeat  autem  ninaio  ipfii  y 

pofito  / loco  X in  F,  atque  fi  |oj»,  x ponatur 

ifta  fun£tio  abibit  > , 

F -4- 1 “l-  — 

2 ° *4  -ii.i 

fin  autem  loco  x ponatur  f—  « prodibit . . -u 

F -4-  — a*a  ^ 4 H-  — «♦»•  — &Ci 

a ^ , 24 

’ vnde 
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vndc  patet,  fi  p fuerit  quantitas  affirmadua,  vtrumquc 
valorem  maiorem  fore  quam  F,  faltem  fi  « quantitatem 
valde  paruam  denotet , ac  propterea  valorem  F , quem 
fiin^o  y induit  pofito  x~fy  fore  minimum.  Sin  au- 
tem p fit  quantitas  negatiua,  tum  valor  fiinflioni 
y inducet  valorem  maximum. 

a 5 5.  Quodfi  autem  fuerit  p — O^  tum  fpeftari  de- 
bet valor  ipfius  q,  qui  fi  non  fuerit  ~o,  valor  ipfius  y 
neque  maximus  erit  neque  minimus ; nam  pofito  x zr 

/-f-a  erit  F-+--^a’^>F  & pofito  x'zlf—n  erit 

O 

F — 4 <;  F.  Sin  autem  quoque  fuerit  f “ o , ad 

O 

quantitatem  r erit  refpiciendum , quae  fi  habuerit  valo- 
rem affirmatiuum  valor  funftionis  F,  quem  recipit  po- 
fito erit  minimum;  fin  autem  r habeat  valorem 

negatiuum,  erit;  F maximum.  At  fi  quoque  r euanes- 
cat  iudicium  ex  fequentis  litterae  x valore  erit  petendum, 
quod  fimile  erit  illi,  quod  ex  littera  f fbrmauimus.  Sci- 
licet fi  X non  fuerit  ~ o , funftio  F neque  maximum 
erit  neque  minimum;  fin  autem  fit  quoque  xrro,  tum 
fequens  littera  t,  fi  habeat  valorem  affirmatiuum  indica- 
bit minimum,  fin  autem  habeat  valorem  negatiuum,  in- 
dicabit maximum.  Verum  fi  & haec  littera  t euanes- 
cat,  tum  in  iufficando  vlterius  efl  procedendum  eodem 
prdrfus  modo,  quo  in  cafibus  praecedentibus  fumus  vfi. 

Sicque  de  qualibet  radice  aequationis  indagabi- 

tur, vtrum  funftioni  y inducat  valorem  maximum  an 

mini- 
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minimum,  an  neutram^  atque  hoc  modo  omnia  maxi' 
ma  & minima,  quae  quidem  functio  y recipere  poceft, 
inueniencur. 

as 7.  Si  ergo  aequatio  ° duas  radices  habeat 
aequales,  ita  vt  fa£lorem  habeat  quadratum  (x — •/)*f 

m U V 

tum  pK)fito  X— /fimul  ■—  euanefeet,  eritque  p — Oy 

non  autem  q.  Hoc  ergo  cafu  fun3io  y neque  maxi* 
mum  neque  minimum  valorem  induet.  Sin  autem  ae* 

quatio  ^ “ o tres  radices  habeat  aequales  , feu  ^ 

fa£h)rem  cubicum  (x — /)*,  tum  pofito  x— /,  fiet 

d^  — ° * "0"  «“^em  Hiuus  ergo 

termini  valor  fi  fuerit  affirmatiuus  indicabit  minimum, 
fin  negatiuus,  maximum.  Judicium  ergo  ante  explica- 
tum huc  redit , vt  fi  exprefiio  ^ faflorem  habuerit 

(x— /)■,  exifiente  » numero  impari,  fiinftio  jy,  fi  in  ea 
ponatur  x“/,  valorem  fit  acceptura  vel  maximum  vel 
minimum  ; fin  autem  exponens  « fuerit  numerus  par, 
tum  fubftitutio  x ~f  neque  maximum  neque  minimum 
valorem  producat. 

2;  8.  Deinde  inuentio  maximi  ac  minimi  iaepenume- 
ro  non  mediocriter  adiuuahitur  fequentibus  confideradoni- 
bus.  Quibus  fcilicct  cafibus  flinftio  y fit  maximum  vel  mi- 
nimum, iisdem  cafibus  fiet  quoduis  eius  muldplum  ay,(i 

I . qui- 
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qtiitkm  n fiiertt  quandcas  affirmadua,  itemqae  y\  y^,  jr^, 
&c.  atque  generaliter  tiy",  fi  quidem  » fuerit  numerus 
aftirmatiuus  impar,  pariter  maximum  vel  minimum;  quo 
niam  huiusmodi  formulae  ita  funt  comparatae,  vt  cres- 
cente y crefcant,  & dccrefceme  y decrelcant.  Quibus 
autem  cafibus  fit  y maximum  vel  minimum,  iisdem  ca- 
fibus  — y , — ay  , b — ay , & generaliter  b — ay* 
exiftente  n numero  affirmariuo  impari,  fiet  ordine  in- 
vcrfo  vel  minimum  vel  maximpm.  Similiter  quibus  ca- 
fibus y fit  maximum  vel  minimum,  iisdem  cafibus  for- 


mulae hac  y , ^ ^ ^ generaliter  -^±b,  deno 

tante  a quandtatem  affirmaduam  & a numerum  afiirma- 
duum  imparem , fient  inuerfo  ordine  vel  minimum  vel 
maximum ; fin  autem  a fuerit  quantitas  negadua , turp 
iftae  formulae  maximum  impetrabunt  valorem,  (i  y fue- 
rit maximum,  & minimum,  fi  > fit  minimum. 


a 59.  Ad  potcftates  autem  pares  haec  non  item  tra- 
duci pofTunt : quoniam  enim , fi  y valores  recipit  nega- 
riuos,  eius  potefiates  pares  y*,  y*,  8zc.  valores  affirmari- 
vos  inducunt,  fieri  potefi,  vt  dum  jy  minimum  valorem 
negaduum  fcilicet  recipit,  eius  p>oteftates  pares  fiant  ma- 
xima. Huius  igitur  conditionis  ratione  habita  affirmare 
poterimus,  fi  y fuerit  maximum  vel  minimum,  exiftente 
eius  valorc  affirmariuo,  tum  eius  poteftates  pares  j»*,  y*, 
&c.  quoque  fore  maxima  vel  minima.  Sin  autem  valor 
ipfius  y negatiuus  fuerit  maximum,  tum  eius  quadratum 
yy  accepturum  efle  valorem  minimum,  & contra  fi  valor 

E e ce  ipfius 
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ipfius  y negatinus  minimmn,  ram  >•,  jy*,  &c.  fore  ma- 
ximum. (^odfi  vero  exponentes  ipfius  y f»res  fuerint 
negatiui,  tum  contrarium  eueniet.  Ceterum  quae  hic 
de  exponentibus  paribus  & imparibus  annotauimus,  ea 
non  fblum  pro  numeris  integris  valent,  fed  etiam  pro 
fradHs,  quorum  denominatores  funt  numeri  impares;  in 

hoc  enim  negotio  fratliones  — , — , — , — , — , &c. 

33355’ 


numeris  imparibus, 
ris  paribus  aequiualent. 


4 

5’ 


6 

7’ 


&c.  -nume- 


260.  Sin  autem  denominatores  fuerint  numeri  pa- 
res , tum , quoniam  fi  y negatiuum  habet  valorem , eius 

X 3 

potefiatcs  jv’  ; ; &c.  fiunt  imaginariae ; hoc  tantum  de 

iis  affirmari  poterit,  fi  valor  ipfius  y affirmatiuus  fuerit 

maximum  vel  minimum,  tum  quoque  5 ; &c. 

fore  pariter  vel  maxima  vel  minima ; contra  autem 
— * —i  —5- 

y * > 7 ' j y * i minima  vel  maxima.  Quia  autem 
haec  irrationalia  fimul  geminos  valores  habent , alterum 
affirmatiuum  , alterum  negatiuum  , de  negatiuis  contra- 
rium erit  tenendum , quod  hic  de  affirmatiuis  diximus. 
Sin  autem  valor  ipfius  y negatiuus  euadat  maximum  vel 
minimum , tum  quia  huiusmodi  potefiates  omnes  fiunt 
imaginariae,  neque  maximis  neque  minimis  annumerari 
poterunt.  His  igitur  fubfidiis  inuefiigatio  maximi  & mi- 
nimi faepe  admodum  reddetur  facilis,  quae  alias  futura  elTet 
vehementer  difficilis. 

■’*  36l. 
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atfr.  Quoniam  haec  proprie  ad  fonEHones  rationa- 
les, quippe  quae  fune  folac  uniformes,  pertinent,  primum 
flindiones  integras  euoluamus,  atque  maxima  minimaque 
quae  in  ipfis  occurrunt  indagemus.  Cum  igitur  huius- 
modi  fun^iones  ad  hanc  formam  referantur: 

jf*  -|-  -f-  Cx"-i  -4-  &C. 

primum  patet  earum  valorem  maiorem  fieri  non  pofle, 
quam  fi  ponatur  x—ca',  tum  vero  fi  xzt^—ca  valor 
huius  formulae  prodit  ~vt",  fi  ,»  fit  numerus  par,  at 
— V5"  fi  » fit  numerus  impar,  q’ui  propterea  valor  erit 
omnium  minimus.  Dantur  autem  praeterea  faepe  alia 
maxima  & minima  eo  fenfu,  quem  his  vocibus  attribui- 
mus, quae  (equentibus  exemplis  illufirabimus. 


EXEMPLUM  I. 

Imenire  valores  ipjius  x,  /[uibus  haec  fun6iio  (x — a)» 
fit  maximum  wl  minimum. 


Pofito  (jf — erit 


quo 


dy 


pofito  — o,  fiet  xzna.  Cum  igitur  ^ fafforem  ha- 
beat (x—a)"-',  ex  §.  157.  intelligitur  y maximum  mi- 
nimumue  efle  non  pofie,  nifi  fit  » — i numerus  impar, 
Icu  » numerus  par.  Quia  autem  dum  fit 

^ = — 0 (« — a)  ....  I 

hoc  eft  numerus  affirmatiuus,  fequitur,  valorem  ipfius  y 
pofit(^  = tf  proditurum  efle  minimiun.  Quod  quidem 
^Eecea’  faci- 


'fl 


I 
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facile  patet ; nam  pofito  xrrtffitj»~6;  & fi  x pona- 
tur vel  maius  vel  minus  quam  a,  oh  n numerum  parem, 
accipiet  y volorem  politiuum  hoc  ell  nihilo  maiorem;  (in 
autem  n fuerit  numerus  impar,  tum  funfHo  jy  — (j!--»)» 
neque  maximum  neque  minimum  admittit.  Perfpicutnn 
autem  porro  cft  hoc  idem  valere , fi  » fuerit  numerus 

frafhis  fiue  impar  fiue  par.  Scilicet  (jr-«)  ''  fiet  pofito 
x~  a minimum , fi  y.  fuerit  numerus  par  & » impar ; 
fin  autem  vterque  fuerit  impar,  neque  maximum  dabitur 
neque  minimum. 


EXEMPLUM  II. 

Imunire  cafus  quibus  volor  huius  formulae  xx  + jx+a 
fit  maximum  vel  minimum. 

Ponatnr  xx erit 

Statuatur  ergo  2jt-»-3“o,  fiet  xirr-i;  qui  cafus  vtrum 
maximum  an  minimum  producat,  cog^ofeetur  ex  valore 

, qui  cum  fit  affirmatiuus,  quicquid  fit  x^  indi- 
cat mimmum.  Pofito  autem  x— -4  fit  y:r:-},  & fi 
alii  quicunque  valores  ipfi  x tribuantur,  valor  ipfius  y in- 
de oriundus  perpetuo  maior  erit  quam  Ex  natura 

quoque  ipfius  formulae  xx-}~sx~\-2  perfpicirar,  eam  mi- 
nimum valorem  habere  debere;  nam  cum  in  infinitum 
excrefeat  fiue  ponatur  x ~-4-  w fiue  xzrz—cn,  necefle 
efi,  vt  quispiam  valor  ipfius  x ipfi  y omuium  minimam 

quandtatem  inducat.  _ . ^ 

P exem- 


I 
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E.  X E M P L U M III. 

Inueitirt  cafusy  quilms  exprejpo  haec  x* — axx-f-bx— c 
maximum  minimumue  vakrem  accipit. 

Pofito  fj  erit  ^xx-iax-^b 


2JX*  — ^ 

Jy 


a; 


r 

6Jx^ 


• 2ax 


’ :ir  o ; erit  x rr: 


Sf^atuatur  ergo 

___  3^) 


cx  qao  intelligitor,  nifi  fit  aa'^  formulam  propofitam 
neque  maximum  neque  minimum  efle  habituram.  Sin 
autem  fit  aa  > 3^,  duobus  cafibus  fit  maximum  vel  mini- 
mum. Hinc  vero  oritur  ~diV'(/M-3^),  vnde  intel- 

ligitur  nifi  fit  aa"zz^hy  valorem  jt— — 

reddere  formulam  yzzx^ — axx-\-hx—~c  mini. 

mam , alterum  vero  x zr  maximam. 

....  3 

Quanti  autem  futuri  ifti  fint  fpfius  y valores  , cum  fit 
^xx feu  X* Taxx-{~\bx  — oi 

tXTt  y-^-iaxx-^^bx-c  &ob  \axx—~x  + — ~o.  fit 

9 9 

y = } {■ih-aay-^ 

, ab  - 2 , t/b  2 1 

-H-— Cj  fiue  y — r_| (aa—^by. 

vbi  fignura  fuperius  valet  pro  minimo , inferius  autem 

%ec 


c 3 


pro 
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pro  maximo.  Reftat  ei^go  cafus  quo  in  quo 

cum  fiat  ^ rr  o,  fequens  vero  termmus  ~ r, 

non  fit  rr:o,  fequitur  hoc  cafu  formulam  propolium  ne- 
que maximum  neque  minimum  elTe  recepturam. 


EXEMPLUM. 


IV. 


Imenire  cafus  quibus  haec  fundio  ipfius  x ; 
— 8x’  -h  22X*  — 24X  -4-  12 
fit  maximum  vel  miuimum. 

Pofito  y:zix^  — 8-v^“4-224:* — 24X- ' 


X2;  erit 


^ — 4Jf^  24X»  -H  44^ 24 


_i  4, 


2i 


Statuatur  nunc  ^:z:4’*‘* 


— 24 X*  -4-  44X  ——  24  “ p 

feu  j^3  — 6x*  -}-  I IX  — 6 — 0,  orientur  tres  valores 
reales  pro  x ; I.  x “ i ; H.  — 2 ; III.  a-~  3.  Ex  pri- 
mo valorc  fit  — 4 , ideoque  pofito  x z=:  i - funftio 
2 ox® 

propofita  fit  minimum.  . Ex  fteundo  valore  x ~ 2 fit 


-2,  ideoque  funCHo  propofiu  maximum.  Ex 

- di 

tertio  valore  x ~ 3 “t  ~ 
propofita  iterum  minimum, 


io  valore  x=i:3  fit  ideoque  fiinaio 

. ..  2oX 


EXEM- 


Digiti^ed.by  C TS.  >o^Ie 


-r 


I 


I 


t AP  V T 
EXEMPLUM  V. 

Propojitafit  haec  ftmlHo  y=x*  — 5x^-|-yx®^-i,  quae^ 
quibus  cafihus  fiat  maximum  minimumue 
quaeritur. 

r~ 

Cum  fit  ^ = 2ox3-+-r  jxa-,  formetur  aequatio 

4x3-f-3jrjr=;=o,  cuius radices  funt  I. &U.  x~o; 
III.  4:  zn  I ; IV.  jrzr  3.  Quoniam  prima  & fecunda  ra- 
dices funt  aequales,  ex  iis  neque  maximum  neque  mini- 
mum fequitur,  fit  enim  ^=0,  at  non  euanefcit. 

Tertia  radix  autem  jrm,  ob  =:iox3— 3o;r*-j-i5:r 

ddy 

praebet  =-j,  hocque  ergo  cafu  funQio  fit  maxi- 
mum. Ex  quarta  radice  x — 3 fit  ideo- 

que  fun^o  propofita  minimum. 


%r 


« 


EXEMPLUM  VT. 

Inuenire  cafus  quibus  haec  formula 
y — iox« — I2X*  -l-iyx*  — 20x3  -1-20 
• fit  maximum  vel  minimum. 

Erit  ergo  ~~6ox^  — 6ojf^ -j— Soj:^ — Sox^^  ^ 
dJy 

— y — 4X3  -I- 3 2r»  — ^x.  Formetur  aequa- 

jr+-f-x3  xxrzo,  quae  cum  in  faftores 
res  relbluta  fit  •*'*(x— i)(xx-|— i):zzo,  duas  habet  ra- 
dices 
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dices  aequales  ;»r“o,  & praeterea  radicein  'X—i , duas* 
que  infuper  ex  jrA-l-i~o  imaginarias.  Cum  igitur 
binae  radices  aequales  x o neque  maximum  lieque 
minimum  exhibeant,  tantum  confidei^da  fupereft  radix 

:r  = I , ex  qua  fit  ~ 2 , cuius  valor  aflinnatiuus 

indicat  minimum- 

2€i.  Determinatio  ergo  maximorum  & minimo* 
rum  pendet  a radicibus  aequationis  differendalis 

cuius  poteftas  fumma,  cum  fit  vno  gradii  inferior  qufun 
in  ipfa  funSione  propofita  y,  fi  quidem  haec  fuerit  func- 
tio rationalis  integra';  manifeftum  eft  fi  in  genere  pro- 
ponatur haec  funftio ; 

eius  maxima  & minkna  determinari  per  radices  huius 
aequationis:  ^ . 

ff  («-0  Ax»->-K»-2)Rr»-J-l-C«-3)Cjr»-^+  &c.?=>o. 

, Ponamus  huius  aequationis  radices  reales  fecundum  or- 

* dinem  quantitatis  diipofitas  efle  y,  t,  &c.  ita  vt 

a fit  maxima  S <a,  y Apprimo  quidem  fi 

hae  radices  omnes  jfuerint.  ina^ualcs,  vnaquaeque  for- 
mulae propofitae  y inducet  valorem  maximum  vel  mim- 
mum ; totque  idcirco  funSHo  > habebit  maxima  vel  mi- 
nima , quo  aequatio  $ — o habuerit  radices  realiK  ih- 

aequales.  Sin  autem  duae  ploresae  radices  inter  ie  fue- 
rint aequales,  res  ioi  fe  habebi^  yt  duae  radices  sequt- 

Ics 

J 
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les  neque  masdmuni  neque  minimum  exhibeant;  temae 
vero  radices  aequales  vni  aequiualeanc : atque  in  genere 
(i  numerus  radicum  aequalium  fuerit  par,  nullum  inde  re. 
fultat  maximum  minimumue;  fin  autem  hc  impar,  vnum 
inde  oritur  flue  maximam  Hae  minimum. 

3^3.  Quaenam  autem  radices  maxima,  & quae' mi- 
nima producant,  fine  fubfidio  regulae  ante  traditae  ita  de- 
finiri poterit.  Cum  funftio  ji  pofito  x n:  c«  fiat  pariter 
infinita , neque  valores  ipfius  x intra  limites  co  & a , 
vUum  producant  fiue  m'aximum  fiue  minimum ; per^i- 
cuum  efi  valores  fiun£Honis  y , dum  loco  x fuccefiiue  va- 
lores ab  CA  vsque  ad  a fubftituantur,  continuo  decres- 
cere oportere;  ideoque  valor  funftioni  _y  ma- 

iorem valorem  inducet,  quam  valor  x~a:  vnde  cum 
xzza  maximum  minimumue  producat,  necefle  eft,  vt 
hoc  cafu  fun£Ho  y fiat' minimam.  Vlterius  ergo  x di- 
minuendo feu  ponendo  x~a  — «,  valor  ipfius  j ite- 
rum crefcet,  donec  fiat  x~Sj  quae  efi  fecunda  aequa- 
tionis radix  maximam  minimumue  producens: 

quare  haec  fecunda  radix  ~ ^ maximum  praebebit,  & 
valor  x~S  — w minorem  efficiet fun£Honem  y , quam 
x~Si  donec  perueniatur  ad  xzzy,  quae  confequenter 
iterum  minimum  generabit.  Ex  quo  ratiocinio  peripi- 

citur, radices  aequationis  p primam,  tertiam,  quin- 
tam, &c.  minima,  fecundam  autem,  quartam,  fextam  &c. 
maxima  exhibere.  Simul  autem  hinc  iatelligimr  in  cafu 

Ff  ff  ■ • dua- 
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duaram  radicum  aequalium  maximum  &:  minimum  cot- 
Icfccrc,  ficque  neutrum  locum  habere. 

‘ 364.  Si  ergo  in  fun£iione  propofita 

yzz.  f Ax»-*  -f-  Cjt"-*  “4“  &c. 

maximus  exponens  n fuerit  numerus  par,  aequatio  * 

^ ~ r»-*  -f-  (»— -f-  &c.  — o : 
ax 

erit  gradus  imparis,  ideoque  vel  vnam  habebit  radicem 
realem,  vel  tres,  vel  quinque,  vpl  numero  impares.  Si 
vnica  radix  fuerit  realis,  ea  dabit  minimum  j fin  tres  fue- 
rint reales,  maxima  praebebit  minimum,  media  maxi- 
mum, & minima  iterum  minimum;  & fi  quinque  radi- 
ces fuerint  reales,  funftio  y tria  habebit  minima  & duo 
maxima ; ficque  porro.  At  fi  exponens  « fuerit  nume- 
rus impar,  aequatio  ^ ~ o ad  gradum  parem  pertine- 
bit , ideoque  vel  nullam  habebit  radicem  realem , vel 
duas,  vel  quatuor,  vel  fex,  &c.  Primo  cafu  fun£H6  y 
neque  maximum  habebit  neque  minimum : aliero  cafu, 
quo  duae  dantur  radices,  earum  maior  minimum,  minor 
autem  maximum 'indicabit : quatuor  autem  radicum  pri- 
ma (quae  eft  maxima)  &:  tertia  minimum,  fecunda  vero 
& quarta  maximum  ^producunt.  Perpetuo  autem  quot- 
cunque  radices  *fuerint  reales,  maxima  & minima  fe  mu- 
tuo altemadm  infequuntur. 

• 

2fij.  Progrediamur  ad  funSiones  rationales  fraffas, 
quibus  altera  fpecies  fiinfUonum  vniibrmium  conftituitun 

Sit 
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Sit  igitur  y — yry  exiftentibus  P & Q fimCHonibus  qui- 

buscunque  ipiius  x ; ac  primo  quidem  apparet,  ii  ip(i  x 
eiusmodi  valor  tribuatur,  vt  fiat  Q^—  o,  nifi  fimul  P 
euanefcat,  fun^onem  y euadere  infinitam,  quod  vtique 
maximum  videatur.  Nihilo  vero  minus  iile  cafus  pro 

maximo  haberi  nequit;  cum  enim  fiafiio  inuetia  -^iis* 

p 

deni  cafibus  fiat  minimum,  quibus  propofita  ^ fit  maxi- 
mum, deberet  fraSio  fieri  minimum,  fi  Q^euanes- 

cit;  hoc  autem  non  fempcr  euenit,  propterea  quod  ad- 
huc minores  valores  , negatiuos  fcilicet , induere  poflet. 
Hoc  igitur  dubio  exemto,  fimul  regula  ante  data  con- 
firmatur, quod  maxima  & minima  ex  aequatione  ^ — o 

clici  debeant.  Fiet  ergo  cafu  propofito  j 

ideoque  Q/P-P</Qj:=:o ; huiusque  aequationis  radices 
efficient  funftionem  y vel  maximum  vel  minimum.  At- 
que fi  dubium  fit,  vtrum  maximum  an  minimum  locum 

A A tu 

habeat,  confugiendum  eft  ad  valorem  qui  fi  fuerit 
affirmaduus  minimum  indicabit,  fin  autem  fit  negaduus 
maximum.  Quod  fi  vero  & hic  valor  euanefcat, 


quod  euenit,  fi  aequatio  o habeat  duw  pluresue  ra- 

F f f f a dices 
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dices  aequales ; perpetuo  tenendum  eft  radices  aequales 
numero  pares  neque  maximum  neque  minimum  pro* 
ducere. 

EXEMPLUM  I. 

X 

Imenire  cafus,  quibus  fundio  ^ fit  maximum 
vel  minimum. 

Primum  quidem  apparet,  hanc  funQionem  in  nihilum 
abire  cafibus  tribus  x~c«,x~o  & x ~ — c«  , >^dc 
ad  minimum  duo  recipiet  iiue  maxima  iiue  minima.  Ad 

quae  inucmenda  ponatur  y zn  J eritque 

Jam  ftaraatur 


iy t XX  ddy 

Ii  — (i-f^x^  ^ lx^~  (i-l-xx)3  ' 


~ — o,  erit  I — XX— o,  & vel  x— -f-*  vel  x— -i. 
dx  ’ 


Wori  cafu  x=+ 1 fit  ^ ) ideqqucjy  maxim.=:i, 

pofteriori  X— -r  fit  idcoque j»  minim.=:-J. 

Haec  quoque  facilius  inueniuiltur , fi  fmfrio  propofita 


inuertamr,  ponendo  y ~ 


I-4-XX  __ 


X -+-*  — 


I~{-XX ^ X 'X 

dummodo  recordemur  tum  quae  maxima  inueniuntur. 
in  minima  & viciflim  transmutari  debere.  Erit  autem 

XX— 1 = 0,  indeque  vel  x=*ri-*  vel  x=-x  vt  ante. 

Atque 
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Atque  cafo  fit  ideoque  y minimum, 

& formula  propofita  y maximum.  Cafu  autem  x — r, 
fit  — =:-a,  vnde  maximum  & j minimum* 


Imunire  cafus  fuibus  formula 


EXEMPLUM  IL 

a-  3X-I-XX 


2 + 3X-t-xx 
minimum. 


fit  maximum 


XX- 


-2  . dy- 

ent  -r  — 


€x*- 


• 12 


dx  (xx  -t-  3 JT  -f-  2)* 


& • aatuaeur  5?=o,  fi„ 

dx^  (xx-l-3  jr-f-2}*  dx  ’ 

vel  x—-^V2  vel  jTzz:— •Va.  Priori  cafu  'x~-\-V2, 
erit  ^ rr  affirmaduum , ob  dc- 

nominatorem  affirmaduum:  hinc  erit  y minimum  . — - 
^ I “12/2-17  — — o, 02543 72  S*  Pofteriori  cafu 

48  V2 -4- 72  _ 24(3 — 2V2) 

— dx*—  (4_3Va)3  — (4—3y;yi» 

cuius  valor  ob  numeratorem  affirmaduum  & denomi- 
natorem  negaduum  erit  negaduus,  ideoque  y fiet  maxi- 
4+3/2 ■' 

~ 4-3V2  12/2  — 17— 33^97036274. 

Qui  valor  etfi  minor  eft  quam  prior  minimas,  tamen  ideo 
eff  maximus,  quod  maior  fit  condgtus  proximis,  qui  ori- 

Ffff3  un- 
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unrar , fi  looo  x vel  aliquantillum  maiores  vel  nunores 
valores  quam  — Vz  fubftimantur.  Cum  igitur  V a in- 
ter limites  — & — contineatur , probatio  facile  inftitue- 
33 

tur  hoc  modo ; 

fi  — fit  >=-^=-0,038? 

3 7® 

fi  x—Vz  fit  > =i2V'a-i7=-o>o254 minimum 
fi  xzz  — fit  yzz — ^=-o,o3gj 

fi  XZZ-—  fit  >=-35-*“ 

3 

fi  xzz-Vi  fit  >=-33>si7o  maximum 

fi  x—~—  fit 
2 


EXEMPLUM 
XX- 


III. 

xx~~— x~4— *i 

Inuenire  cafus^  quibus  formula  'fy. j fi*  maximum 

vel  minimum. 

„ xx—x-\-i  dy  2xx—j^x  - 

Statuatur  ^“o,  erit  ve! 

dx'  (;rjr-+-jr 1)»  dx 

x — o vel  jr  3 : priori  cafu  fit  =:  ~ , ideoquc 
erit  y maximum  ~ — ^i.  Poftcriori  cafu  x rr  3 fit 
;r:  ^ , ideoque  y minimum  ^ y,  etiamfi  illud  raa- 
1 , ! ximum 
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ximum  minns  fit  quam  hoc  minimum.  Probatio  pate- 
bit ex  his  poimonibus  : 

fi  x~—  — : erit  — 

3 ’ •'ii 

fi  oj  . . yrz-j  maximam 


fi 

fi 

fi 


I . 19 

xzz2 — ; em  >rr  — 
3 ^ ■'31 


minimum. 


Quod  autem,  fi  ponatur  ar  n i,  fiat  j»  m , ideoqne 
> — I,  caufa  eft,  quod  inter  valores  ipfius  x,  o & i con- 
tineatur vnus,  quo  fit  y~vi. 


vr. 

-f-  X 


EXEMPLUM 
S^aerantur  ct^us,  quibus  haec  fraHio  ^ ^ maxima 

vel  minima. 

Pofito  y Sr  ^ - 


Ix^— 

(ar«— arjr-^-ija 


x*-4X^+4xx+t 
dx—  “(x*-Jhr+i)»“ 


«,  — i4xf — i6x^-4-i2X  ... 

“ * /^4 • Habe- 


bimus ergo  hanc  aequationem  : 4*‘a'— irro, 

quae  rcfbluitur  in  has  duas  fa-a*- 1 zr:o  & x«  + jx»+i— o, 
quarum  illius  radices  funt-arzr-f-i  & ar=;— -ij  haec 

vero 


f 
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vero  refolata- dat  — , ex  qna  nulla  ra- 

dix rcalis  emergit.  Duarum  igitur  radicum  inuentarum 
prior  facit  -^—-8,  ac  propterea  jy  maxi- 

, ddy 

mum  altera  radix  xzz—^i  fecit 
proptcrea  y minimum  ——a. 


ac 


EXEMPLUM  V. 


h$nenire  cafis,  quibus  haec  froBie 


'X* XX-f-I 

mum  vel  minimum.  ' 


fit  maxi- 


— X . dy x®4-2x^4-2x*— I 

Pofito  >— ““  H—~ 

adi  .8a--+.o^>  notem' 

(.X* X»-hO^ 

^zzo  erit  x*  — 2x+— ax* -f-irro,  quae  diuife 
dx  * ' 

per  xxH-i  dat  x^  — 3x»-i-i=o,  haaquc  viterius 
refoluitur  in  xx — x — i~o  & xx-f-x— -i”©, 
vndc  fequentes  quatuor  oriuntur  radices  realcs : 

i»‘  — ^—ys' 

IL  X = — - — 


, <1-  l±£i. 

3 I 


■ • I — i/y  . ' - 

m.  x=:-^^^-y  IV.  X= — . 

Quae  cum  omnes  in  aequarionc  x* — ; 3 xx -47,1—0 
commeantur,  pofito  x*  :=  3x.^-jri^  fiet  pro  om^us 


; 
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iiy (io  — 20Jrx) j(i— 2rx) j(i  — 2xx) 

</x*  g.*'*  “*  ax*  2x(3xx— i) 

& y ZZ  = 

2x4;  ax 

Pro  duabus  autem  prioribus  ex  aequatione  xx  — x-f- 1 

ix^  2x(3x+2)  2(5-*’+3)’  ^ 

Prima  igitur  radix  x ~ - dat  ^ =z-  ■ , 

• j 

ideoqueeft  y maximum.  Secunda  radix  x— — ^ — j dat 
ddy  sCa-Vs)  5(V5— 2)  , 

2Ii=— 7^)71=— iVr-T.  i ^=* 

erit  quoque  maximum.  Duae  reliquae  radices  dant 

y zz.  — i minimum. 

3,66.  In  his  igitur  exemplis  exploratio,  vtrum  va- 
lor  quispiam  inuentus  maximum  an  minimum  producat, 

facilius  inftitui  poterit:  cum  enim  fit  ^z=o,  valor  ter- 
mini , eius  aequationis  ratione  habita,  fimplicius  ex- 

p 

primi  poterit.  Sit  enim  propofita  fra£tio  y ~ cum 

fit  — & QdP  — PJQ  = o;  erit 


jjy  ~ -P^Q) a^Qrd^P 


P^Q) 


Q»  Q3  • “A* 

veroob  Q<^P — -PdQjzo  hic  pofterior  terminus  euanes- 
i G g g g cit 
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'/.(Q^P — P^Q)__Q^P — P<A/Q 

cit,  eritqoe  JJy  =. ^ — q» ; 

Qiioniam  vero  iudiciuni  ex  huius  termini  valore  fiue  affir- 
matiuo  fiue  negaduo  petitur,  denominator  autem  per- 
petuo fit  affirmatiuus;  ex  folo  numeratore  negotium  ita 
confici  poterit  , vt  quodes  QJ^P  — feu 

^(Q/P  ~P^Q)  fuerit  affirmaduum  , minimum  pro- 


dx' 


nuncietur,  fin  fit  negaduum  maximum.  Siue  poftquam 
inuentum  fuerit  cuius  forma  erit  huiusmodi 


tantum  quaeratur  & quae  radix  huic  expreflioni 

valorem  affirmaduum  inducit,  ex  ea  proucniet  minimum, 
& contra  maximum. 


267.  Si  denominator  fraftionis  propofitae  fuerit 
quadratum  feu  aldor  poteftas  quaecunque,  ka  vt  fit 

,_JL  to 

/ — Q»  » 


Q»+* 


Jx 


‘ = erit 


& pofito 
& maxima 


minimaque  determinabuntur  ex  radicibus  aequationis  R—o. 
Camdeindeft  „b  R = o, 


dx 


fiet  ; cuius  valor  affirmaduus  indicabk 

dx  Q;|+'  ’ 

minimum,  negariuus  autem  maximum.  Pcrfpicuum  au- 
tem eft,  fi  « fuerit  numerus  impar,  ob  Q;+«  fcmper  affir- 
mati- 
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matiuum,  iudicium  cx  folo  perfici  pofle ; fin  autem  n 


fit  numerus  par,  adhibeatur  forrnula  • Ponamus 

pm 

autem  porro  proponi  huiusmodi  fm£tionem  ~ , 

(«0<^P-«P*/'0)P"-«  ^ . 

erit » dy—  ■ qt:;p" > » “aque  ponatur 

— R,  aequationis  R =:  o radices  indi- 
cabunt cafus,  quibus  fun£Uo  y fit  vel  maximum  vel 

dy  P"~*R 

minimum.  • - Cum  igitur  fit  •,  ^ • 

'C*t+i)Pi/Q3  P"— *</R , 


ddy ; P R [(m  — 'i ) QdP 

17  — 


^ i/ 'V 

& ob  R = o,  fiet  ^ = ».  ^“P"  P«* 

p2f* 

quodcunque  quadratum  — diuidi  poteft,  ad  iudicium 

0?' 

abfoluendum.  Praeterea  vero  quoque  aequatio  P rr  o 
dabit  maximum  vel  minimum,  fi  m fuerit  numerus  par ; 

atque  fimili  modo  formulam  inueriam  ^ fpeftando^ 


prodibit  maximum  vel  minimum  ponendo  Q^“  o , fi  » 
fuerit  numerus  par,  vti  fupra  §.257.  oftendimus:  hic  au- 
tem ad  maxima  vel  minima  hinc  oriunda  non  refpici- 
mus,  fed  tantum  ad  vfum  methodi  explicandum  ea  inda- 
gamus, quae  oriuntur  ^ aequatioue  R ==  o:  ^ 

Gg  gg  » EXEM- 


Digitized  by  Googie 


r... 


604 


C A P V T X 


EXEMPLUM 


Propoftatur  fradio  ?<«»  cafu  fiat 


Pofito  y 


maximum  vel  minimum^  quaeritur. 
CaH-er)- 


primo  quidem  patet  fore 


c(  y ^ 

j~o  fi  jrzr-^,  & j:=:v3  fi  jrrr--^:  quorum  ca- 

Tuum  ille  dabit  minimtim , hic  vero  maximum , fi  m 
& a fuerim  numeri  pares.  Praeterea  vero  erit: 

.aaJ]  , ideo- 

qoc  R“(w— a)?Jx-4-»»gy  — aa^.  Quare  pofito 


R = o , erit  x zz 
dR 


nai — mSy  r»  • .j  u 

t/ot-  • Demde  00 

(a»-a)faf 


z:  (m-n)  SS,  dilpidendum  eft,  vtrum 
dx 


P"»-«r/R «»"-'?■+»  ^a3-Sy\  <yR 

0^  + >4Zr  "a"-*-*^"— • V m — n J dx 
fit  quantitas  affirmadua  an  negadua?  priori  cafu  formula 
propofica  erit  minimum,  pofferiori  maximum.  Sic  fi  fuerit 


^ — (jt-4-a)»’ 


pa»  — I^/l^  9 -j  f 

fiet  ?crz^-r-  — T > ideoque  formula 
Qj^+^dx  8 


a')! 

fiet  minimum,  fi  ponatur  xzzo.  Sin  autem  fit 

_(x—iy"  P^—^^/R ^a—i»^ «*-"+* 

Q"+‘dx  N 


(x-t-i)-»  (i-+* 


3 J (»-»)  * 

& 
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& Cum  autem  « & « ponantur  nu- 

» — »»  ^ 

'meri  afHrmadui,  iudicium  petendum  erit  ex  formula 

•-«i-i-»'  «— I* 

(n—m)  (m—n)  feu  (n—m)  (la—ti).  Si  igitur  fuerit 

» > «» , valor  erutus  x z::  femper  dabit  maxi- 

mum;  fin  autem  fit  » < w , numerus  m—a  par  dabit  mi- 

mmum,  at  impar,  maximum:  fic  ^ fiet  maxanura 

r c • 6^  27 

pOHto  x~— 5;  fit  enim 

i II,- 

E X £ M P L U M IK  ^ 

Proponatur  formula  yrr  • 

C? — 4* — **)> 


^ £ 


dy (i-+-jQ* 


— ii-h^xy 

P"~*  ^ (r-f-jr)* 

Q»+i  ' dx 

vbicum  (1-+-^)*  & femper  habeant  valorem 


4x- 

3 C2.T-4-4), 


affirmatinum,  iudicium  relinquetur  formulae  ^—x — 2, 
quae  fi  fuerit  ^rmaciua  minimnm  , fin  negatiua  maxi- 
mum indicat.  At  vero  ex  aequatione  3— 4jt— jrjrnro 
fequitur  vel  x a -h  V7  vel  'x—;^  2 - Vy.  Priori  cafu 

fit  - jr-arr-Vy,  ideoque  fra£Ho  propofita  erit  maximum, 
pofteriori  vero  cafu  minimum  ob  — -x  — 2 zz-hVy. 
Pofito  autem  jt— — a-f-Vy,  erit  — i-hV?, 

& I arar:^  la  — 4Vy , vnde 

Gg  gg  i'  y=: 
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. ._(2+V7)*(V'7^0_i»74-7V7 

(V-7-0-— j; 


<r:.j  ^ '3,2  10.  i; 


tt 

• i.r  a;'ai 


17^71/7  t \ » 

Pofito autem  x“— 2-V7  fiet  jrsz— ; — 7— —-0,0550* 

X O 

2^8.  Dantur  etiam  funftiones  irrationales  & trans- 
cendentes , quae  proprietatem , fim£lionpm  vnifpi^um 
habent,  & hancobrem  maxima  & minima  eodem  modo 
inueniri  poflunt.  Radices  enim  ctibicae  & ommuih  imi- 
parium  poteftamm  reuera  funt  vniformcs cum  nonnifi 
vnicum  ralorem  realem  exhibeant  radices 'autenl 'qua- 
dratae aeque  omnium  poteftatum  parium  , etfi  reuera, 
quoties  funt  reales,  geminum  valoretn  indicant,  alterum  , 
^rmatiuum  alterum  negaduum,  taiq^n.  ynusq^que  fe- 
orfim  fpeaari  poteft,  hocque  fenfu  etiam  maiutna  & mi- 
nima inueltigari  polTunt.  ^ic  fi.  j»  fuerit  fun^Ho;  quae- 
cunque ipfius  JT,  etfi  Vy  geminura  habet  valorem  tamen 
vterque  feorfim  traOari  poterit,  ; Scilifcef‘^V>.,^laJd- 
mum  vel  minimum  habebit  Valorem  ‘f  frj^ialem  nabuc- 
rit,  dummodo  fuerit  affirmaduus,  q^iaidi^uin  Vy,  eua- 
deret  imaginarium.  Vice^vaisfr  fiet  mint 

mum  vel  maximum  ,.iis(teiQ^)fiM%H$'>  quibus.. ,-|-VV  ^ 
maximum  vrf  ndnimunt.vjr  ^Qteftas-  autem  quaecuaqm  • 

7",' iisdem  cafibus  fiet  fhaximum  vel  minimam , 

, ■ /•  . . • ■ ' /-i  ~ ‘ 


dem  n fuerit  numerus,  impuri  ,at  fi.'«  fuerit. 
par,  ii  tantum  cafus  yal^Vq^®  ? induit  y^drieiii 
affirmadiium;  hisque  dafibos  ob  ancipitem  vtfohSn  gisttu- 
na  prodibunt  maxima  vel  muiuitta 
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i€9.  Qaoni^  aequatio  difierentiaUs,  quae  ex  po- 
tcftatc  fimftionis  ji®  nafcitur,  eft  cuius 

m 

radices  fimul  cafus,  quibus  poteftas  furda  y"  fit  maxi* 

mum  vel  miaimuin,  indicant,  ad  hoc  indagandum  duplex 

dy 

habetur  aequatio,  altera  o,  altera  ^~o,  qua- 

rum illa  abit  in  ^ = o,  atque  tum  folum  maxima  & mi- 
nima exhibet,  fi  m — i fuerit  numerus  impar,  feu  fi  m 
fuerit  numerus  par,  ob  rationes  §.257.  allegatas.  Qua- 
re cum  n fit  numerus  impar,  fi  m fuerit  numerus  par, 
fi  numeros  pares  per  af»  & impares  per  2» — i indice- 
mus, fun£Ho  euadet  maxima  vel  minima  tri- 

buendis ipfi  X valoribus,  quos  tam  ex  hac  aequatione 

quam  eat  hac  ^ = adipifeitur.  Sin  autem  m & 

numerus  impar,  functio  j»  velji^*^  ^ 

tum  folum  fit  maxima  vel  minima,  cum  loco  x ftdiftituitur 

dy 

valor  ex  hac  aequatione  Ac  pofteriori  quidem 

■ (2^»-i):ai»  r o . . . 

cafu  y maxima  & minima  tantum  proueniunt, 

fi  jy  ab  inhenris  ex  aequatione  valoribus,  affir- 

matiuos  recipiat  valores. 

270.  Sic  ilta  formula  x^  fit  minimum , ponendo 
xzzo,  propterea  quod  hoc  cafu  x*  fit  minimum.  Nifi 

au- 
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«ucem  fbrmalam  ad  formam  x*  reducamcCs,  mediodus 
ance  tradita  hoc  minimum  indicaret;  propcerea  quod  cafu 

x=o,  termmi  fenei 


vnde  iudicium 

fiunt  infiniti 
dy 2 


dic' 


peti  debet , praeter  primum  omnes 

FaQo  enim  y zz  erit  : 

ddy -2  ^ d^y  2.4 


§•  ’ dx*  } ’ dx^  4 ’ 

>■»  r\  V* 


&c. 


9X 

dy 


2yx‘ 


Hinc  neque  acquado  ^ = — j — o oftendit  ^ralorem 

xzz  o,  neque  termini  fequentes  radonem  maximi  mi- 
nimiue  indicant.  Cum  igitur  aflumfimus  feriera 

IJT  "+■  TdJ^  '6dl^  conuergentcm, 


fi  w ftatuamr  quahdtas  valde  parua;  ii  calus  vtique  me- 
thodum generalem  effugiunt,  quibus  haec  feries  fit  di- 

a 

vergens , quod  euenit  exemplo  hic  allato  y ~ fi  po- 
natur X ~ o . Quamobrem  his  cafibus  ea  reduftione, 
qua  ante  vfi  fumus , erit  opus , quo  exprefiio  propofita 
ad  aliam  formam  reuocetur,  quae  huic  incommodo  non 
fit  fubiefte.  Hoc  autem  tantum  pauciflimis  cafibus  vfu 

venit,  qui  in  formula  jr  2v — i continentur,  vel  ad 
eam  facile  reducuntur.  Sic  fi  requirantur  maxima  mini- 

2ft  > . 

maue  formulae  y 2» — i *,  cxiftente  s fun£hione  qua- 

cun- 
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l. 


cunque  ipfius  x,  inuefligetur  forma  haec  a 
quippe  quae  iisdem  cafibus  fit  maxima  vel  minima,  qui- 
bus ipfa  propolica.  ^ 

/ 

271.  Hoc  cafu  excepto,  qui  iam  facile  expedimr, 
fun£Hones,  quae  continent  quantitates  irrationalft,  eodem 
modo  quo  rationales  tra£fari,  earumque  maxima  & mi- 
nima determinari  polTunt , id  quod  fequendbus  exem- 
plis illuflrabimus. 

EXEMPLUM  I. 

Prepofita  fit  formula  T/(aa-Hxx)  — x,  quae  quihus 
cafibus  fiat  maxima  vel  minima^  quaeritur. 

Pofito  yzzy(aa~^xx)-  ' ^ ^ 


. dy 

r,  ent  ^ — r 

dx  v(/ia+xx) 


— I , 


aa 


. 

dx^  '(/j/z-f- = ’ 


Fafto  ergo  ^=0, 


ent : 


ddy 


xzr.V(aa-\^xx),  ideoque  x — vi^  ac  fit  j^—o.  Si- 

. . d^ y d^  y 

mili  vero  modo  fiunt  fequentes  tcrmim  ; &c. 

omnes  =0 ; ex  quo  iudicium  incertum  relinquitur,  vtrum 
fit  maximum  an  minimum  ? ratio  eft  quod  reuera  tam 
fiat  =:  — • Vi , quam  x ~ vi . Interim  ponendo 

— -4-co,  ob  Viaa-irxx^—x-^-^^  ftt  = qui 

valor  omnium  eft  minimus. 


Hh  hh 


EXEM- 
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EXEMPLUM  II. 

Qwurantur  cafus,  quihus  haec  forma  VCaa+2bx-|-inxx)-nx 
fit  maximum  vel  minimum. 

Pofito  y~V(aa 2ix mxx)  — erit: 
Jy  m h-\-mx  . _ 

ax  y(aa-{-2PX-^mxx)  ’ ^ • , ’ 

hb  -4-  2 mhx  ^X-mmxx  ~ nnaa  -4—  2nnbx  • 


- 2bx(nn 

feu  XX  — i — 


mmxx  — nnaa  -f-  2«»^ jr  -+-  mnnxx, 
m)  -f-  nnaa  — bb 


(nn m) b:±:V [mnn (w nn)aa nn(m  — nn')bb'] 

m (^m n «)  * 

-bb 

vndc  fit 


- b , n ^ . tnaa 

fiuc  X — H-  — y 

m m tn-’ 


-nn 


f I i 1 N b~\-mx ,.,maa 

V {aa-\-2bx’^mxx)  ir;  — V 

n m — n n 


bb 


Cum  igitur  fit  ^ rrr- 


maa bb 


4’ 


ent; 


(fl/7— |—  2bx~\-  mxxf 

dii  maa bb  ±(w nn')V  {m hn') 

dx*  ’ ^ ^maa—bbS^  ' 

\m nn  J 


y (^maa bb'^ 


Nifi  ergo  fuerit  quantitas  affirmatiua,  maxi- 

mum minimumue  plane  non  datur.  Sia  autem  fit  quanti- 
tas affirmatiua,  fignum  fuperius  dabit  minimum  fi  *w  > »«, 
maximum  vero  fi  w < » » ; contrarium  euenit,  fi  fignum 
inferius  valeat.  Si  ergo  fic  «“2,  & b—o,  formula 

Y(aa 


•nn 
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y(aa-{-2xx)~-x  fit  minimum  ponendo  — Vaaazz 

3 K« 

* / 

at  maximum  jionendo  p;-.  Erit  ergo  minimum 
= & maximum  =-*V3H-^=r^. 

'EXEMPLUM  III. 

Quaerantur  cafus  ^ quibus  haec  exprejfia 

V (i-t-mx^)  -4-  V (i-^nx*) 
fiat  maximum  vel  minimum. 


Cum  fit  -7^  — 


dy 

H.' 


mx^ 


nx^ 


fiet 


(i nx*^ 

ideoque 

(l -f-/Bjr«)3  , feu  «♦ ra"»-!-  3>»w  ^4 

-t-  3TO*»*(«* ***)  jr*  -t-  ot3»3  («  -j-  ct)  yi»  ~ n, 

Nifi  ergo  haec  aequatio  radicem  • pofitiuafn  habeat  pro 
, maximum  minimumue  prorfus  non  datur.  (^a 
haec  aequatio  generaliter  commode  refolui  nequit,  fiet 

feu 


4 

«T 


4 

«T 


cmm 


' mn{^ym  — |—  '^n) 


nn 


ponamus  pro  cafu  Ipeciali  m — %n^  eritque 

4°55-l-24«5i3«'3^^  — 3.<S3-64«*Jr*-|-9.5i2«33-'*— o 

feu  ?I2  »3x*»  — 1344«»X*  -f-  1368  455  — -n 

ponatur  8».>^'*~sf,  erit  — 31  a* -4-171» — 455 r=o 

quae  diuiforem  habet  a — 5 , alterque  faSor  erit : 

H h h h 2 


6l2 
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sB  — i^s -|- 51  rr  o radices  continens  imaginarias. 

Erit  ergo  tantum  %zz.  %nx*  rz  5 » ideoque  x — V-^ 

4 4 

qui  valor  reddet  expreflionem  V(i+Snx*^-\-y(i-nx*) 
maximum  vel  minimum.  Quorum  vtrum  eueniai  ? quae- 

3»xx  . , 

. At  ob  « = 8», 


dJy  ^mxx 

ratur  -r^— -7 , 

/-  . — -4'\t 


(i-|-«ur’)*  (t^nx^y 

pofito  = — , ent  f— -7)*^  — 

— 3£p_^-^  ideoque  negatiuum,  ergo  fiet  V(i-l-8»x*) 

-f- V(i-»jr*)  maximum  pofito  x — V-^-  Erit  vero  hoc  n 

4 4 3 

maximum  =V6-f-V^=^ — • Si  loco  »4r“  pona- 

o * 

4 4 

mus  «,  p«et  hanc  expreffionem  VCi-4-8«)+V(i — ») 
fieri  maximam,  pofito  « = huncque  valorem  maxi- 

O 

4 

mum  fore  =^^  = 3, 347^27.  Quicunque  ei^  valor 
2 

' praeter  — pro  « fcribatur , exprefiio  minorem  accipiet 
8 

valorem. 

272.  Simili  modo  maxima  ac  minima  determina- 
buntur, fi  quantitates  quoque  tranfcendentes  in  expres- 

fionc  propoiita  inliiu.  Nili  enim  funSio  propofita  fue- 
rit 
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ric  muldfbrmis,  atque  aliquot  eius  lignificatus  fimul  con- 
(iderari  debeant,  radices  aequationis  diRerentialis  offen- 
dent maxima  vel  minima,  nlfi  alluerint  radices  aequales, 
quarum  numerus  flt«par>  ' Hanc  ergo  imiefligadonem 
in  aliquot  exemplis  declarabimus^ 


EXEMVLUM  I. 

. Inuenire  numerum,  qui  ad  fuum  hgarithmum 
minimam  teneat  rationem. 

Dari  huiusmodi  rationem  minimam  ^ inde  patet, 
quod  haec  ratio  tam  pofito  x—\,  quaik  xznvi  fiat 

Ix 

' infinita.  VicifHm  ergo  habebit  fraffio  — alicubi  maxi- 

JC 

mutn  valorem,  eodem  fcilicet  cafu,  quo  ^ fit  mini- 

Ix 

mum.  Ad  hunc  cafum  indagandum  ponatur  y~ 


««q«  s ^ 


x X 


X X 


. Quo  nihilo  aequali  pofito 

erit  /jr  rr  r , & quia  hic  logarithmum  hyperboUcura 
aflumfimus,  H e ponatur  numerus  cuius  logarithmus  hy- 
perbolicus  fit  ~ i , erit  rr  f.  Cum  igitur  omnes  lo- 
garithmi  ad  hyperbolicos  in  data  fint  ratione,  erit  in 

quocunque  logarithmorum  canone  ^ minimum,,  feu  — 

maximum.  Quoniam  in  logarithmis  tabularibus  eff 

/<  d 0,4342544815,  fra£Ko  ^ perpetuo  erit  minor 

Hh  hh  3 quam 
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'5"™  ^ '''• 

Ius  datur  numerus,  qui  ad  fuum  logarithmum  minorem 
teneat  rationem  quam  30 j ad  471»  Effc  autem  hoc 

cafu  — maximum  inde  patet,  quod  ob  = i.  /•*“ 

^ ^ dx  XX  ^ 


ddy  _ I ' 2 ( i-/x)  

zzo,  ideoque  negatiuum. 


c.  ‘“'J  — * , 


EXEMPLDM  II, 

Itiuenir0  numerum  x,  o/  haec  potejlas  x*‘* 
fiat  maximum. 

Dari  huius  formulae  valorem  maximum  inde  patet, 
quod  numeris  loco  x iubftitucndis  fit 
!’•'  zz;  1,000000 
a>=*  ~ 1,414313 
3*  J = i,442ayo 

4'-+  =:  1,414213 

Ponatur  crgo*3r*-*  eritque  ^ *Cx — ~0' 
Quo  valore  nihilo  aequali  poiko,  erit  /ar—  i & jr~f,  exi- 
ftcnte#—  2,718281828.  Et  cura  fit 

dx  ^ ^ XX* 

. dd\ZIZ — X’-*  . , X*:* 

^ X»"  ^ 77^" 7T 

Quare  cum  fit  quantitas  ncgadua,  fiet  x»:*  maxitipin 
' . ..  t ' cafu 
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cafu  x—f.  Cam  autem  fit  # = 2,718*81828,  repentur 
fore  = 1,4446678^1005754,  qui  valor  obtinetur  fa- 
cile ex  ferie  ?*=  1 i H — — ^-1-  &c. 

e 2e‘  6e*  24#* 

Hoc  exemplum  quoque  ex  praecedenti  refoluitur:  fi 
enim  fit  x^-*  maximum,  quoque  eius  logarichmus,  qui 

l X 

eft  — , debebit  efle  maximum;  quod  quo  fiat,  debet 

X 

efle  xzzfy  vti  inuenimus. 

EXEMPLUM  m.  

Jnuenire  arcum  x,  vt  jit  eius  Jims  maximus 
« vel  mittimus. 

Pofito  fin  x~y  erit^^cofrjidcoquecofjrrrojVnde 
prodeunt  fequentes  valores  pro  xx  ± — “5  — 

Fit  autem  = — — fin  x.  Cum  igitur  hi  valores 

pro-  X fubflituti  dent  pro  fin  x vel  -1-  i vel  — x , illi 
cnmt  maximi,  hi  vero  minimi,  vd  confiat. 

EXEMPLUM.  IV. 

Inuenire  arcum  x,  vt  reSanguium  sc..  Jin  tl 
fiat  maximum. 

Dari  maximum  inde  patet,  quod  pofito  vel  =0  vel 
X = 180*  vtroque  cafu  reftanguluqi  projwfitum  eua- 

nefeat.  Sit  igitur  y=  2:  fin  jc  ; erit  ^ =fin.r  -f- x cofx, 

ideO“ 
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ideoquc  tg  jr=-  x Sh  = 9o°+»,  erit  tg  jr=:-cot«, 
ergo  coc « ~ 90  + *.  Ad  quam  aequationem  modo  fu- 

nra  tradito  refoluendam  ponatur  a ir  90 +»-cot  »,  fitque 

du 

/valor  arcus  « quaefitus.  Cum  fit  — 


cnt  p 


ideoque 

— dz  i+fintt*’  ^ ’ 


(1  +fin«) 

jp  _ afino^cofa  gJafina* cof«*— 2 ^afina* 

5a — ^ (T+fina*)*  ’ ^ (i  + fin«*)^ 


laAfina* cfa*  p £f__  __6fina* cfa*-afin«* 
””  (i+fin«®)^  * (i  + fin»*)^ 

1 a fin cofa*  __  6 fin a^ -i4fina‘^+4fina«  4 
(i  + fina*)*  “ (i+fina»)*  ■ ^ 


bus  erit a /ja— T — l-ra*— f-&c.  Ponatur, 
poftquam  aliquot  tentaminibus  proximus  ipfius  / valor 
eftdetcaus,  a = a6“,  15',  erit  s»o-l-a:r:  116°,  15', 
& arcus  cotangenti  a aequalis  ita  definiatur : 


A / cot  a IO,  30702 yo 
fubtrahatur  4>68yj749 


, 5,6ai4JOi 

Ergo  cotarr  418263.7'' 
fcu  COta=  116°,  11',  3tV' 
vnde  = 3',  5 = * 3^.  3"- 

lam 
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lam  ad  valorem  termini  /s  inueniendum,  ifte  inftitut- 
tur  calculus:  i.  ' ' 


/fin  « — 
/ fin  «•  r:; 
i + fin  K*  ~ 
/(i-*-  fin  K*)  nu 

h — 


5,«4J7os8 

9,291411« 

1,195«! 

■ V ■ ■■■— 

0,077585»  5 
^,2138221 


/a  ~ 

a,3734«37 

• 

lp%  “ 

1,5872858 

Ergo* 

3 8,  ««21  fecundis 

feu 

/8  ~ 

38",  39'",  43''" 

ab 

« a«°, 

15' 

fiet 

/=.  26°, 

14^,  21'^, 

quaefitus 

11«  , 

14  , 21  , 20  , 17 

fin  cofw 

Tertius  ‘ vero  terminus  }/»*:=:  * * infuper 

addi  debet. 

Cuius  valor  vt  inueniatur,  vnum  a in  partibus  radii 
exprimi  debet , hoe  modo  ^ - 


Ii  ii 


1%»-=. 


Digitized  by  Coogie 


I, 


CAPUT  7L 

/a"  a, 3734^37 
add.  4.6855749 

■ 7,053038« 

, firiK*  ^ „ „ „ 

• tdd.  V /-Tr— T*  = i> 5872858 

8,6463244 

tdd.’  /ffn tt  rr  9,6457058 
/cofa  — 9,9527308 

8,2447«oo 


fubtr. 

/(i+fina*)*  m 0,1551790  , 

/ifs»  rr  8,o8958ip 

Ergo 

\q%^  ZZ.  0,012251 

‘ feu 

1 q%%  ZZ.  44^^^^  I 

Vnde  & hoc  termino  adhibito  fiet  arens  quaefitus 
*'  ;r  — 116®,  14',  21",  21''', 
maioribus  autem  logarithrais  adhibitis  repentur 

X ZZ  116",  14S  47""'- 


1" 


CAPUT 
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CAPUT  XI. 

DE  MAXIMIS  ET  MINIMIS  FUNC- 

TIONUM  MULTIFORMIUM  PLURES- 
q^UE  FARI  A BILES  COMPLEC- 
TENTIUM.  . 

473. 

Si  y fuerit  funfHo  multiformis  ipHus  4*,  ita  vt  pro 
vnoquogue  valore  .ipiius  x ea  plures  obtineat  va< 
lores  reales';  tum  variato  x plures  illi  iplius  y valores 
ita  inter  fe  conneftcntur,  vt  plures  feries  valorum  fucces* 
fiuorum  repraelentent.  Si  enim  y tanquam  applicatam 
lineae  curuae  confideremus,  x exiftente  abfcilTa,  quot  y 
habuerit  valores  reales  diuerfos,  totidem  diuerfi  eiusdem 
curuae  rami  eidem  abfciflae  x refpondebunt:  atque  hinc 
illi  ipfius  y valores  fucceffiui,  qui  eurdem  ramum  con- 
ftituunt,  cohaerere  cenfendi  funt;  valores  autem  ad  di- 
verfos  ramos  relati  erunt  inter  fe  disiunOa.  Tot  igitur 
feries  valorum  cohaerentium  ipfius  y habebimus,  quot 
diuerfos  valores  reales  pro  quouis  ipfius  x valore  rece- 
perit ; atque  in  qualibet  ferie  valores  ipfius  y,  dum  x 
crefeens  afllimitur,  vel  crefcent  vel  decrefeent,  vel  poft- 
^uam  creuerint  iterum  decrefcent,  vel  vice  verfa.  Ebc 
quo  perfpicuum  eft , in  unaquaque  valorum  cohaeren- 
tium ferie  aeque  dari  maxima  minimaue,  atque  m fun- 
l^onibus  uniformibus. 

C-. ..  I Ii  ii  a 174, 
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474.  Ad-,  haec  maxima  !Tunimau&  ^ determinanda 
eadem  quoque  methodus  valebit,  qtoam  dapite  praece- 
dente pro  funftionibus  uniformibus  tradidimus.  Cura 
chiin,  h variabilis  x incremento  01  augeatur,  funfKo  perpe- 

ukh  u)*ddy  w3</*y 

tuo  recipiat  hanc  formam  j ^ Tdx’*  6 

. ■ '■«  j 

^ 4 . • •.  V . . w</y 

necefle  cft  vt  cafu  maximi  mimmiue  terminus  eua- 


nefeat,  fiatque  ^ zz.  o.  Radices  ergo  huius  aequatio 
nis  ^ — o eos  ipfius  x valores  indicabunt,  quibus  in 

dx  '■■■  • . 

jinguHs  valorum  ipfius  y cohaerentium  feriebus,  maxima 
piinimaue  refpondeant.  Neque  vero  ambiguum  erit, 
in  quanam  valorum  cohaerendum  ferie  detur  maximum 

minimumue.  Cum  enim  in  aequadohe  -—zzo  ambae 

infint  variabiles  x v^ores^  ipfius  x definin  ne. 

queunt,  nifi  ope  aeqiudonis,  qua  relatio,, ji_ 
ab  X continetur,  variabilis  y eliminetur  j antequam  au- 
tem hoc  fit,  peruenitur  ad  aequationem,  qua  valor  ip- 
fius y per  fiincHonem  rationalem  feu  vtufiumem  ipfius  x 
exprimitur.  Hinc  inuends  valt^us  ipfius,  r,  cmque  re- 
fpondens  valor  ipims  y reperietur,  qui  erit  maximus  vel 
minimus  in  ferie  valorum  fuccefliuorum  cohaerendum, 

ad  quam  pertinet.  > • . >-.v 

• 

475.  ludicium  autem,  vtmm  i^  valoi^  ipfius  jr 
fint  maximi  an  minimi  ? inflituctur  eodem  modo,  quem 

■ ante 
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ante  indicammus.  Scilicet  quaeratur  valor  ipfius 

nkis  terminis  e^prelTus , in  eoque  loco  x TubAituatur 
vnusquisque  ipfius  x valor  inuentus  iuccenive , iimul 
autem  pro  y ponatur  valor,  qui  ipfi  pro  quolibet  ipfi- 
us  X valore  conuenit ; quo  fafio  djfpiciatur , vtrum 

expreffio  adepmra  fit  valorem  affirmatiuum  an 


negatiuum  ? priorique  cafu  minimum , pofteriori  vero 
maximum  indicabitur.  Quodfi  vero  & cuanelcat, 

^3  y 

tum  procedendum  erit  ad  formulam  , quae  fi  eo- 
dem cafu  non  cuanelcat,  neque  maximum  habebitur 

• • /•  “i 

neque  minimum : lin  autem  quoque  euanefcat,  iu- 

dicium  formari  oportebit  ex  formula  eodem  mo- 
do, quo  ratione  formulae  praecipimus.  Atque  li 

quoque  ~ quopiam  cafu  euanefcat,  ad  differendale 

quintum  ipfius  y erit'  progrediendum : perpetuo  autem 
quousque  progredi  necelTe  fuerit,  iudicia  ex  differentia- 
libus  ordinum  imparium  fimilia  funt  illi,  quod  de  for- 

y 

mula  dedimus.  His  fcilicet  cafibus  in  formulis 

Jdy  d^y  d*y  _ 

di*»*  'dx^  eousque  erit  pergendum,  quoad 

• I i i i 3 ' per- 


/ 
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pcrueniarar  talem,  quae  propofiw , qrfq ^ eo^ 
nefcat;  quae  fi  fuerit  differcntuilis  ordinis  imparis,  nfr 
que  maximum  neque  minimum  indicabitur,  fin  autm 
fuerit  ordinis  paris,  eius  valor  afHrmadttus  minimum, 
negatiuus  vero  maximum  innuet. 

276.  Ponamus  funOionem  y determinari  ex  x pw  . 
aequationem  quamcunque : quae  aequatio  | fi  differende* 
tur,  induet huiusmodi  formam  PJx^Qdyzzo.  Faflo 

ergo  ^ ~ o , erit  o ideoque  yel  Piro  .vel Qir co , 

Pofterior  quidem  aequado,  fi  relatio  inter  x Scy  expri- 
primatur  per  aequadonem  radonolem  integram,  locum 
habere  nequit ; quia  vel  x vel  y vel  vtramque  fieri 
oporteret  infinitam.  Quare  iudicium  relinquetur  aeqUfr 
doni  Pn  o,  cuius  radices,  feu  valores  ipfius  jt,  ,quos 
adipifcitur,  poftquam  ope  aequadonis  propofitae  variabi- 
lis y penitus  fuerit  eliminata,  indicabunt  cafus,  quibus 
valores  ipfius  y fiunt  maximi  vel  minimi.  Ad  iudicium 
vero,  vtrum  prodeat  maximum  an  minimum?  ab^d^ 

dum,  examinetur  formula  Aequado  ^vero  difTc- 

rendalis  Pix  -4-  o denud  differentiata,  fi 

ponamus  iP“  Rix  -f-  Sdy  & Tix  -1-  Viy, 

dabit  (pofito  ix  conflante): 

Rix*  -H-  Sdxdy  -1-  Tdxdy  -4-  Vijy*  -h  Qiijftud. 
Cum  autem  iam  fit  ^ n o , aequatae  per  dx*  divifii 


fiet 


R -+-■  «icoque  = r" 


ix» 


Ri 


m 
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in  aequadonc  differenriali  Pt/x  QJy  ==:o,  difFcrcn- 
detur  tantum  quantitas  P,  ponendo  y conflans,  procli- 

bitqueR</^,  tum  indagetur,  valorfraftionis  qui  fi  fue- 

rit afRrmaduus,  maximum,  fin  negaduus  minimam  in- 
dicabit. 

277.  Sit.  jy  funOio  biformis  ipfius  r,  quae  deter- 
minetur per  hanc  aequationem  yy  py-^  ^ ~ o,  de- 
notantibus p Sc  ^ funftiones  quascunque  ipfius  x vnifor- 
mes.  Erit  ergo  differendando  2ydy  -^  pdy  -f-  ydp  -{-  </7  ^o, 
ideoque  P dx  —ydp  -l-  df.  Pofito  igitur  P ~o  erit 


ydp  ■+•  d^  zzio  prodibicquc  yzn — ficque  y per 

fiinfHonem  ipfius  x vnifbrmem  exprimitur,  ita  vt,  qui- 
cunque valor  pro  x fuerit  inuentus,  ex  eo  Sc  y valoreni 
determinatum  vnicum  acquirat.  Eliminatio  vero  nunc 
ipfius'  y erit  facilis ; nam  fi  in  aequadone  propofita 

o Joco  y valor ~ fubftituatur,  ha- 
bebitur dq*  — pdpdq  -ir  qdp*~Oy  quae  aequado 
diuifa  per  dx*  & refbluta  praebebit  valores  ipfius  x omnes, 
quibus  maxima  vel  minima  refpondent:  quod  clarius 
fiet  fequendbus  exemplis. 


EXEMPLUM  I. 

Propofita  aequatione  yy-hmxy-|-aa-f-bx-l~nxxzro 
definire  maxima  vel  minima  funUionis  y. 
Differendata  aequadone  habebimus : 

2ydy  ^mxdy  -^aydx  -\-idx  2axdxzzo 

vndc 
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\71dc  fit  P ^ & Q___Z  iy  — !“■  1/tit. 

‘ _ _ - h—znx 

Pofito  ergo  Przo  fiet  yz^ ; 


qui  valor 


in  ipfii  aequatione  fubflkutus  dat : 


4«w  Afih 

- — jrar  -4-  - — x 
nm  mm 


ih 

mm 


— 2*wjf  bx  -4-  «a 

nxx  b X 


~ O 


feu 


XX 


^nhx-\-b  b-^  mmaa  ^ 


feu 

& 


, vndc  fit 

mmn 4«»  ' 

__  znb-^V \mmnbb-\—mm»(Mm—^tt')na\ 

~~~  mmn 4«« 

___  inb-^mV [nbb-^n(mm—^n')aa^ 
n(mm 4») 

^ ~~~  mm 4«  * 

Tum  pofito  folo  *•  variabili  fit  dP  — znix^  ideoque 

R=«.  A.eftQ  = v+~=+!^2^i:M, 
, R -h  2«» 

vnde  7^  — T7r-ZTT~7 ^ — T>  numerator 

V\nhb\n[^mm  — ^n)aay 

znn  cum  fit  perpetuo  affirmatiuus,  fi  fignum  fuperius 
valeat,  prodibit  pro  y valor  maximus,  fin  inferius  pro- 
dibit minimus.  Vbi  fequentia  annotari  debent. 


I.  Sifiieric  ex  aequatione  P=o  fiatim  fequi- 

tur  xzz. , vt  nulla  eliminatione  opus  fit.  Huicqueva- 

lori 
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lori  geminus  ipfius  y refpondet  ob  y:zz±^V(f>it-4ntMa) 

quorum  alter  afHrmaduus  eft  maximus , alter  negaduus' 
minimus. 

n.  Si  fit  0,  fit  y r: , & in  infinitum  excres- 

cit,  atque  y per  Ipadum  infinitum  eundem  valorem  re> 
dnet,  ita  vt  neque  maximus  fit  neque  minimus. 


III.  Si  fit  wiw~4«,  erit 

bh  -\-tnmaa  r.  b—‘2HX 

fietque  — - 


feu  jf  ~ ■ 


— mmb 


m 


2b mmx__  2b  , bb  mmaM  bh 

m m ‘ tnb  mb 

Huic  ergo  valori  ipfius  ipfius  j 

, • r j mmaa—bb  . . ... 

valor,  qui  refpondet» r , ciit  maximus  vel  num- 

tn  Q 

mus.  Quia  autem,  vt  ifte  ipfius  y valor  prodeat,  in  expres- 

f.  mh'^2'V [nbb-^  n(vim 4«)rt/j*l  _ 

fione  y— ^ — ^ ^ •’  fignum 

inferius  valere  debet,  erit  valor  ipfius  y minimus. 


EXEMPLUM  II. 

Propojita  aequatione  yy — xxyH-x — x*zzo  deftiih 
valores  ipfius  y maximos  vel  minimos, 
DifTerendata  aequadone  prodit : 

2ydy~—xxdy-^  zxydx  dx ^xxdx  ZZo.*^ 

Kkkk  Fit- 


/ 
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Fitque  P=r:— 3^^ — \xy  & Qj= 

Quare  pofito  P = o>  erit  y — idcoqoe  hpp 

valore  fubftituto  : ••■P! 

4^^  , * 4 2 a C 

fcu  I_5:r4r-+-2x3 -f-9J(r^ -+-2X»  — o.  ^iusVra^radff 
cft  x~-i,  cui  refpondet  y — i>  At  ^pofito  > cbnftante 
~ - • , dd")  av-4— 6x  • j ' f, 

fit  R=-6x— 2J,  ergo  quod  cafo 

& jy — I abit  in  -4,  ita  vt  valor  ipfius  y=^t. 
fit  maximus.  Ipfi  x — -i  autem-geminus  valor  ipfius  ji 
refpondet  ex  aequatione  yy—yzzo  : alter  ergo  eft  y—Oy 
qui  neque  maximus  eft  neque  minimus.  Quodfi  aequa- 
tio illa  quinti  gradus  per  x-l-i  diuidatur,  prodit  aequa; 
tio,  cuius  radices  fimpliciter  .exhiberi  nequeunt,  ^ y 

. . * ■ ' 

EXEMPLUM  III.  ’ ■ 

,<iv  ,1 


Sh  propofita  haec  aequatio:  yy-4- 2Xxy-^4!^-‘^^^l^<>* 
rv*> , » ex  qua  maximi  minimiue  valores  y . • '* 
requiruntur.  . 

" ■'  ■'‘i  - 

Per  differentiationem  ergo  prilffibit''haec  aequatio  i 
o.ydy  -f-  a xxdy  -\-''^^y  ^a  -4—  4<i,x_o 

■ - . -.i-.  • 

Faa:oquc.^“o  erit  ideoquejy— 

qui  - valor  lubftitutus  in  i ipla^  propo^  ■ orittu* , 

— 2x^4x«»^'3ri:6.tssr^®''^ 
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cuias  radices  fant  jrrri;  x rz  t ; & x ^ ^ 
Quia  nohc  ett  ~ zz  — ljL2LZZ_f  ~ ifTZ 

«•  2y~f-2JTjr  y -|- 

erit  differcnuando  zz.  - 

d X* 

ftanri  ob  dyzzo  & ftfto  xy 
lores  ica  fe  habebum 


•€17 

“ t. 
— 2 


poBio  j,  coa. 
izzo.  Quare  ifti  va* 


X 

I 

1 

2 


ddy 

dx* 

Ui 
00 
- i<y 

— pro  maximo. 


Quoniam  pro  radicibus  aequalibus  fit  vtrum 

hoc  cafu  maximum  an  minimum  prodeat?  non  determi- 
natur. Quia  autem  fimul  fit  > -+-  a-  x — o ; nequidem 


^ rr  o ; ob  Pzz  o & 


Qjzro  in 


; quare  cum  primaria  proprietas 


hoc  cafii  erit 

ftione  ^ rz: 
dx 

defit,-  neque  maximum  nec  minimum  habet  locum. 
Indicatur  autem  hoc  cafu  xzzi,  ambos  ipfius  y valores 
inter  fe  fieri  aequales.  Quam  indolem  infra  fufius  fu- 
mus expofituri,  cum  ad  vfum  calculi  differentialis  in 
doftrina  de  lineis  curuis  perueniemus.  Etiamfi  enim 
haec  materia  & huc  pertineat ; tamen  ne  eam  bis  at- 
tingere opus  fit^  eam  totam  fequend  tractationi  refer- 
vamus,  . : . 

^ K k k k 2 a^g. 
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278.  Datur  vero  infupcr  in  fun^onibus  multifor- 
mibus alia  fpecies  maximorum  ac  minimorum,  quae  me- 
thodo ha^lcnus  tradita  non  inuenitur,  cuius  natura  ex 
fimftionibus  biformibus  facillime  explicari  poteft.  Sit 
enim^  fiinaio  quaecunque  biformis  ipfius  ita  vt,  qui- 
cunque valor  ipH  x tribuatur,  pro  y oriantur  bini  va- 
lores  vel  ambo  reales  vel  ambo  imaginarii.  Ponamus 
hos  ipfius  y valores  fieri  imaginarios,  fi  ponatur  jc  > /, 
reales  autem  cfle  , fi  ftatuatur  ^ ; atque  pofito 

x~f  arnbo  ipfius  y valores  in  vnum  coalefcent,  qui 
{\t  y~g.  Cum  igitur  fi  fumatur  funftio  y nul- 

lum habeat  valorem  realem:  fi  eveniat,  vt  pofito  x </ 
ambo  ipfius  y vsdores  fiant  vel  maiores  quam  gy  veT  mi- 


nores quam  g\  priori  cafu  valor  y—g  erit  minimus, 
pofieriori  maximus ; quoniam  illo  cafii  minor  efi,  quam 
ambo'  praecedentes,  hoc  vero  maior.  Neque  hoc  ma- 
ximum. minimumue  methodo  ha£lenus  tradita  reperie- 

^ d y 

tur,  propterca  quod  hic  non  nt  Sunt^  autem 

quoque  haec  maxima  vel  minima  generis  diuerfi,  cum 
talia  non  fint  ratione  valorum  antecedentium  & confe- 
quentium  in  feric  cohaerentium ; fed  ratione  binorum 
valorum  disiunftorum  vel  antecedentium  vel  fequendum 
tantum. 


279.  Eucnit  hoc  fi  aequatio  propofita  fuerit  huiu$- 
modi  +.  (/ — x)  V(J — x')q,  exiftentibus/>&f 
fon£Honibus  ipfius  x jjer  / — x non  djpifibilibus ; obd- 
ncatquc  q valorem  alfirmaduum,  fi  poimur  vel  x —f  vel 

ali- 
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aliquanto  maios  minusue.  Fiat  p ZT-g  poHto  xzifi  & 
manifeihim  cft,  cafu  x~f  ambos  ipHus  y valores  in 
vnum  y — g coalefcere;  pofito  autem  x > f ambo  valo- 
res ipiius  y Hent  imaginarii.  Si  igitur  ponamus  x ali- 
quanto minus  quam  /,  puta  jt  ~/—  w , fiinftio  p abibit 


. <aJp 


tti^dip 


2,dx^ 


-&C. 


vnde  hoc  cafu  erit  y ^ g \dx* 

vidq 
~dx 

nimum,  vt  prae  cd  aldores  eius  potefiates  euanelcant,  erft- 
que  y~g  — ^“1  valores  ambo  ipfius 


ui^ddq 

2dx^ 


&c.^  . 


Ponamus  u mi- 


minores  erunt  quam  gi  ^ ^ fuerit  affirmatiuum , ma- 


iores autem,  fi  negatiuum.  Vnde  valor  duplex  ipfius 
illo  cafu  erit  maximus,  hoc  vero  minimus. 

380.  Haec  igitur'  maxima  atque  minima  inde  or- 
tum fuum habent,  quod  primo  pofito  x—f  ambo  ipfius  y 
valores  fiant  aequales : pofito  autem  x^f  im^inarif,  at 
pofito  x<if  reales.  Deinde  quod  pofito  x“/— w alte- 
rum membrum  irrationale  praebeat  altiores  potefiates  ipfius 
0»,  quam  membrum  rationale.  Hoc  ergo  euenit  quoque 
fi  fuerit  y :pp±:(/-*')’^y(/-x)q,  dummodo  fit  » nume- 
rus integer  > o . Cum  autem  non  fblum  r^dix  quadrata 
fed  etiam  quaecunque  alia  radix  poteftads  paris  eandem 
ambiguitatem  fignorum  introducat;  idem  eueniet,  fi  fuerit 

Kk  kk  3 y — 
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rb  (/—■*)  *"?,  dummodo  fit  2»+r>a«f,  erit  ergo 
(_y— feu  O— />)*"“(/— 

Quoties  ergo  fim£Ho  y per  huiusmodi  aequationem  ex- 
primitur, ita  vt  fit  > 2w,  toties  pofito  x—f^  va- 

lor  ipfius  > fiet  maximus  vel  minimus;  prius  quidem  fi  fqe- 

rit  ^ quantitas  affirmadua , pofterius  vero  fi  dt  ^ quan- 
titas negatiua  pofito  xzzf.  *Sin  autem  fiat  hoc  caiu 

An  . (ti^ddp 

^ — o,  tum  erit  ^ N‘fi 

fit  ? > 2>  neque  maximum  neque  minimum  locum 

2 ft  I f 

habebit ; at  fi  > 2,  tum  y—g  erit  maximum,  fi 

habuerit  valorem  negaduum,  minimum  vero,  fi 

affirmaduum : ficque  vlterius  fi  quoque  euanelcat, 
iudicium  erit  infiituendum. 


281.  Si  igitur  y fuerit  huiusmodi  funflio  ipfius  .v, 
fieri  poteft , vt  praeter  maxima  & minima , quae  prior 
methodus  exhibet , edam  maxima  minimaue  huius  alte- 
rius (peciei  adfint,  quae  modo  hic  expofito  e;^lorari  po- 
terunt. Id  quod  fequentibus  exemplis  declarabimus. 


EXEM- 
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Determinare  maxima  ac  minima  fun6iionis  y,  quae  defini- 
tur hac  aequatione : 

yy— 2x7  — 2 XX — 1 3X-f- x^  ~o. 

Ad  maxima  minimaue  primae  fpeciei  inueftiganda  difie- 
rcntietur  aequatio,  eritque 

iydy-^2xdy iydx 4xdx^^^dx~\--^xxdx'ZZ.Oy 

dy  9 3 

poiitoque  ^r=:o,  ent  j — ^^-\-—xx^ 

qui  valor  in  prima  aequatione  fubftitutus  dat: 

9X+ — 32^3  — j— 42T9:  — 249:  — f- 5 ~ o,  quae  refbl- 

vitur  in  yxx i4Jr-f- j~o  & xx 2x-|— rrro. 

Pofterior  bis  dat  x~i , fitque  y — i,  vnde  hoc  cafu  in 

fraftione  — ~ denominator  quo- 

dx  2y  — 2X 

que  euanefcir,  ficque  maximum  minimumue  primi  generis 
non  datur:  prior  vero  aequatio  i4jr-|— 5— o dabit 

jrrzi  & x~—,  quorum  valorum  ille  eodem  incommodo 


Pofito  autem  Af~  — , fit 
9 


laborat,  quo  praecedentes. 

3 IO  , 25  23  „ dy  2y-~3+4x-3xx 

yzz— — -z=—.  Et  cum  fit -7^ zz  — ■ , 

2 5 S4  27  dx  2y  — 2x  ’ 


ddy +4— Sat — 3JT+2 


fiet  :fi  = 

dx* 


2y  — 2X 


y-x 


Ob  dy  — O & nUHK- 


Erit  ergo 


ddy  9 

—J* 


vnde  hic  valor 


ratoremz:zo. 
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X z:::—  dat  minimum  primi  generis.  Deinde  cum  (it 

(y-x)*  erit  jyrr  x:t(i-x)1/(i-x)  ; ideo- 

que  pofko  x — i prodit  maximum  fecundae  (peciei : fa£to 
enim  x“i— w,  erit  ^ “ i — w:±:«Vw,  quorum  vterque 
minor  eft  quam  vnitas,  fiquidem  w fumatur  minimum. 

exemplum  Ih 
Inuenire  maxima  ac  minima  funSlionis: 
y zr  2x-xx±(i-x)»v'(i-x). 

Pro  primi  generis  maximis  & minimis  difierentiemr 
aequatio ; critque 

^ = a — ix  +7(1 — x)Vii — x) 

qui  valor  pofitus  = o prodit  primo  x i,  & cum  fit 

— x),  erit  y hoc  cafii  maximum 
dx*  4 . 

primi  generis,  fitque  y — i.  Aequatione  vero  ^=0 

per  i-x  diui&erit  4^5y(i— x)  — o feu  i^zzaj-ajx, 

vndefit  xzz  — , & ^=-2±3-  Quare  fi  fignum 

fuperius  valet , erit  7 ==  — — minimum;  fin  autem  fig- 

3ias 

021  • • ■ 
num  inferius  valeat,  erit  j»  r:  — — , quod  maximum  vi- 
deatur : at  vero  tantum  fignum  fuperius  locum  habere 
poteft,  quoniam  4::p5y(i-x)  nequit  effe  — o,  nifi  fit 

V(i 


V 
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Primi  ergo  generis  inuenimos  maxi> 


O 

miun  cafu  xzzi  8c  yzzit  atque  minimum cafu  ~ 

& y — Ex  genere  vero  altero  maximum  quo> 

que  prodit,  fi  xzri’,  quo  cafu  fit^zri.  Nam  pofito 
0»,  erit  jf  — 1— ww:+;w*V'w  vtroque  cafu  ■<  i. 
Hic  itaque,  fi  j:  — i,  maxima  duo  primae  & alterius  Ipc- 
ciei  coalefcunt,  maximumque  quafi  mixtum  coufiituunt. 


282.  Ex  his  exemplis  non  folom  natura  huius  al< 
terius  ipecici  maximorum  & minimorum  elucet ; fed 
etiam  pro  lubitu  ifiiusmo^  fun£Honcs  formari  polTunt, 
quae  maxima  vel  minima  fecundae  fpeciei  admittant. 
Quemadmodum  autem,  fi  propofita  fuerit  fun£Ho  quae* 
cunque,  explorari  pofiit,  vtrum  eiusmodi  maximis  mi- 
nimisue  fit  praedita  nec  ne  ? id  in  • fequcnti  feiHone 
oftendemus : propterca  quod  natura  linearum  cumarum 
hac  inueftigatione  maxime  illuftratur.  Ceterum  vero 
facile  intelligitur,  fi  fuerit  y eiusmodi  funOdo  ipfius  jr, 
quae  maximum  minimumue  fecundae  fpeciei  recipiat, 
tum  quoque  viciffim  x eiusmodi  fore  fiinfiionem  ipfius  y. 
Nam  quia  ex  hac  aequatione  {y — jt)*  — (i  — j-)J, 
fa£lo  jr  — I , obtinet  y valorem  maximum  fecundae  fpe- 
ciei ; fi  variabiles  y St.  x permutenrar,  haec  aequatio 
(x — yy  (i  — yy  exhibet  pro  y quoque  eiusmodi 

fun^rionem  ipfius  x,  quae  habeat  maximum  fecundae  fpe* 
dei.  Fado  enim  i,  fiet  (i  — yy  zz  — jy)*, 

£.111  hinc. 
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hincque  erit  bis  31  rz  i & femel  y — o.  Sin  ant^  po- 
natur' Jrzn  I — t-  w,  erit  ( 1 jr)*  ( I — jr)3'i 

vnde  fi  ftatuamus  7=1+^  erit  (w-(p)*  =(-^)3 
ideoque  (p  debet  eflc  negatiuum.  Sit  ergo  y " 1 — 
erit  (P^,  atque  cum  fumto  ^ minimo, 

(p’  prae  <p*  euanefcat,  debebit  neceflario  'w.cfle'  ncga- 
tiuum":  hinc  valori  x— i-4-w  nnlli:.  valores  reales 
ipfius  y refpondent.  At  pofito  & y — t—^ 

ob  C^-")*  — ® « jt  « Vw,.  ideoqne 

y — I — w w >'w,  vnde  vterqne  .valor-  ipims  y re- 
ipondcns  ipfi  x~i  — u minor  eft  valore  > — i , qui 
refpondet  valori  jc  = 1 3 eritque  coniequentd*  ifie  ipfius 
y ^or  maximus.  • 

ft  ■) 

283.  Haftenus  tantum  fiin£Kones  biformes  fumus 
contemplati,  quarum  maxima  vel*  minima,  quia'  ambo 
valores  facile  per  refoliitiohem  aequatiohis  ’ quadradcae 
exprimi  polTunt,  ad  examen  reuocari  poiTtme.  Sip 
cem  fun£rio  y per  'aequationem  aldorept^^ii)^miifor^’ 
methodus  ante  tradita,  qua  maxima  mhiinj^ue  primae 
ipeciei  indagauimus , eodem  fiicceflu  adhiberi  poterit. 
Inuenridnem  vero  maximoruta-  ^ 'inluilinonini  fecundae 
ipeciei  fequenti  feaioni  refertaidiis.  ‘ Fun^iones  ergo  trij’ 
^^es  ac  invddfotmes,  quemadmodum  cradari  oporte^ 
aliquot  exemplis ' oftendamusi  - ,,.  < , , , 

r I.  --'ir  ■'*  r />  - • ■■'■•■'•.''i  . .-41^ 

.V  V;''  - 

; •.!  /■:  ■ ••  ^ 
. . .....  '.i-.-''.:  Kt,- 

» i * ..i  ‘ EXBM- 


Digitized  by  Googie 


Definhtur  fun6iio  y , culus  maxima  vel  minima  quaerun- 
tur , per  hat$c  aequationem : 
y*  -I-  r:  3 a X 

Differentiata  hac  aequatione  fit  ^y'dy  -4-  ^xxJx-zz 
^axdy  -}-  ^nydXy  ideoque  ^ ~ 
xiinum  ergo  vel  minimum  dabitur,  fi  fuerit  ayzzxx^ 

X X 

feu  yzr  — , qui'valor  in  aequatione  propofita  fubftitu- 
tus  dat: 


— -4—  jr*  “ 3 feu  z:z  i x^  \ 

Erit  ergo  ter  jrnro,  quo  cafu  quoque  fit  denominator 

X X 

yy  . — /ir  — o,  ob  y~—^—o.  Vtrum  ergo  hoc 

oafu  maximum  minimumue  prodeat  ? patebit  fi  ipfi  x 
valorem  tribuamus  minime  ab  o diferepantem.  Sit 
ergo  x—(^,  & yz:^(p,  ob  -4-  ~ 3 <7  w fiet 

vel  (J):3ayw  vel  'Priori  cafu  erit  a^wl/w  — 

3a/zwl/c«»,  ideoque  a — Via.  Hinc  pofito  x~u  erit 
y — ±iV3  a M,  1 Vnde  etiamfi  w negatiue  'accipi  ne- 
queat, tamen  binorum  ipfius  j»*valoruin  alter  maior  erit 
quam  o,  alter  minor;  hineque  yzzo  neque  maximum 
erit  neque  minimum.  Sin  autem  ffatuatur  (p  = 6 w* 

I (*)* 

erit  ideoque  S~  — & 0 ~ — . 

^ 3 a ^ 3/? 

hoc  cafu  fiue  x capiatur  :r:-4-w  fiue  — valor 

L 1 1 1 a ipfiuS 
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ipfius  y — ^ nihilo  erit  maior,  ideoque  hoc  cafa  j»Z3o 
erit  minimum.  Reftat  ergo  tertius  cafus  ex  aeqoatipne 
— examinandus,  qui  dat  x~a^2^  & 

Qui  vtrum  (it  maximus  an  minimus  ? ex  aequmone 

£y  _ «y  ££  quaeratur  difFcrentialc  fecundum, 

ax  yy ax  ^ 

• ^^y  __  — 

quod  ob  dy^o  & ay  — xx:=.o  ent  ^ 

cuius  valor  praefenti  cafu  cft  — ”7> 

qui  indicat  valorem  ipdus  y efle  maximum.  . 

... 

EXEMPLUM  11. 

Si  fun3io  y definiatur  per  hanc  aequationem : 
y*  ^_x*-l-ay*-|-ax3=:bsx-4-b*y. 


inuenire  eius  maximos  minimsM 
, calores,  ' * 

Cum  per  diflerentiationem  oriatur 

^yiJy^^^ayydy-—~i^dyz:zh^dx—^iaX. 
dy  — 3 ayy-*— 4JT* 

di- - ^ 

zz^nxx-^4xK  QuadHg4S^  hile  reduatur,  vt 
fun£Honis  vuifbrmis  maxima  ac  mini- 

ma mdageninr  quae  (imul  erunt  maxima  feu  minkm 
fiinaionis  "Sit  a — ^ & ,-*  = 3 feu. pmponafltf; 
haec  aequatio  -+-3x*==a7^.r+r,*7J?> 

dx  ^y^-i-6yy—-Z7  ~ 

, t.  -A.i  i ‘ - quae 
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quae  diuiia  per  aar — 3— o dat  2 rr  o, 
cuius  poftcrioris  radices  cum  fiht  imaginariae,  erit  *■— — 

& ji*  -H  2 ji®  — 277  “ , cuius  fingulae  radices 

erunt  vel  maximae  vel  minimae.  Cum  autem  ik 

dy 27 Sxx  — 4Jr^  . dii  —I2X—I2XX 

dx  j^y^-\~6yy  — 27*  </jr*  27* 

qui  pofito  X , fi  fuerit  affirmatiuus,  indicabit  mini- 
mum, contra  vero  maximum. 

EXEMPLUM  iir. 

Si  fuerit  y" -4- ax"  ~ bypxa ; definire  maxim» 
dy  minima  ipfius  y. 

Per  diffcrendadoncm  fit  ^ — 

dx  my"~* pbyt~^x1 

quo  pofito  ~o,  erit  primo  x~o,  fi  quidem  n &.  q 
fiierint  vnitate  maiores ; atque  fimul  y~o.  Quo  cala 
an  detur  maximum  vel  minimum,  valores  proximi  funt 
inueftigandi  quoniam  quoque  denominator  fit  ~ o ; quae 
inuofhgatio  ab  exponendbus  podiCmura  pendebit.  Frae> 

tcrea  vero  aequatio  <^abit  ytzz—yX"-ny  qui 

valor  in  propofita  fubftitutus  ponendo  —,zz.g  dabit 

. 9 

m mm—mf  m 

gtx  i — X"  feu  gtx  f zz— — 

L1  II  3 vnde 

J ' . ■ 
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vndefit  , ^ ^ 

^ f ^ L' I .viv?  vp/tr; 

{tmulque  valor  ipfius  y innotefcit.  Odnde 

dum  eft  , vtrum  differendo  - diffovnriale 

Xinrrn  rnlnrrm  nfflii!?' 

■ ‘ ^ T-- — ; — z oDtinctt  valorcm  attiriM* 


, .—.I. 


duum  an  negaduum?  vt  ex  priori  minimnm,  ex  poft6: 
riori  vero  maximam  pronuncietur.  ' < * > •-  b% 

U.J;--  •'  • • ■■  *^- 

T.  ’,.v  •;  r 

E X E M P L U M.  IV.  O • ^ 

Si  fuerit  y*-4-x^  zr  4x7 -r- pa  , maxitM  ^ rnmutg 
funQimis  y affignare. 

Differenriadone  iriftituta  fk  , hinoqae  otkQr 

yzzix^,  erit  ergo  — a feu 

quae  aequado  relbluitur  in 

pofteriorque  in  at^— i~o  & jr<4-3Z=;.%, 

vel.Ar:— :+!  vd  x— ~i;  vcro^ervoeotjcifc&^deftonu- 


nator  fraftionis  ^ ci^cfdt.'  ’ 


ytnim^l^  cafkuu^maximum.iginiinumup. locum  habeat^  ' 
ponamus  xz^zi—ta'  & yriz  i— ,,.erk:.  - M.-i-in'  # 

• 

• 4,  .V  :.  • 

, i.i  l_i 
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ideoqae  4«^  — 6(p*-\-6tit* — 

& ob  w 8c  (p  minima  4u>p'rz  6(p*  -+-6u*.  Valor  er- 
go ipfius  p erit  imaginarius,  fiuc  w capiatur  affirmatiiie 
fiuc  negatiue.  Seu  fi  defigncnt  coordinatas  curuae, 

ea  cafu  x~  i & yznzi  habebit  pun6him  coniugatum. 
Neque  ergo  hic  valor  pro  maximo  neque  pro  minimo 
haberi  poteft,  propterea  quod  antecedentes  & confequen- 
tes,  cum  quibus  comparari  deberet,  fiunt  imaginarii. 

t 

284.  Si  aequatio,  qua  relatio  inter  x 8c  y exprimi- 
tur, ita  fuerit  comparata,  vt  flmftio  ipfius  y aequetur 
funf^ioni  ipfius  x,  puta  Y nrz  X ; ad  maxima  minimaue 
inuenienda  poni  debebit  </X  =:  o : fiet  ergo  y maximum 
vel  minimum  iisdem  cafibus,  quibus  X fit  maximum  vcl 
minimum.  Simili  modo  fi  x tanquam  fun£Ho  ipfius  y- 
confideretur  , fiet  x maximum  vel  minimum  fi  JY  n:  o 
hoc  eft  fi  Y fuerit  maximum  vel  minimum.  Neque 
tamen  hinc  fequitur  y 8c  x fimul  fieri  maxima  vel  mini- 
ma. Nam  fi  fuerit  2 ay  — yy  ~ibx  — xx , erit  y 
maximum  vel  minimum , fi  fuerit  x — eritque 
y— a -:±:V{na—bb).  Contra  vero  x fit  maximum  vel 
minimum,  fi  fiicrit  y~a,  fitque  ne- 

que ergo  fiet  > maximum  vel  minimum,  fi  x±zb^(bb-na\- 
quo  tamen  cafu  x eft  maximum  minimumue.  Ceterum 
hoc  cafu,  fi  y habeat  valores  maximos  vel  minimos,  x 
hac  indole  prorfus  carebit : namque  y maximum  mini- 
mumue fieri  nequit,  nifi  fit  /i  > i , quo  cafu  maximum 
minimumue  ipfius  x fit  imaginarium.  b 

f 

• • J 

28y. 
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28j.  Tam  vero  edam  euenire  potcft,  Vt  non  om» 
nes  radices  aequationis  = o praebeant  maximos  mi- 
mimosue  valores  pro  y ; fi  enim  illa  aequatio  doas  ha- 
buerit radices  aequales,  exinde  neque  maximum  neque 
minimum  confequitur;  hocque  idem  euenit,  fi  quotcun- 
que  radices  numero  pares  fuerint  inter  fe  aequales.  Sic 
fi  proponatur  aequatio  h(^y~ay  quia 

fumtis  differentialibus  fit  zbdy{y~a)'=:-idx{x-b)*^  func- 
tio y neque  maxima  fiet  neque  minima  pofito  x — b^ 
propterca  quod  hic  occurrunt  duae  radices  aequales.  Sin 
autem  x tanquam  fun£fio  ipfius  y fpeftetur,  ea  fiet  maxi- 
ma vel  minima,  fi  ftatuatur  j» zz « *,  eritque  x~b — c 
minimum.  Quia  denique  in  huiusmodi  aequationibus 
Y X variabiles  x y inter  fe  non  permifcentur,  fi 
ipfi  x tribuitur  valor/  qui  fit  radix  aequationis  dXz^o^ 
omnes  valores  ipfius  jy,  quotcunque  fuerint  reales,  erunt 
maximi  vel  minimi;  quod  non  euenit,  fi  in  aequatione 
ambae  variabiles  fuerint  permixtae. 

286.  Quae  praeterea  fuperfunt  de  natura  maxi- 
morum ac  minimorum  exponenda,  ea  in  fequentem 
fcffionem  rcferuamus,  quoniam  commodius  ope  figu- 
rarum menti  repaaefcntari  atque  explicari  pofilint.  Per- 
gamus ergo  ad  fuiiaiones,  quae  ex  pluribus  variabilibus 
funt  compofitae,  atque  inueftigemus  valores,  quos  fin- 
gulis  variabilibus  tribui  oportet,  vt  ipla  funftio  vel  ma- 
ximum vel  minimum  valorem  obtineat.  Ac  primo  qui- 
dem patet,  fi  variabiles  non  fuerint  inter  fe  permixtae, 
ita  vt  fimfUo  propofita  fit  huiusmodi  X-HY>  cxiftente 
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X funOione  ipiias  jt,  & Y ipfius  y tantum',  tttm  fun* 
£tionem  propoHcam  X -f-  Y fore  inaxiiniun,  fi  fimid  X 
& Y maximum  euadat : minimuraque,  fi  fimul  X & Y 
fiat  minimum.  Ad  maximum  ergo  inueniendum  inqui- 
rantur valores  ipfius  x,  quibus  X fiat  maximum,  fimili. 
que  modo  valores  ipfius  quibus  Y fit  maximum:  ' 
hiquc  valores  pro  x 8c  y inuenti  efficient  fun6iionem 
X -f-  Y maximam,  quod  fimilitcr  de  minimo  erit  te- 
nendum. Caucndum  ergo  efi,  ne  duo  valores  ipfarum 
X 8cy  diueiiae  naturae  combinentur,  quorum  ille  reddat 
X maximum,  hic  vero  Y minimum,  aut  contra.  Hoc 
enim  fi  fieret , funftio  X -|-  Y neque  maximum  foret 
neque  minimum.  At  huiusmodi  fun£Ho  X — Y fiet 
maxima,  fi  X fuerit  maximum  fimulque  Y minimum; 
contra  vero  X — Y fiet  minimum,  fi  X fuerit  minimum 
& Y maximum.  Sin  autem  vtraque  fundHo  X & 
Aatuerctur  vel  maxima  vel  minima,  earum  differentia 
X — Y neque  foret  maxima,  neque  minima;  quae  om- 
nia funt  ex  natura  maximorum  ac  minimorum  ance  ex- 
polita clara  & perfpicua. 

287.  Si  ergO  quaerantur  maximi  minimiue  valores 
funOionis  duarum  variabiliiun ; quaelUo  mulco  magis 
cautioni. obnoxia  eft,  quam  fi  vnica  fuerit  variabilis. 
Non  folum  enim  pro  vtraque  variabili  cafus,  quibus 
maximum  minimumue  producitur,  diligertter  funtdifHn- 
guendi;  fed  etiam  ex  his  bini  eiusmodi  funt  coniungen- 
di,  vt  fiinftio  propofita  fiat  maximum  vel  minimum  ; id 
quod  ex  exemplis  clarius  patebit. 

Mm  mm  exem- 
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- ’ • ’ EXEMPLUM'!. 

Sit  propojita  haec  duarum  variabilium  x ^ y fundlio) 
y*  — 8y^  -+-  i8y*  — 8y  -h  x*  — 3xx  — 3X 
^ quaerantur  volor  es  pro  y fubjlituendi,  vt  haec 
fttttdio  maximum  vel  minimum  obtineat  valorem. 

Quoniam  haec  expreflio  in  duas  huiusmodi  partes 
Y-HX  refoluicur,  quarum  illa  eft  fun^o  ipfiusy,  haec 
vero  ipfius  x tantum;  cafus  quibus  vtraque  fit  maxima 

vel  minima,  inuefiigentur.  Cum  ^;itur  fit  Y 

. dY 

y* — gjy3_|_,gj,» — 2y,  = — 24y*-f.36j-_g 

qua  cxpreflione  nihilo  aequali  pofita,  fiet  per  4 diuifo 
yj  — £y»  _|_  ^y  — a — o,  cuius  radices  fiint  jr— 

i/ 

&y  = a±V3*  Cumergo  fit  — 3yy— I2y-f-5j 

cafu  y nr  a , prodibit  maximum.  Pro  reliquis  binis  ra- 
dicibus y zzzz  2 +.V 3,  quae  oriuntur  ex  aequatione 

yy 4y-f.i— o fiet  ~j^  = yy  4y-f-3  =2, 

vnde  vtraque  dat  minimum.  Erit  autem  his  cafibus  vt 
fcquitur. 

y — a Y ~ 8 maximum 

y a — Vs  Y ■—  i minimum 

Y rr  — I minimum 

dX 


y = 2 -4-  V3 


Simili  modo  cum  fitX— — jxx—ax,  erit 

ax 

3JCX — 6x — 3,  vnde  oritur  hacc  aequatio  xx~2x+t 

& 
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Si  4f~  I + Vi.  Eft  vero  — j-j  rr  x — t + Vs. 

Ergo  radix.  Jcri+Va  dat  minimum,  nempe  X—-s-4Va 
& I — V2  dat  maximum,  nempe X~— 5+4I/2. 
Quocirca  formula  propofita  X -H  Y ~ y*  — 8 y’ 
— i8yy  — 8y  -1-  — 3xx  < — fiet  maxima, 

fi  ponatur  y — x & x — i — Va , prodibitque  X -h  Y 
3 H-  4 V2.  Eadem  autem  formula  X -+-  Y fiet  mi- 
nima, fi  fumatur  vel  y ~ 2 — V3  vel  y i:r  2 -|-  Yj 
& x~i-\-V 2,  vtroquc  cafu  erit  X-l-Y  zz— 6— 4Va.  - 

EXEMPLUM  II. 

t 

Si  proponatur  harc  fuu3io  duarum  variabilium : . 
— 8y’H-  i8y*  — 8y — x3-^-3xx-|-3X 
quae  quibus  cajibus  fiat  maxima  vel  mini-  • 
ma  inuefligetur. 

Pofito  vt  in  praetxidente  exemplo  habuimus,  Y rr-r-, 

y* 8y*-|-i8y* 8y  &'X.=:4r* ^xx 3jrj 

formula  propofita  erit  Y — X ; ideoque  fiet  maxima,  fi 
Y fuerit  maximum  & X minimum  Cum  igitur  hos  cafus 
iam  ante  eruerimus,  patet  Y— X obtinere  valorem  ma- 
ximum,  fi  ponatur  y ^ x & .rzzi-f-Ya;  fietque 
Y-X~  13  ■+■  aVxJ  Minimus  vero  valor  ipfius  Y -X 
euadet,  fi  Y fit  minimum,  & X maximum,  quod  euenit 
ponendo  yzrartYa  & jrzzi-Va,  fiet  autem  Y Xzz; 
4-4^2.  Ceterum  in  vtroque  exemplo  patet  hos  valo- 
rcs,  quos  inuenimus,  neque  omnium  efle  maximos  ne- 
que minimos  : nam  fi  vtrinque ‘poneretur  verbi  gratia 
yzrxoo  & *~  o>  line  dubio  maior  pfodiret  valqr  eo, 

, M m m m 2 quem 
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quem  inucnimus:  fimilique  modo  ponendo  y— o & vd 
xzz — loo  vel  xrr-4-ioo  minor  prodirer  valor,  quam 
funt  illi,  quos  pro  cafu  minimi  inuenimus.  Probe  ergo 
tenenda  efl  idea  fupra  expolita,  quam  de  natunfrmaxi* 
morum  ac  minimorum  dedimus.  Scilicet  eum  valorem 
vocari  maximum , qui  maior  fit  valoribus  tam  antece- 
dentibus quam  confequcntibus  contiguis  proximis;  mini- 
mam autem  effe  eum,  qui  his  valoribus  tam  anteceden- 
tibus quam  confequendbus  fuerit  minor.  Sic  in  hoc 
' exemplo  eft  valor  ipfius  Y — X,  qui  prodit  ponendo 
^ — 2 & xzri-f-Va  maior  eft  iis,  qui  refultat  fi  po- 
natur & x—i-\-V2zt<p  fumtis  pro  w & <p 

quantitatibus  (atis  exiguis. 

288.  His  exemplis  expeditis  facilior  erk  vk  ad  fb- 
ludonem  generalem  indagandam.  Denotet  V funftio- 
nem  quamcunque  dnarum  variabilium  x & y,  fintque 
pro  X & y valores  inuenfcndi,  qui  fim^oni  V inducant 
maximum  vel  minimum  valorem.  Cum  igitur  ad  hoc 
efficiendum  vtrique  variabili  x & y determinatus  valor 
tribui  debeat  j ponamus  alteram  y iam  habere  cum  va- 
lorem, qui  requiritur  ad  fimaionem  V vd  maximam 
vd  minimam  reddendam : hocque  pofito  tantum  opus 
erit,  vt  pro  altera  at  idoneus  quoque  valor  inueftigetur, 
quod  fiet,  dum  fun6Ho  V difFereraiatur  ponenda  fola  x 
variabili,  diflerentialeque  nihilo  aequale  ftatuitur.  Simili 
modo  fi  fingamus  variabilem  x iam  eum  habere  valo- 
rem ; qui  aptus  fit  ad  funftionem  V vel  maximam  vd 
minimam  efficiendam,  valoir  ipfius  y reperietur  differen- 

dan- 
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dando  V po/ica  fola  y variabSi,  hocque  differemkle  ni- 
hilo aequali  ponendo.  Hinc  ii  differendale  fun^onis 
V fberic  Q^Jy  , oportebit  effc  & P ~ o & 

Q.=:o^  ex  quibus  duabus  aequationibus  valores  vtrius- 
que  variabilis  x 8c  y erui  poterunt. 

285.  Quoniam  vero  hoc  pafto  fine  difcrimine  re^ 
periuntur  valores  pro  x 8c  y,  quibus  funftio  V vel  ma- 
xima vel  minima  redditur;  cafiis,  quibus  vel  maximum 
vel  minimum  oritur,  probe  a fe  inuicem  funt  difHnguendi. 
Vt  enim  fun£tio  V dat  maxima,  necelTe  eft  vt  ambae 
variabiles  ad  hoc  conlpirent ; namque  fi  altera  maximum 
exhiberet,  altera  minimum,  ipla  fun£Ho  neque  maxima 
neque  minima  euaderet.  Quocirca  inuentis  ex  aequatio- 
nibus P “ o & Qj=:  o valoribus  ipfirum  x & y inqui- 
rendum eft,  vtrum  ambo  (jmui  jfun^on»  V rei  maximum 
vel  minimum  valorem  inducant ; atque  tum  demum,  cum 
compertum  fuerit  vtriusque  variabilis  valorem  hinc  eru- 
tum pro  maximo  valere,  affirmare  poterimus  fun^'onem 
hoc  calu  maximum  valorem  induere.  Quod  idem  de  mi- 
nimo erit  tenendum,  ita  vt  fun£Ho  V minimum  valorem 
adipilci  nequeat,  nifi  hmnl  ambae  variabiles  x & y mi- 
nimum producant.  Hinc  ergo  omnes  ilii  cafm  reitci  de- 
bebunt , quibus  altera  variabilis  maximum  ^ altera  vere 
minimum  indicare  deprehendetur.  Interdum  vero  edam 
euenit,  vt  alterius  vdl  etiam  vtriusque  varkbilis  valores 
ex  aequadonibus  P ~ o & Qjz:  o oriundi  neque  maxi- 
mum neque  nunimum  exhibeant,  qui  cafus  proinde  pa- 
riter tanquam  prorfus  inepd  erunt  reiicieadL 
* Mm  mm  3 
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. 390.  Vmun  autdn  valores  pro  x Sc  y reperti  va- 
leant pro  maximo  an  minimo?  de  vtroque  feodim  dmill 
modo  inueftigabitur,  quo  fupra,  cum  vnica  adelTet  va- 
riabilis, fumus  vfi.  Ad  iudicium  fcilicet  de  variabili  jr 
inlHtuendum  confideretur  altera  y tanquam  conflans,  & 

d\ 

cum  llt  dW-zr.Vdx  feu  differentietur  P denuo 

pofko  y conflante,  vt  prodeat  difpicia- 

d? 

tiir,  vtrum  valor  ipfius  poflquam  loco  x 8c  y valq- 

res  ante  iiiuenti  fuerint  fiibfUtud,  fiat  afHrmatiuus  an  ne- 
gaduus ; priori  enim  cafu  indicabimr  minimum,  pofle- 
riori  vero  maximum.  Simili  modo  cum  polito  x con- 

dV 

ftante  fit  dVzziQdy  feu  differendetor  de- 

nuo pofita  fola  y variabili,  & examinetur  valor  (ub- 

flitutis  loco  X &:  y valoribus,  qui  exaequationibus  P“o 
& o funt  inuend ; qui  fi  fuerit  affirmatiuus,  decla- 
rabit minimum,  contra  vero  maximum.  Hinc  ergo  col- 

' ‘ ’ jP 

ligitur,  fi  ex  valoribus  pro  x & y inuends  formulae  ^ 

& ^“induant  valores  diucrfis  fignis  affeflos  altera  fci- 
licet affirmatiuum , altera  negatiuum , tum  funftionera 
V neque  maximam  neque  minimam  effici ; fin  autem 

ytraque  formula  ^ fiat  affirmatisa,  minimum  re- 

fultabit:  cotitraque,  fi  vtraque  fiat  negadua,  maximum. 

'i  • 291, 
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asr.  Quod/i-vero  akera  fermula  ^ 

edam  vtraque,  fi  pro  x & y ralores  inuenri  fubftiraan- 
tur , euan^cat , nun  progrediendum  eric  ad  difierentia- , 

lia  fequenda  ^uae  nifi  pariter  euanefcant, 

neque  maximum  neque  minimum  habebit  locum;  fin  au- 
tem euanefeant,  iudicium  ex  formulis  differentialibus  fe- 

quendbus  erit  petendum,  fimilique  modo 

inihtuendum , quo  pro  formulis  ^ cft  iii£hum  ‘ 

Quo  autem,  quibus  cafibus  hoc  vfu  veniat,  clarius  ex- 
^ ponamus,  prodierit  valor  x“o,  qui  fi  formulam  ^ 

reddat  euanefeentem,  necefle  efi  vt  favorem  habeat 

ax 

x-a;  qui  fa£lor  fi  foerit  folitarius,  neque  fimul  afium 
fibi  habeat  aequalem  focium , neque  maximum  neque 

jp 

minimum  indicabitur,  c^od  idem  euenit  fi  ^ 'fa£lorem 


habuerit  (x-ay,  vel  (x-a)*,  &c.;  Sin  autem  fa£for 
fuerit  (x— a)*,  vel  (x-a)^,  &c.  tum  quidem 'maxi- 
mum' vel  minimum  indicabitur ; at  infuper  videndum 
erit,  vtrum  cum  2^',  pdr  j indicato  confondat. 

' 292.  Labor  autem  his  cafibus  ad  (fifferendalia  vl- 

teriora  progrediendi  mirifice  fubleuari  poterit  r fi  enim 
ponamus,  vt  rem  generalius  comple^wur , inuentum 

elTe 


Digitized  by  Google 


• «4l 


CAPUT  XI 


effc  atque  formulam  ^ ^Sorem  l»bere 

4/P 

(aar-h^)*,  ita  vt  fit  ^ = (ax -4-?)*T,  quia  eft 
ax-l-5=:o,  fiet  r-j~2a*T,  hincque  ob  a«*  affir- 


maduum,  ex  ipfa  quantitate  T iudicium  abfblui  potenti 
quae  fi  induet  valorem  affirmaduum,  pro  minimo,  con- 
tra vero  pro  maximo  pronunciabit.  Hpcque  idem  tub- 
fidium  in  maximorum  minimorumque  inuefdgadone , fi 
vnica  infit  variabilis  adhiberi  poterit,  ita  vt  nunquam 
opus  fit  ad  aldora  difierendalia  alcendere.  Quin  edam 
nequidem  ad  difierendalia  fecunda  procedere  opus  erit: 
fi  enim  ex  aequadone  P~o,  fiat  ox-l-g~o,  necefie 
eft  vt  P £a£lorem  habeat  *x-f-ff  ; fit  P=(ox-f-ff)T, 

& cum  fit  ^ = aT-h(ox-4-f)^,  ob 

erit  hincque  iam  ipfe  alter  faftor'T,  prout 

vidor  ipfius  «T  fuerit  vel  affirmaduus  vel  negatiuus,  fta- 
dm  vel  mimmum  vel  maximtun  indicabit. 


353.  His  igitur  traditis  praeceptis  haud  difficile 
erit,  fi  fun£Ho  quaecunque  duas  variabiles  inuoluens  fue- 
rit propofita,  cafus  inueftigare , quibus  haec  funffio  fiat 
vel  maxima  vel  minima.  Si  quae  infuper  notanda  fue- 
rint, ea  ipfa  exemplorum  euoludo  fuggeret,  quamobrem 
aliquot  exemplis  regtilas  datas  illuftrari  expediet. 


EXEM- 
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EXEMPLUM  I. 

Sit  propofita  ifla  fitn&io  duarum  'variabilium 
XX  -}-  xy  -I-  yy  — ax  — by,  quae 
quibus  cajibus  fiat  vel  maxima  vel 
minima  inquiratur. 

Cum  fit  d\ —ixdx  \ yix  \ xdy  \ iydy—nix—ldy^ 
fi  comparetur  cum  forma  generali  dY  — Pdx  ■+•  Q^ji 
erit  P ~ 2 x-\-y — a & Qjn  ay  b : vnde  for- 

mabuntur iftae  aequationes  2x4-y—a~o  & 2y-|-jr— ^~o, 
quibus  coniunftis  eliminando  y fiet  x—b—  4x — 


ideoque  x~ 


2 <7- 


3 

dP 


& , y — n 2 2-  ~ 

& 


2 b a 


Cum  igitur  fit  ^ ~ 2 & rf":  2 , vtraque 

oftendit  minimum;  ex  quo  concludimus  formulam 

xx-\-xy-\-yy  — a x — b y fieri  minimam,  fi  pona- 

2«  — b _ 2b—a 

tur  X ^ — - — & y _ — - — , prodibitque  hoc 


modo  V zz 


3 ' 3 

1— 3«i ^bb  ^ 

9 


Uii  I "{tb  'bb 


qul  cum  fit  vnicus,  omnium  erit  minimus.  Vnico  ergo 
modo  fieri  poteft  xx ^xy-^yy—ax—hyrz — 

3 

& quia  minor  fieri  nequit , erit  haec  aequatio 


xx-\-xy-\-yy’ 

impoflibilis. 


•ax—by:z^ 


a (I  — p- ^ b b b 


•cc 


Nn  n n 


EXEM- 


Digitized  by  Google 


CAPUT  XI. 


(50 

exemplum  II. 

5f  proponatur  formula  V =:  -1-y*  — 3 «-»y»  ?«*«- 

rantur  cafus^  quibus  V adipifcatur  vahrm  maxi- 
mum vel  minimum. 

Ob  ^xxdx  -f-  'iyydy ^aydx  — ^axdy 

erit  P ~ 3 — 3 /ijy  & 0=  "iyy  — 3 ox-,  vnde  fit 

ay~xx  & ax—yy.  Cum  ergo  fit  yy~x*-  aa  — ax 

erit  X*  — a^x  ~o;  ideoque  vel  x — o vel  x — ti. 

Priori  cafu  fit  y — o,  pofteriori  vero  y — a.  Quoniam 

^dP  ^ ddP  , 0 </0  ^ ddQ 

ergo  eft  ^ 5AT,  _= « & ^ y atque 

priori  ergo  calu,  quo  jtzzo  & y — o,. neque  maxi- 
mum neque  minimum  refultat.  Pofteriori  vero  cafu 
quo  & x~  a & y — « minimum  prodit,  fi  quidem  a 
foerit  quantitas  affirmatiua,  fietque  V — — qui  au- 
tem valor  tantum  minor  eft  proximis  antecedentibus  & 
confequentibus : nam  fine  dubio  V multo  minorem  in- 
duere poteft  valorem,  fi  vtrique  variabili  x & y valores 
negatiui  tribuantur. 

EXEMPLUM  iir. 

,PropoJita  fit  haec  functo  Vz=x*-4-ay  y — bxy-f-cx, 
cuius  valores  maximi  feu  minimi  inquirantur. 

• Quia  eft  f/Vn;  3 -|- 2 rty.yy  — ^y</r— ^jr^/y -f 

erit  P zr  sxx by-\~e  & Q=r  2oy ix,  quibus 

h X 

. valoribus  nihilo  aequalibus  poficis  erit  y==  — , ideoque 
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ihx  , r ihhx^^ae  . 

3 XX  — h f n o feu  x xzz  — viidc 

^ ia  12  a 


fit  X :n 


> — 48 


12  a 


. Nifi  ergo  fit  o, 


. hh  -±ihf  p 

eritjfz: & 

I 2 a 


cft  ^ rr  €X 
ax 


& 


neque  maximum  neque  minimum  habet  looim.  Pona- 

b b(hh-^ 

mus  ergo  elTc  b*-^%aac~bbff,  vt  fit  c~ — 

b b(b  -i-/)  „ 

~ ^ . Quoniam  porro 

^ 24  aa 

dO.  c b(b-±f) 

-P*-=:2/i,  fiet  7-  z=  Ni- 

dy  ^ ’ ax  2 

fi  ergo  2 a 8c  quantitates  eiusdem  figni, 

neque  maximum  neque  minimum  habet  locum.  At  fi 
fint  ambae  vel  affirmatiuae  vel  ambae  negatiuae,  quod 
euenit,  fi  earum  produftum  ^C^-h/)  fuerit  affirmatiuum ; 
tum  funftio  V euadet  minimum,  fi  </  fit  quantitas  affir- 
matiua;  contra  vero  maximum,  fi  fit  quantitas  nega- 

b* 

tiua.  Hinc  fi  fuerit  f—o  feu  r , ob  ^ ^ quan- 

4%aa^  ’ 

titatem  affirmatiuam,  fun^io  V euadet  minima,  fi  a fit 

quantitas  pofitiua,  ponaturque  2:  — — & y— “~5 

contra  vero  fi  a fit  negaduum,  iftae  fubftituriones  pro- 
ducent maximum.  Si  fit  / <<  ^,  duobus  cafibus  oritur 
vel  maximum  vel  minimum:  at  fi  f>b,  tum  cafus  tan- 

^C^H-/)o  bb{b-\-f) 

tum  X ~ & y z: praebebit  maxi- 

n}um  minimumue,  prout  a fuerit  vel  negaduum  vel  af- 
• N n n n 3 fir- 
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finnariaum.  Sit  « iri , ^ =r  3 & /=r  i , Vt  Wbcatw 
haec  formula  V r=  x’  -1-  yy  — 3 x y 1 x,  hik  fitt 
minima  ob  a afRrmatiuum,  fi  ponatur  vel  xm  & yrr| 
' vel  X — i & y — i-  Priori  cafu  oritur  V = pofte-* 
riori  vero  VzzA-  Interim  tamen  patet  loco  x nu- 
meris negatiuis  ponendis  multo  minores  valores  pro  V 
oriri  poffe.  'Ita  ergo  intelligi  debet  valor  ipfius 
minor  efle,  'quam  fi  ponatur  x = 2 -f-w  & y-rj-rf-^; 
dummodo  fine  ^ numeri  parui  > fioe  afiinnatiat 
fiue  negatiui  \ limes  autem  quem  a>  transgredi  non  de- 
bet eft  — V ; nam  fi  w < — V ' fim  poterk  vc  V 
fiat  minor  quam  ^ " 

EXEMPLUM  IV.  , ./ 

Imerare  maxima  vel  minima  huius  funSiomt: 

V=r  x^  + y^-axxy-aaqy+ccxxf  ocyy.  vv>* 


Sumto  differentiali  erit  P=:4x3— a^xy—tfyy-f-aeraf 
& Qj=  4y* — «XX  — — 2(»xy -f- acey,  qiPlblM/vilSi^ 
bos  nihilo  aequalibus  pofids , fi  a le  iniwBCiil'  fiibtrdian- ' - 
tur  erit:  4x*«— 4y^-l-«xx — <yyi^a^x-T--arty~o, 
quae  cum  fit  dkufibilis  per  x— y,,ociiLprtofto  y--»',  atque  ^ 
44tf*-3«rx+2crx:z:o,  quae  dat  >»=0  & 4xxir:3'ix— ai» 

fea  - Si  fiunamus  x— o,  erit  qu^  • 

8 


que  y = o;  & ob  j-maxa 
$=t3yy— aax-H-arc,  fiet  figifbQ 


■ aay~^2cef 


. 


Sio 


V. 


■ • Digitized  h' 


C A P V T XI. 


J3< 

Sin  ftatuamus  x zny  ^ fi  guident 

tuent  9^«i>32ff,  ob  4xx:rz3/ix-2cc,  em  ^:r:^rr 


^ ai/M-33cci7/fV(9/7<i-32rf) 
- , 


I a ar;r — a <7X  + arr  ~7/»—  4^‘f 

qui  valor  cum  fit  lemper  affirmatiuus  ob  32fV<9<ifl, 
valor  V hoc  quoque  calu  fit  minimus,  eritque  V zz^ 

-\-  — aacc lil  (Aaa  —72  cc)^.  Diuida- 

2j6  t6  2 256|p 

mus  autem  aequationem  4x^^4y^  +axx-ayy-^2ccx-2ceyzzo 

per  x—y  fietque  4xx-\^4xy-^4jy-^ax-hay-\-2cczzo. 

4 2CCX 

At  ex  aequadonc  Pnro,  erit  yy~-2xy-+-  — x^-  ‘ 


a 


■ y 


quo  vaiore  in  illa  fubfiituto  fit 
i6x*-f-4ajrx-f- /r/jjr— I—  $ccx 


2aee 


4 A X 


a a 


Verum  illa  dat  y—-x±:V  4^  +<txxJt--ccx^  efficitur: 


1 6x3  ^ %axx^4ccx  -}-  2acc~  (4X- a)V(4ax3  + aaxx  + 2a£Tx),‘ 
quae  ad  rationalitatem  perdufla,  dat 

562  *-f-I52AX*-|- 8OAA  4-1-4'*’  3 j— 2fl3Cf 

XXX  *'+4'» 

-+-56ac£’  -4->48flAfr  -t-i6AC* 

• ^4“  1 6 c* 


cuius  radices , fi  quas  habet , reales  indicabiQit  maxima 

vel  minima  funOionis  V,  fi  quidem  ^ fiant 

quantitates  eodem  figno  afie£bte. 

Nn  nn  3 
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fcu  it—-ikkm-4kk-2^  erit  xrr  + i//  8c  yzz.±ka.  Ac 

</P  ,,  ..  ■ dO 

— nkkaa-^2mkkaa-^  iaa  & -j— — i2kkaa-\-2mkkna-\-2aa^ 

quae  cum  fint  aequales,  erit  V vel  minimum  vel  maxi- 
mum , prout  iftae  quantitates  fuerint  vel  afErmariuae  vel 
negatiuae. 

n.  Sit  y“— jr,  critque  a (<w-t-2)jr5  zr  C« — 2)dax 
ergo  vel  m~o  vel  xx-=z  Prior  radix 

Pofterior  vero  erit 


2 (jn 

*—o  recidit  in  praecedentem. 


realis  ii 


a)  aa 


j I j.y  fuerit  quantitas  affirmatiua : & cum 
nat  =:  prodibit  vel  maximom  vel  minimum. 


dy 

in.  Sit  y ~ 


n aa 


erit 


mn^a 


,»/74 


3(2 «i)x’  ' 2(2 myx 

tt  K _ it  17/1^ 

2aax — o leu  4Jr^.f  2(7/7jw-|- - — r» 

2(2-»»>  T 

cuius  aequationis  nulla  radix  eft  realis,  mCi  Cit  a a quand- 
tas  negatiua. 

EXEMPLUM  VI. 

Propqfita  Jit  haec  fmdio  determinata  : 

V = x«  H-  y«  XX  -h  xy  yy, 

cuius  valores  maximi  vel  minimi 
inuejligentur. 

Cum  hinc  fiat  fci:4jr5-2jr+jcxro  & Q=:4>’-2>'+jr:=o 

erit  ex  priori  y ~ 2 jr— — 4 qui  in  altera  fubftitutos 


dat  — 384-f^-l-  — 40.«3  ^ 


Cuius 
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Cuius  vntt  radix  eft  ar  = o,  vnde  fit  quoque  >=2  0. 
Ergo  hoc  cafu  ob  j-  =z  lajrx— 2 & nyy-2 


prodit  maximum  V =r  o. 

Diuifa  autem  aequatione  inuenta  per  x erit ; 

aj6;r»  384-*‘®  -+“  I93x*  40*^  -f-  3 — o, 

quae  faftorem  habet  4xx  — i,  vnde  fit  4xx:=.i 

& x=±};  atque  >=±i,  tum  vero  ent^=:^=:t, 
vtroquc  ergo  cafu  oritur  minimum  V 


Diuidatur  illa  aequatio  per  4xx— i,  atque  obtinebitur: 
64X<‘  — 8o4t^  H-  28 XX  — 3 =0, 
quae  denuo  bis  continet  4VJ:— ita  vt  praece- 
dens cafus  oriatur.  Praeterea  vero  inde  fit  4Jr4r— 3“o, 


& :r j cui  refpondet  y =2  —p^ 
2 * 


Erit  igi- 


tur quoque  ^±:^r=:7,ideoque  fietVminimumrr— | j 
qui  eft  valor  omnium  minimus,  quos  quidem  fim£KoV 
recipere  poteft:  & hanc  ob  rem  ifta  aequatio  V=-j-cc 

femper  eft  impoflibilis.  Hinc  autem  patet  via  determi- 
nandi maxima  & ' minima  fun£Uonum,  quae  tres  plu- 
resue  variabiles  inuoluunt. 


CAPUT 
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CAPUT  XII. 

DE  VSV  DIFFERENTIALIUM  IN 

INUESTIGaINDIS  radicibus  realibvs 
AEQ(U AT  IONUM. 

- S54. 

atura  maximorum  ac  minimorum  viam  n^is  pa> 

^ tefacit  ad  indolem  radicum  aequationum , vtrum 
Hnt  reales  on  imaginariae,  ‘cognofcendam.  Sic.etum 
propoftca  aequado  cuiuscunque  qrdinis  : . 

jc*  — Ajt— » + Bjt*-»  — + Dx»-4-&c.  r=o 
cuius  radices  ponamus  efle  p,  r,  t,  t,  &c.  ita  vc 
fit  minima,  q ea  quae  ratione  magnitudinis  fequitur,  fic- 
que  & reliquae  radices  fecundum  ordinem  quandtads 
fint  difpofitac : fcilicet  fit  ^ >;t>5  r > x > r ; / > x &c. 
Aflumamus  autem  omnes  radices  aequadonis  efle  reales, 
ericque  exponens  maximus  » fimul  numerus  radicum 
q-,  r,  &c.  Confideremus  quoque  has  radices  omnes 
tanquam  inter  fe  inaequales ; hinc  tamen  aequales  ra- 
dices non  excluduntur,  propterea quod  radices  inaequa- 
les, fi  earum  differenda  abeat  in  infinite  paruam,  fiant 
aequales.  ' 

29  j.  Quoniam  propofitae3q)reflIo*"—AA^^>-l-&c. 
tum  folum  fit  nihilo  aequalis,  cum  loco  x aliquis  valor  - 
ex  r,  &c.  fubftituitur,  reliquis  vero  cafibus  omni- 
bus non  euanefeit,  ponamus  gencradm : , 

O 0 0 o jf"— ^ 
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ita  vt  8 Ipeftari  poflit  tanquam  funSiO  ipffus  x.  Fin- 
gamus nunc  pro  x fucceiThic.  fubftitui  valores  determi- 
tos,  incipiendo  a minimo  x~  — ip,  atque  continuo 
maiores  in  locum  ipfius  x collocari;  perfpicuumquc  = cft 
* nafturum  hinc  efle  valores  vel  nihilo  maiores  vel  ni- 
hilo minores,  neque  prius  efle  euaniturum,  quam  pona- 
tur x — p;  quo  cafu  fiet  z zz  o.  Augeantur  valores 
ipfius  X vitra  p,  atque  valores  ipfius  z vel  affirmatiui 
vel  negatiui  fient,  donec  perueniarar  ad  valorem  x—q\ 
quo  c^u  iterum  erit  zzzo.  Necefle  ei^o  eft,  vt  cum 
valores  ipfius  z ab  o iterum  ad  o acceflerint,  interea  a 
habuerit  valorem  vel  maximum  vel  minimum ; maxi- 
mum ftilicet  fi  valores  ipfius  z,  dum  x intra  limites  p 
& q veriabatur,  fuerint  aflinmtiui,  minimum,  fi  fuerint 
negatiui.  Simili  modo  dum  x-  vitra  ^ ad  r vsque  au- 
gemr,  funSio  z maximum  vel  minimum  attinget: 
maximum  nimirum  fi  ante  fuerit  minimum,  & ctmtra. 
Supra  enim  vidimus  maxima  & minima  fe  mutuo  alter- 
natira  excipere. 

25^.  Quare  cum  inter  binas  quasuis  radices  ipfiusar 
cxiftatcafus,  quo  funftio  z fit  maximum  vel  minimum; 
erit  numerus  maximorum  & minimorum , quae  in  fim£Ho- 
nez  implicantur,  vnitate  minor,  quam  numerus  radicum 
realium ; atque  ita  quidem  altematim  fe  excipient,  vt  maxi- 
mi ipfius  z valores  fint  affirmaturi,  minimi  negatiui.  Quod 
fi  viciflim  funfrio  z habeat  maximum  vel  faltem  valorem  af^ 
firmaduum  cafuxz::/,  atque  minimum  feu  faltem  negaduum 
■ cafij 
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ctfii  ; quoniam  dum  valorcs  ipfius  # ab  / ad  ^ 

transeunt,  fun^o  z ab  adirmaduo  fd)it  in  negaduum  n& 
ce(Ie,e(l  vt  interea  per  o tnmiierit,  & hancobrem  dabi* 
tur  radix  ipfius  jt  intra  limites  f & g contenta.  Nifi  au- 
tem haec  condido  adfic,  vt  valores  maximi  minimique 
ipfius  z fiant  alternadm  affirmatiui  & negariui,  illa  con- 
dufio  non  (equitur.  Si  enim  dentur  fimOionis  z mini- 
ma, quae  quoque  fint  affirmariua,  fieri  poteft  vt  valor 
ipfius  z a maximo  ad  fequens  minimum  tranfeat,  cum 
tamen  interea  non  euanelcat.  Ceterum  ex  diOis  intel- 
ligitur,  etiamfi  acquadonis  propofitae  non  omnes  radices 
fuerint  reales,  tamen  femper  inter  binas  quasque  dari 
maximum  vel' minimum ;‘edamfi  propofitio  conuerfa  gc- 
neratim  non  valeat,  vt  inter  bina  quaeuis  maxima  (eu 
minima  radix  realis  condnentur : valet  autem  adieSa  con- 
didone,  fi  alter  valor  ipfius s fuerit afflrmaduus,  alterne- 
gaduus.  ' . . ■ ■ 

297.  Quoniam  ergo  fupra  vidimus,  valores  ipfius  »•, 
quibus  fiinftio : 

a— X" — — C.v»-J-l-Dx»-4 — &c. 

fit  maximum  vel  minimum,  e(Te  radices  aequationis  dif 

fcrendalis.  huius : .a 

* "*  * ** 

-i-  O 

manifefhim  eft,  fi  aequationis  s— o omnes  radices,  qua- 
rum numerus  eft  r:  » fuerint  reales,  tum  quoque  om- 

nes  radices  aequadonis  ^ ^ — o fore  reales.  Cum 

' o 0 o o a ‘ ■ • enini 


6€o 


P U T XIL 


enim  fun£Ho  z toc  habeat  maxima  vel  minima,  qnot  mir 
merus  » — i continet  vnitates,  necefie  eft  vt  aequatio 

~ — o totidem  habeat  radices  reales ; ideoque  omnes 

eius  radices  erunt  reales.  Ex  quo  Hmul  perfpickur,  func- 
tionem z plura  maxima  minimaue  habere  non  polTe,  quam 
»-.-1.  Habemus  ergo  hanc  regulam  latiffime  potentem-; 
fi  aequationis  z=:o  omnes  radices  fuerint  reales,  tum 
d % 

quoque  aequatio  o omnes  radices  habebit  reales. 

Vnde  vicillim  fequitur,  fi  aequationis  non  om- 

nes radices  fuerint  reales  , tum  quoque  non  omnes 
aequationis  z — o radices  reales  fore. 


z98.  Quia  inter  binas  quasuis  aequationis  z = o 
radices  reales  datur  vnus  cafus,  quo  fim£Ho  z fit  maxi- 
naum  vel  minimum  ; fequitur  fi  aequatio  a o duas  ha- 

d% 

beat  radices  reales,  tum  aequationem  neceflario 

vnam  radicem  habituram  efle  realem.  Pariter  fi  aequa- 
tio z — o tres  habeat  radices  reales,  tum  aequatio 


certo  duas  habebit  radices  reales.  Atque  generatim  fi 
aequatio  z = o habeat  «e  radices  reales , necefTe  eff  vt 

aequationis  o ad  minimum  fint  m—i  radices  rea- 

^ ~ o pauciores  habeat  radices 

reales  quam  iw— i,  tum  vicifiim  aequatio  zrro  ceno  pau- 
ciores quam  m lubebic  radices  reales.  Cauendum  au- 
tem 


les.  Quare  ii  aequatio 
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tem  eft,  ne  propoftio  connerfk  pro  vera  habeatur;  eriamfi 
enim  aequauo  differenualis  ° aHquot  vel  adeo  om- 
nes radices  fuas  habeat  reales , tamen  non  fequitur , ae- 
quationem » = o vUam  habituram  efle  radicem  realem. 

Fieri  enim  poteft,  vt  aequationis  ^zzo  omnes  radices 

fint  reales,  cum  tamen  aequationis  »“o  omnes  radices 
iint  imaginariae. 


299.  Interim  tamen,  ii  conditio  fupra  'memorata 
adiiciatur,  propofitio  conueria  ita  proponi  poterit,  vt  ex 

radicibus  realibus  aequationis  ^ o,  numerus  radi- 


cum realium  aequationis' a ~ o certo  cognofci  poflit. 
Ponamus  enim  o,  y,  &c.  efle  radices  reales  aequa- 
tionis ^ “o,  inter  quas  a flt  maxima,  reliquae  vero 

ordine  magnitudinis  fe  inuicem  fequancur.  His  igitur 
valoribus  loco  x fubftitutis  fun£Ho  s obtinebit  vel  maxi- 
mos vel  minimos  valores  altematim.  Cnm  autem  fluc- 
tio a fiat  r::  w , fi  ponatur  x patet  cius  valores 

continuo  dccrefcere  debere,  dum  valores  ipfius  x aboo 
vsque  ad  a diminuuntur;  ex  quo,  cafu  jrrrra,  fiet  a 
minimum.  Quodfi  ergo  hoc  cafu  x~tt  funfKo  a va- 
lorem  induat  negatiuum,  necefle  eft  vt  ante  alicubi  fue- 
rit ~o,  ficque  aequationis  a— o radix  dabitur  realis 
;r  > a ; fin  autem  pofito  xz^a  fun^o  a adhuc  reti- 
neat valorem  aflirmaduum,  ante  nusquam  potuit  efle 
01  O o 0 0 3 mi- 
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minor,  alias  enim  quoque  daretur  minimum  antequam 
jr  ad  a vsque  diminueretur,  quo<f  eflet  contra  hypothe- 
, fin ; hinc  aequatio  z~o  nullam  habere  poterit  radi- 
cem realem  maiorem  quam  a.  Si  ergo  ponamus  poli- 
to ~ a fieri  a~%,  hoc  modo  iudicari  poterit:  fi  fixe- 
rit % quantitas  affirmatiua,  tum  aequatio  z~o  nullam 
habebit  radicem  realem  a maiorem ; fin  autem  31  fixerit 
quantitas  negatiua,  tum  aequatio  k = o vnam  perpetuo 
habebit  radicem  realem  a maiorem,  neque  plurcs.  _ 

, 300.  Ad  hoc  iudicium  vlterius  perfequendum 

fi  ponatur  , fiat 
X — a a zr  31 

X-  — S a — «8 

X "ZZ  K a — € 

jr  = ^ e rz  © 

X ~ * a — (J 

&c.  &c. 

Quia  ergo  31  fixit  minimum,  erit  35  maximum,  & qui- 
dem fi  ^ fuerit  affirmatiuum,  erit  quoque  93  affirma- 
tiaum,  neque  ergo  inter  limites  « & f dabitur  radix 
realis  aequationis  a “ o*  Quare  fi  haec  aequatio  nul- 
lam habeat  radicem  realem  a maiorem , . neque  vllam 
habebit,  quae  eflet  maior  quam  S.  Sin  autem  31  fuerit 
quantitas  negatiua,  quo  cafu  vna  datur  aequationis  ’ ra- 
dix o;  difpiciatnr  vtnxm  valor  ipfius  95  fit  aflirmar 
tiuusan  negatiuus?  priori  cafu  dabitur  radix  a >5,  pos- 
teriori vero  nulla  dabitur  radix  intra  limites  tt&cS  con- 
tenta. Simili  modo  cum  95  fuerit  maximum,  erit  (S  mi- 
nimum j quare  fi  95  habuerit  valorem  negaduum,  mul- 

. to 
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to  magis  CT  erit  negadanm,  nuUaqne  hoc  cafli  dabitur 
I radix  intra  limites  SScy  contenta.  Ad»fi  95  fuerit  affir- 
maduum,  radix  dabitur  realis  inter  limites  € & y,  fi  (S 
hat  negariuum : fin  autem  (S  quoque  fit  afhrmaduum, 
tum  nulla  dabitur  radix  inter  limites  5 & y contenta, 
liinilique  modo  iudicium  vlterius  erit  inftituendum.  ’ 

301.  Quo  haec  iudicia  facilius  intelligantur,  ea  in 
fequenti  tabella  complexus  fum : . ' 

Aequario  z ~ o vnam 
habebit  radicem  rea- 
lem,  quae  continetur 
intra  limites 

X — ao  & ar  ~ a 
X ~ tt  8c  X — S 

X ~ S & jr  — y 

X — y & jr  rr  ^ 

X zz  i & jf  r::  # 

&c. 

Harumque  propofitionum  conuerfae  & in  negantes  trans» 
mutatae  pariter  in  omni  rigore  locum  obdnent.  Scilicet 
Aequatio  s “ o 
nullam  habebit  radicem 
realem,  quae  contineatur 
inter  linutes : 

X —Vi  8c  X zz  • % — — 

X — a & X — § 91=:  — — & 95  = “1- 

X — S 8c  X — % 95=:-H  & — 

X ~y  & X — S S — — & ®—  -t- 

xzzi  Sc  x — t = e = — 

&c.  &C. 

Ope 


fi  non 


Si  fuerit 


91  = — . 

91  — — & 95  = -4- 
95  =:  -h  & ® = — • 
® ~ — & ® — -H 
35  = -f-  & g = — 
&c. 


Digitized  by  Google 


664  CAPUT  XJl 

Ope  hanun  ergo  regularum  ex  radicfljos  acquaaonis 

zz  o,  (i  eae  fuerint  cognitae,  non  (blum  numerus  f 

radicum  realium  aequationis  s = o colligimr,  fed  edam 
limites  innoteicunc,  intra  quos  Hngulae  iftae  radices  con' 
dneantur. 

EXEMPLUM. 

Sit  propcfita  ijla  aequatio:  x*  — 14XX  + 24X  — ia  — o 
quae  a»  habeat  7'odicet  reales  ^ quot 
quaeritur. 

Aequado  differendalis  erit  4j:>  — agr  -f-  34  =0 
feu'^rJ  — 7x~4-6~o,  cuius  radices  funt  r,  a,  & - 3, 
quae  fectindum  ordinem  magnitudinis  difpoficac  dahnnf 

vnde  erit 

« =:  — 4 

55  = — I 

® =:  — 12^  ■ 

Ob  51  negaduum  ergo  aequado  propofita  habebit  radi- 
cem realem  > 2,  at  ob  25  negaduum,  neque  inter  li- 
mites 2 & I,  neque  inter  limites  i & — 3 radicem 
habebit  realem.  Cum  autem  pofito  x — rz  — 3 fiat 
ac  fi  ftatuatur  xzz — co,fiat  a— -f-to 
necefie  eft,  vt  radix  detur  realis  inter  limites  — 3 & — </) 
contenta.  Habebit  ergo  aequado  propofita  duas  radi- 
ces reales,  alteram  *•>  2,  alteram.x< — 3;  ex  quo  duae 
radices  erunt  imaginaciae.  Simili  modo  ergo  ex  vldmo 
aequadonis  propofitae  maximo  vel  minimo  indicari  de- 
bet, 
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bec,  qiH)  ex  primo  fbio.  SciHcet  (i  aequatio  propo^ 
fuerit  ordinis  paris,  vldmum  ime  maximum  fiue  miiu- 
mum  (erit  autem  hoc  cafu  minimum),  ii  fuerit  nega- 
duum  radicem  realem,  iin  i^Hrmaduom  radicem  imagi- 
nariam indicat.  At  pro  aequadonibus  imparium  graduum, 
quia  polito  x — — V3  fit  » ” — c« , fi  vldmum  maxi- 
mum fuerit  affirmaduum , radix  realis,  fin  negaduun^ 
imaginaria  indicatur. 

302.  Regula  ergo  pro  cognofcendis  radicibus  ret- 
libus  & imaginariis  hoc  modo  commode  exprimi  pote- 
rit. Propofica  aequadone  quacunque  zzzo,  confidere- 

tur  eius  differendalis  — — o,  cuius  radices  reales  ie- 
• ax 

eundum  ordinem  quanticads  dii{X)fitae  fiat  o,  y,  j,  &o. 
tum  pofito  X -zz  Sj  y,  *,  &c. 

fiat  * rr  ?I,  35,  S,  6,  8,  &c. 

lam  fi  figna  fint: h — -f- h &c. 

tot  aequatio  2 = 0 habebit  radices  reales,  quot  haben- 
tur litterae  «,  S,  y,  &c.  & infuper  vnam.  Sin  autem 
vna  ex  his  literis  maiusculis  non  habeat  fignum  infra 
feriptum,  tum  binae  radices  imaginariae  indicabuntur. 
Ita  fi  31  haberet  fignum  -h,  tum  nulla  daretur  radix 
intra  limites  c/3  & S contenta.  Si  35  habeat  fignum  — -, 
nulla  dabitur  radix  inter  limites  a & y;  &,  fi  habeat 
fignum  -H,  nulla  erit  radix  inter  limites  & ita 

porro.  Gcneratim  autem  praeter  radices  imaginarias  hoc 
modo  indicatas , aequado  z — o infuper  tot  habebit  ima- 
ginarias , quot  aequado  ^ = o. 

Pp  pp 


303. 


CAPUT  XIL 


€6€ 


303.  Si  CDcniat,  vt  vabrum  91,  95,  (J,  &C. 

fdiquis  euanefcat,  cum  eo  loco  aequatio  %—o  duas  ha* 
bebic  radices  aequales.  Scilicet  ii  fuerit  91  = o,  tum 
habebit  duas  radices  ipii  a aequales;  iin  fit  93  = o, 
duae  erunt  radices  ==  €,  Hoc  enim  cafu  aequatio  siro 
vnam  habebit  radicem  communem  cum  aequatione  di^ 

fcrendali  ^ ~‘o;  fupra  autem  demonftrauimus,  hoc 


efle  indicium  duarum  radicum  aequalium,  i Sin  autem 
aequatio  ^—o  duas  pluresuc  radices  habeat  aequales, 


tum  ii  earum  numerus  fuerit  par,  neque  maximum  ne* 
que  minimum  indicabitur  : vnde  pro  praefenti  iniU- 

tuco  radices  aequales  numero  pares  negligi  poterunt. 
Sin  autem  numerus  radicum  aequalium  aequationis 

d%  r > • 

^ o fuerit  impar,  tum  omnes  praeter  vnam  m 

formatione  hidicii  reiiciendae  funt;  nili  forte  hoc  cafu 
ipfa  quoque  funftio  z euanelcac.  Si  enim  hoc  eueniac 
aequatio  z n o quoque  habebit  radices  aequales  & qui- 

dem  vna  plures,  quam  aequatio  ^ n o.  Sic  fi  fiiey 

* d% 

rit  ^ n (x  — R,  ita  vt  haec  aequatio  habeat» 

radices  aequales  ipfi  fi  pofito  x — ^ quoque  euanes- 

cac  z,  tum  acquado  ziro  habebit  a-\-i  radices  aequa- 
les ipfi 


304. 
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304.  Applicemus  haec  praecepta  ad  aequationes 
ionpliciores,  ac  priino.quidan:a  quadradca  incipiamus. 
Sit  igitur  propofita  haec  aeguado:  Ax-f-B— o: 

erit  eius  differendalis  ^ aar— A,  qua  ftQarzo,‘ 

erit  jrrriA,  feu  «~|A.  Subftituatur  hic  valorlocojr, 
hetque  a ~ — ^AA--f-B~?l;  vnde  coUigimus ^ fi 
iftc  valor  ipfius  51  fuerit  ■ negatiuus , hoc  eft  fi  fit 
A A > 4 B , aequariohem ' x x — A x ■+•  B ~ o habitu- 
ram efie  duas  radices  reales,  alteram  maiorem  quun^A 
alteram  minorem.  Sin  autem  valor  ipfius  51  foerit  af- 
firmaduus  feu  A A < 4 B,  tum  ambae  aequmionis  pror 
poficae  radices  erunt  imaginariae.  At  fi  fuerit  51  ~ o 
feu  A A ==  4 B,  tum  aequado  propofita  habebit  duas  ra- 
dices aequales , vtramque  fcilicet  ~ i A.  Quae  cum 
ex  natura  aequationum  quadraticarum  fint  notifiima,  ve- 
ritas horum  principiorum  non  mediocriter  illuftratur, 
fimulque  eorum  vtUitas  in  hoc  negodo  perfpicitur. 


30 y.  Progrediamur  ergo  ad  ' aequadones  cubicas 
fimili  modo  inquirendas.  Sit  ergo  propofita  aequatio 
— A JT»  B j:  — Czzz~o:  cuius  differendalis 

</  S 

cum  fit  3XX— — aAx-f- B — g-,  fi  haec  ponatur 

r =Ajr B . ... 

fiet  XX  — , cuius  aequationis  vel  ambae  ra- 


dices funt  imaginariae,  vel  aequales, 

Cum  igitur  hinc  fit  ■ 

Pp  pp  a 


V f 
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CCS  erant  imaginafiae,  fi  fiierit  A A <38:  hoc  ergo 
cafa  aequado  cubica  propofita  vnicam  habebit  radicem 
realem , cuius  alii  limites  non  patent  praeter  +03  8c  —m. 
Sint  iam  ambae  radices  inter  fc  aequales,  feu  AA:=r3B, 


A 

cnt  X — 


3 


Nifi  ergo  fimul  fiat  a = o,  hae  duae  ra- 


dices pro  nulla  reputari  debebunt,  habebitque  aequado 

A 

vt  ante  vnicam  radicem  realem;  fin  autem  caiu  x—  — 

3 

fimul  fiat  SITO,  quod  euenk,  fi  fuerit  — tVA’+§AB-C“o, 
feu  C = i A B — A*  j hoc  efi  fi  fuerit  B ~ f A* 
& aequado  habebit  tres  radices  aequales, 

fingulas  Icilicet  rz  ^ A.  Euoluamus  nunc  tentum  ca- 
fum,  quo  ambae  radices  aequadonis  differendalis  funt 
reales  & inter  fe  inaequales,  quod  enenit  fi  A A > 3 B. 
Sit  ergo  AA=:3B-1-#,  feu  Bzz^AA  — f/;  erunt 

ambae  illae  radices  xzz  — Fietergo  o— |^A  + ^/ 

& 5=  i A — I/.  Quaerantur  ergo  valores  ipfius  * 
his  re({x>ndentes  9 & S3;  & cum  ambae  radices  con- 
tineantur in  haec  aequatione  x x i A x — » 

fiet  *rz- f Ajtx -j-  jBr-Czz-IAAx+fAB+fBr-C. 
Hinc  itaque  orirar: 


51=-  ,VA^  +^AB-,V  A»/+fB/-C=,VA3-f  A^-,V/»-C 
55=-  ,V  + JAB+  ,VAy-f  B/-C=,VA^  -f  A/+,v/>  -C 

ob  B zi  f A A — Si  igitur  fuerit  51  quantitas  ne- 
gadua,  quod  euenit,  fi  fuerit  C > ,V  A’ A 
aequado  s zz  o vnam  habebit  radicem  realem  > a,  hoc 

e(l 
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eft  maiorem  qoam  5^  A -f-  if.  Ponamus  ergo  elTc 
OtVA^-IA^-tV/’  feuefle  C=,VA^-iAjT-,V/’+S^i 
atque,  vt  vidimus,  aequatio  propofita  cubica  habebit  ra> 
dicem  realem  > i-  A -H  i f.  Quales  autem  futurae  (inc 
reliquae  radices,  ex  valore  58  intclligecur : erit  autem 
58  tV  jP  — gg‘j  qui  fi  fiierit  affirmaduus,  aequa- 
tio infuper  duas  habebit  radices  reates,  priorem  intra  li> 
mites  « & f , hoc  eft  intra  | A -1-  f/  & ^ A — 
contentam , alteram  vero  minorem  quam  ^ A — I/. 
Sin  autem  fuerit  fcu  55  negaduum,  tum 

aequatio  habebit  duas  radices  imaginarias.  At  fi  fuerit  * 
58~o  feu  i\f*:zz^gg  tum  duae  radices  euadent 
aequales,  vtraque  =r^=:|-A  — |/.  Denique  fi  fit  va- 
lor  ipfius  Vm  affirmaduus  fcu  C •<  A* — i 

tum  aequatio  duas  habebit  radices  imaginarias,  terdaque 
* erit  realis  & ^ A — ^/.  Atque  fi  fit  valor  ipfius 

9 o , duae  erunt  radices  aequales  =:  »,  maneute  ter»  - 
da  < f A — \f., 

305»  Quo  igitur  aequadonis  cubicae  -Ar»  .f-Bx-Gz:o 
• omnes  tres  radices  fint  reales,  requirantur  tres  condi- 
dones.  Primo  vt  fit  BC^AA:  fit  ergo  firrlAA-fiT* 
Secundo  vt  fic  C > ,V  A^  — \ A.  ff  — tV/®.  Ter- 
i0  do  vt  fit  C •<  xV  A^  — I A Quae  duae 

pofteriores  condidones  eo  redeunt,  vt  C contineatur  in- 
tra hos  limites  VtA» -jAjf-.V/’  & /rAJ-fA/+ VV/> 
fcu  intra  hos  limites  TV(A+y^*(A-2/)&^y(A-j^(A+2/). 
Quod  fi  ergo  haram  conditionum  vnica  defit,  aequario 
duas  habebit  radices  imaginarias.  Sic  fi  fiierie  A :iz:  3, 

^ Pp  PP  3 B=2, 
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Brra,  erit  f/rr  f AA  - Bm  & fz::  3 ; vndc  i(Vt 
aequatio  : x*  — 3 xx  -4-  ix  — Ctzro  omnes  radices 
redes  habere  nequit,  nifi  C contineatur  intra  Umites 

— - & -f-  Quare  fi  fuerit  vel  — 

9 9^  9 

feu  C<  — o,  3849,  vel  C>-{-  feu  C> o, 3849 

autconiun^Hm  CC>y‘V)  aequatio  vnicam  habebit  radi* 
cem  realem. 


307.  Quoniam  in  omni  aequatione  fecundus  ter- 
• minus  tolli  poteft,  ponamus  effe  A — o,  ica  vt  habea- 
mus hanc  aequationem  cubicam  x^  -f-  B x — C =:o. 
Vt  igitur  huius  aequationis  omnes  tres  radices  fint  rea- 
les,  neccfle  eft  vt  primo  fit  B<o,  feu  B debet  eflc 
quantitas  negatiua.  Sit  ergo  B~ — kk^  erit  ff~ 
atque  infuper  requiritur,  vt  quantitas  C contineatur  in- 
tra hos  limites  — tV/*  & -I- ?*t/^  > hoc  eft  inter 
hos  — % kk  y^kk  & -|-  \ k kV^  k k.  Erit  ergo 
CC  leo  CC<— Vnica  ergo  condi- 

tione natura  aequationum  cubicarum,  quae  omnes  tres 
radices  habeant  rcales  comprehendi  poterit,  dum  dice- 
mus effe  oponere  4 B*  27  C C quantitatem  nega- 
tiuam.  Sic  enim  iara  pofhilatur,  vt  fit  B quantitas 
negatiua,  quia  alioquin  4B*— |-“27CC  negatiuum  fieri 
non  poffet.  Qiiocirca  generarim  affinnamus,  aequatio- 
nem x^  -4-Bx:t:C~o  onrnes  tres  radices  habituram 
effe  reales,  fi  fuerit  46^  -I-27CC  quantitas  negatiua. 
Sin  autem  haec  quantitas  fuerit  affirtnatiua , tum  vnicam 
fore  realem  , reliquas  binas  imaginarias ; at  fi  fiat 

4B» 
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4B* -4-27CC~  o,  tum  omnes  quidem  radices  futu- 
ras elTe  reales,  ac  binas  inter  le  aequales. 


308.  Progrediamur  ad  aequationes  biquadratas,  in 
quibus  etiam  fecundum  terminum  deelTe  ponamus.  Sic 

ergo  X*  -t-  Bx*  — < Cx  -f-  D ~ o.  Statuamus  x rr  , 


eritque  i — C«^  “o,  cuius  aeq^^o 

differcntialis  eft  2 B « — 3 C «*  -j-  4 D ~ o , quae 

vnam  habet  radicem  «no,  -tum  vero  erit 


& vzz 


3 C -t-  V(9  C C — 32  BD) 


8D 


•Vt  igitur  om- 


nes quatuor  radices  /inc  reales,  primo  requiritur,  vc  iic 
5CC>32BD.  Ponamus  ergo  cflc  sCC:ir32BD-|-9/; 

erit  u rr  — ^ femper  pro  quantitate  af- 

Hrmatiua  fumerc  poterimus,  ni(T  enim  wlis  fuerit,  po- 
nendo « zz  — V talis  cuadet.  Mox  autem  demonftra- 
bimus  omnes  radices  reales  effe  non^pofle,  nifi  fit  B 
quantitas  negariua.  Sit  ergo  B ^ 


S,CCz=9JT- 


= — ggr  ermjue 

B^ggOy  & «r:  - g~5~»  Atque  duo 

cafus  erunt  perpendendi,  prout  D fit  quandtas  aflinna- 
dua  vel  negariua. 

L Sit  D quandtas  affirmatiua , eritque  / > C , ac 
Cres  ipfius  u radices  fecundum  quantitatis  ordinem  dis- 

pofitae  erunt  2 “i  »=o,  3 “i 

Aequa- 


67* 


CAPUT  XII. 


. 4 , B«* 

Aequaao  autem  — -g—  H g- 


-4-  g = o,  his 


valoribus  loco  « fubftitutis  dabit  fequetites  tres  valores. 

«,_=7(C-H/)UC  — 3/)  . I 
^ ^ D 


I 

D 


»7(C— /)»  (C-^3/) 
4096  D<  ] 


I 

0 


quorum  primus  ac  tertius  debet  efie  negaduus;  vter> 
que  quidem  ob  C affirmaduum  & C </■  fit  minor  quam  g . 

Oportet  itaque  efle  g <; 


*7(€-|-/)*  (3/— C) 


& 


4096 

. <»7C/-+C)H3/-C) 

& 409ffD’  < 27(/— C)*  (C-f-3/).  At  prior  quan- 
titas fcmper  longe  maior  eft  pofteriori  j vnde  fufficit,  fi 

fuerit  D*  < (/ — C)^  (C-+-3/),  exiftente 

B — ^ atque  D>o.  Si  igitur 

fuerit  D quandtas  aifirmadua,  C affirmatius,  B negatlua, 

^7  C)*  (C-+-3/), 

C)  |?-(3/4-C),  tum  aequado 

omnes 


vt  fit/>  C,  atque  ^ (/• 

hoc  eft  ® ^ ^ 
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omnes  radices  habebit  reales.  Sin  antem  fuerit 

D>  ^ (/-C)  i?'(3/+C),  attamen D^^aiQ^CaZ-C);  ' 

tum  duae  radices  erunt  reales  & duae  imaginariae.  At 

fi  adeo  fuerit  D>  (/-HQ  i?'(3/ — “C),  tum  om- 
1 6 


nes  quatuor  radices  enmt  imaginariae. 

II.  Sit  D guandcas  negatiua  puta  rr  — F , manente 
C afnrmatiua  ac  B negatiua,  ob  B =; iir 

5CC^  C>/.  Cum  igitur  fit 


32F 


8D' 


~ tres  valores  ipfius  u fecundum  ordinem 

8 F 

3C+3/‘ 

in^nitudinis  dilpofid  erunt  I ®,  «—9;  2®,  «— 8^F~’ 

3®,'  qbi  dabunt  fd|^entes  valores 


5f  — p 

«,  _ 27(G— /)*  CC-h3/)  1 • - 

— i^iTF*  F 

rr  ^ 27.(C-4-/)»  (C-rr-3/)  J.  " 

^ ' ■ 4096  F*  F 

Cum  igitur^  fit  quantitas  negadua,  aequado  iam  certo 
ynam,.  ac,  propterea  quoque  duas  habebit  radices  reales. 
Vt  autem*  omnes  radices  fint  reales,  opp’rtet  vt  95  fit 
' quan- 


C 'A  P VT  XI L 
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quantitas  affirmatiiia,  ideoque  27(C-/)’CC+3/)>  405fiF*; 
tum  vero  necefle  eft,,  vt  fit  ® quantitas  negathia  fea 
27  (C  -4-/)*  (C  — 3/)  <4096  Quocirca  vt  om- 
nes radices  fiant  realcs,  requiritur  vt  contineatur  in- 


tra hos  limites  CC+/)3(C-3/)  (C-/)»  (C+a/) 

feu  vt  F contineatur  intra  limites ^(C-1-/)  17(0— ^ 

& (C— — /)  ^(C-hsy);  & m'fi  F conducatur  in- 

tra  hos  limites,  duae  radices  erunt  imaginariae. 

f • • 

• in.  Ponamus  iam  B efle  quandtatem  affirmaduam, 

&D  pariter  affirmaduam,  ob  Brr  ^ J-,  erit  C>yi 

32  u 

& cum  fit  u—  - radices  ordine ' magnitudinis 

difpofitae  erunt*%”, « — 

& 3®  i «no,  vnde  fequentes  oriuntur  ^ores: 

^ - ' ■ 4°96m ^ n 

_ 27(C— /)MC'-4-3/)  . I 
— ^osTl>  ^ D 


27 


6 =r 


I 

D 


vbi  cum  <5  fit  quandtas  affirmariua,  certo  duae  radices 
erunt  imaginariae.  Sin  autem  ' fuerit  % negaciuum , 

quod 
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qaod  «jcnic,  fi  409^0*  <27(C+/)’(3/'— C),  duae  radi- 
ces erunt  reales:  fin  fuerit  4056  > 37 (C  +/)’  (3/-C), 

tum  omaes  quauior  radices  erunt  imaginariae.  - 

’ r\^  Maneat  B affirmatiuum,  fit  autem  D ncgatiuum 

=-F,  ob  B = 5rit/>C 

tres  ipfius  u radices  fecundum  ordinem  magnitudinis  difpo- 

fitac  erunt  i®,  2°  fcito;  & 

vndc  ifU  valores  nafcuntur. 

_ 27(f—cy  (C-f-3/)  * 

4056  • i B*  •• 

. 95  =r~  -p  ‘ ■ - ■ • ' 

' fr  - 27(C^fy  (3/—C)  1 

^ 4096  F+  F 

ybi  ob'  91  & € negatiua' aequatio  certo  duas  habet  radi- 
ces reales,  at  ob  93  negatiuum,  duae  radices  erunt 
imaginariae. 

309.  Si  igitur  ponamus  litteras  B,  C,  D quanti, 
tafes  affirmatiuas  denotare,  fequentes  oriuntur  cafus  di- 

> - • ' • '5  4 ' * 

verfi  diiudicandi,  qui  ob  / “ V(  C C — — B D)  huc 
redeunt.  ~ . ' - - • ^ 

I.  Si  aequatio  fit  x*  — B o-»  db  C;r  -f-  D ^ o. 
Omnes  radices  erunt  reales,  fi  fuerit 
D<  [V(CCf  VBD)-C]  i^CsVCCCf  VBD)-hC] 

Qgqq  » Duae 


€75  C A P V T'  Xa 

Duae  radices  erunt  reales,  duaeque' imaginariae,  fl 
fuerit 

D>  A CnCC+  VBD)-C]  ^[3V(CC+  VBD)4^q 
at  D < A CnCC+  VBD)+C}  ^[sVCCCi  3^‘CD)— C] 
Omnes  autem  radices  erunt  im^inariae,  fi  fuerit 

D>  ACnCC+  VBD)+C]  -^isyaCCi  VBD)— q. 

n.  Si  aequatio  fit  x*  — Br*  ± Cr  — D n o. 
Duae  radices  femper  funt  reales  , reliquae  binae  quo- 
que erunt  reales,  fi  quantitas  D contineatur  intra  hos 
limites.  . 

D>ACncc|vBD)+q  i?'Cc-3V'ccc-vbP)3 

D <ACC-V(CC-3,»BD)]  i^[C+3V(CC-h3,3BD)3 
nifi  autem  D contineatur  intra  hos  liipites,  duae  reli- 
qua radiAs  erunt  imaginariae. 

IIL  Si  aequatio  fit  x*  -j-  Bjt*  hh  Cx  -|-  D rz  oi 
Duae  radices  femper  erunt  imaginariae.  Reliquae  vero 
duae  erunt  reales,  fi  fuerit 
D<  A[V(CC-3/BDHC]  ]^C3V(CC-3,»BD)— q 
Reliquae  vero  duae  quoque  erunt  imaginariae,  fi  fuerit 

D > A cncc-3^BD)+q  ^ i3V(CC~  3,.bD) — C3 

IV.  Si  aequatio  fit  x*  -f-  Bx*  + Cx  — Drro. 
Huius  “bequationis  duae  radices  femper  erunt  reales, 
duae' reliquae  vero  femper  imaginariae. 

JiXEM- 
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EXEMPLUM  1. 

&■  proponatur  haec  aequatio  x<—  2XX-H3X-f-4=:o 
quaeratur  natura  radicum , vtrum  fint  reaks  an 
imaginariae. 

Quia  hoc  exemplum  ad  cafum  primum  perdnee,  eft 
C“3  & D“4j  vnde  CC-f-^BD 

^ y(CC4-HBD) 

9 9 9 3 . ' 

vnde  conditiones  vt*  omnes  radices  iint  reales,  fune 

-3)=^9+V337)i^0^337-3) 

4 -3)|^(V337+3>=;^(V'337-9)  ^CV337+ 3)' 

Adhibitis,  approximatiombus  examinari  debet  ergo,  vtrum  r 

fit  4 & 4 < ^ j quare  cum  prior  tantum  condi- 

i6  Io 

do  locum  habeat,  aequado  habebit  duas  radices  r«iles> 

Sc  duas  imaginarias. 

EXEMPLUM  II. 

Propofita-fit  haec  aequatio: 

X*  — 5XX  -4-  tax  — 4 ~o. 

Quae  cum  pertineat  ad  cafum  fecundum,  duas  habC' 
bit  radices  reales.  Ad  reliquarum  natumra  inue/dgan- 
" Qqqq  3 dam 
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dam,  ob  Brrsj  Cma  & «it  V(CC-^BD) 

rrV(i44  — 3a.4)rr4.  Ideoque  videndum  eft,  vtrum  fit 
4 > i5  ]?"  o,  hoc  eft  4 > o 

I O 


& 4 < 8 ^ 24  hoc  eft  4 •<  3 ^3 

ID 

quorum  vtrumquc  cum  eueniat,  aequittk)  propolka  qo*- 
tuor  habebit  r^ces  reales. 

£ E M P L U M III. 

Propojita  Jit  haec  aequatio : 

"X*  -+-  XX  — 2x  H-  5 rr  o. 


Quae  cum  pertineat  ad  cafum  .tertium,  duae  radices 
certo  erunt  imaginariae.  Tum  vero  eft  B ~:r:  i ; 

C—2  & D~^,  ideoque  y(CC-^BD)~V^4- 

quae  quantitas  cum  iit  imaginaria,  & duae  reliquae  ra- 
nces ceno  erunt  imaginariae. 


EXEMPLUM.  IV. 

Sit  propojita  aequatio  haec : 

X*  — 4x*  8x*  — ' i^x  -+-  20  z:zo. 

Eliminetur  primo  fecundus  terminus,  fubftituendo 
= j/  -+-  I fiet , 


4 X-  = 

8 Jr®  = 
i6jf  “ 
20  ZZ 


— y*  -H  4.7*  -h  ^yy.  "4“ 

— 4^3  i2jy*  *— 

By^ 


4y  I 

12Jf  4 

i6y  -+-  8 

i6y  i5 

20 


Ergo 


2 yy 


By 


quae 
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qnae  ctun  pertineat  ad  cafum  tertiam,  duas  radices  ha> 
^bit  imaginarias.  Tum  vero  ob  Bzra,  Cz:8,  Dzrg, 

erit  V(CC  — = ^(«4  — 64)  =o»  Com- 

a • 

paretur  ergo  Dzrs  cum  ^.8  y — 8 =—3.  Cum 

ergo  fit  D “ s > — 3,  euam  duae  reliquae  radices 
erunt  imaginariae. 

EXEMP*tDM  V. 

Sit  propcjtta  haec  aequatio:  x*— 4jt3— tx*-|- 34X -»a4rro 
cuius  radices  conflat  efle,  i,  a,  4.  & — 3. 

Quod  fi  autem  regulas  applicemus,  fublato  lecundo 
termino  ponendo  Jrzry-f-r  fiet:  y^—  i$yy-{;  izy  j-  o~o 
quae  cum  cafu  fecundo  comparata  dat  C~ia, 

Dizo.  Debet  ergo  ede  0>  A«34.  i?*— 24;  feuo>>— 91^3 
& D<o;  cum  igitur  D non  fit  maius  quam  o,  aequa- 
tio quatuor  radices  realcs  h^re  indicatur.  Si  enimfie 

0 = 0,  altera  aequatio  abit  in  D < A 1^  4 C 

B 

ideoque  1 •<  -p,  ^ 4 C,  (eu  27  C C <4  : cft  verd 

%j.  144  •<  4.  13S  feu  3«.  27  < 13». 

, 310.  Opus  foret  maxime  difficile,^  fi  fimfle  ludl- 
dum  ad  aequationes  akiorum  graduum  tnuisferre  velle- 
mus, propterea  quod  aequationum  dificrendalium^  radi- 
ces plerumque  exhibfti  non  pofis0||^  quoties  autem 
bas  radices  allig^arc  licet , ex  tra£tfe  principiis  facile 

colli- 
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m 

coUigitur,  quot  aequatio  propofita  habeat  radices  reales 
' & imaginarias.  Hinc  omnis  aequationis,  quae  tantum 

ex  tribus  terminis  conftat,  radices,  vtrum  fint  reales  an 
imaginariae?  definiri  poterunt.  Sit  enim  propofita  haec 
aequatio  generalis : 

jr*""!""  “V**  Ax"  “4“  B o zma 

Sumatur  eius  differen^alis  ^ =(m-j- »)*<«+■-« 

qua  nihilo  aequali  pofita,  erit  primo  vnde 

fi  n fuerit  impar  numerus,  rtuUa  radix  maximum  mini- 
mumue  exhibens  oritur : fin  autem  fit  n numerus  par, 
vna  radix  in  computum  ducenda  erit  x—o.  Tum  vero 
erit  (ot  i . jif)  X*  --j—  fi  A o y quae  aequatio,  fi  m fit 
numerus  par,  & A affirmatiua  quantitas,  nullam  habet 
radicem  rcalem.  Hinc  fequentes  cafus  erunt  expendendi. 


I.  Sit  ra  numerus  par  & n numerus  impar ^ & radix 
jr  = o non  vdebit.  Si  igitur  fuerit  A quantitas,  affi^ 
matiua,  nulla  prorfus  .habebitur  radix  maximum  mini- 
mumue  exhibens ; vnde  ob  n»  -H  ” . numerum  imparem 
aequatio  propofita  vnicam  habebit  radicem  realem.  Sin 
autem  fuerit  A quantitas  negatiua;  puta  A = — E, 

«k  vnd. 

Ex  quibus  valoribus  fit : , 

«E  » E Y 


m 


51=  (*•  — E)x»-1-B  = 

f»E  » E 

atque  58  = -4-  U+V 


ZyTnJ  -+-® 
-4-B.  Si  igitur 
- fuerit 


J. 
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wE  / «E 

fuerit  igitur  quantitas  negatiua,  feu  ^ ®» 


aequatio  vnam  habebit  radicem  realem  > «.  Si  infuper 
fuerit  B > r~- , hoc  eft  ambas 

»— « vjw-j— 

conditiones  in  vnam  compledendo  , (i  fuerit 
(«w B"  <5  m"*  «"  E"+",  tum  aequatio  tres 
habebit  radices  reales:  &,  niii  haec  conditio' locum  ha- 
beat, aequationis  vnica  radix  erit  realis.  Valent  haec 
de  aequatione  jr •*-<-»  — -f-  Bzzo,  fi  fuerit 

numerus  impar : vbi  fi  E fuerit  numerus  negaduus, 

aequatio  femper  vnicam  radicem  habebit  realem. 


• • 

II.  Sint  ambo  numeri  la  & « impares,  vt  fitm-f-» 
numerus  par , nullaque  radix  x — o in  computum  ve- 
niat. Quia  eft  («»-|-«)x"  »A  _ o,  erit 


X 


n A 

wr— 1— «’ 


quae  vnica  radix  fi  fit a,  fiet 


51  = 


^..+b=-.^(£AT--hb, 

m—\-  n m-\-n  \jn-\-ny 


Qui 


valor  fi  fuerit  negaduus,  aequado  propofita  duas  habebit 
radices  reales,  contra  nullam.  Aequatio  ergo  propofita 
x"+i»  Ax»  -1-  Bn:o  duas  habebit  radices  reales, 
fi  fuerit  «"  »»*A*+"  > (w-l-a)"+"  B"  ; fin  fuerit 
ft»  A”'+*  < (m-H»)"'*""  B",  nulla  prorfus  radix 
erit  realis. 


III.  Sint  amto  numeri  w & a pares,  erit  jw-+-a  pa- 
riter numerus  par:  vnaque. radix  x — o maximum  mi- 

Rr  rr  * nimum- 
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nimumue  praebebit : quae  erit  vnica,  fi  A fuerit  quan> 
titas  affirmatiua,  vnde  fa£lo  »“o,  erit  fi.  Quare 
fi  fuerit  B quoque  quantitas  affirmatiua,  aequatio  nullam 
habebit  radicem  realem ; fin  autem  B fit  quantitas  nega* 
tiua,  duae  habebuntur  radices  reales,  neque  plures,  fi 
quidem  A fuerit  quantitas  affirmatiua.  At  ponamus 
effe  A quantitatem  negjariuam  fea  A =:  — E,  erit 
* «E 

V — — > habebimusque  tria  maxima  vel  mi- 


nima : nempe  a = 
Quibus  ipfius  a~ 
valores  % — — ^ 
lE 


- »E 


m—\—n 

x<"+» Ejt"  -f-  B z;:  o 

«E  ^ «E  N*:* 

■ny 


m 


o ^ »E 

e_o;  y=-v-;^. 

rcfpondent 

Bj  S5  = B; 


m-\-n  \ot-4-»x 


B.  Si  igitur  B fit 


n \«t— |— ; 
n^_ 
m-\-i 

quantitas  negatiua,  ob  ^ negatiuas,  aequatio  duas 
tantum  habebit  radices  reales,  propterea  quod  quoque 
S5  ~ B fit  negaduum.  At  fi  B fiierit  quanritas  affirma* 
riua , aequatio  quatuor  habebit  radices  reales , fi  fit 
B"  <;  w*  «•  E"+" . Nullam  autem  ha- 
bebit radicem  realem,  fi  fuerit  (*«+»)«+»B"-<//i"i!i»E’"+*. 

rV.  Sit  « numerus  impar  & n numerus  piar:  atque 
radix  x ~ o dabit  maximum  vel  minimum.  Praeterea 

M \ 

vero  erit  . x — ■ V — . Si  ergO'  A fit  numerus 

affir- 
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m 

tffirmariuus,  fiet  or::o  & 6rz — V — ^ ; hincquc 

a = = )'Vb. 

quantitas  negatiua,  puta  Br::  — F,  atque  iniuper  fterit 
w'"/7"A"+»>(wf-|-«)"+"F'",  aequatio  tres  habebit  ra- 
dices reaJes ; contra  vnica  tantum  erit  realis.  Sin  au- 
tem fit  A quantitas  negatiua  puta  A ~ — E , fiet 


ar— -l-y-_  & a = y-~-  & ffrro, 

Pi ' \ n 


qui- 


bus refpondent  h-B  & S5=B. 

Quare  aequatio  tres  habebit  radices  reales,  fi  fuerit  B 
quantitas  affirmatiua,  & iw»/;"E*+»>(iB-l-»)"-t-»B", 
quae  proprietas  nifi  locum  inueniat,  aequatio  vnicam 
habebit  radicem  realem. 


31 1.  Sint  omnes  cocfficientes  “r,  atque  denotan- 
tibus p.  8c  V numeros  integros,  aequationes  fequentes  ita 
diiudicabuntur : . . 

jf  -HWf  dbi^^o  vmcam  habebit  ra- 

, dicem  realem: 


sa-ha* 

jf 

(afi-Ha»- 


<JC=P) 


, tres  habebit  radh 
ces  reales,  fi  fuerit 


Rr  rr  a 
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quod  cum 'nunquam  fieri  poffit,  aequado  femper  vni* 
cam  radicem  realcm  habebit : 

2 V ■■  ■■  1 

X riij:  -—iz::o  duas  habet  radices 

reales. 

^ u^^2¥  29  I 

X • ±x  • -4-1  rro  nullam  habet  radicem 

realem. 

2 9 29 

X ±x  -4—  I “ o nullam  habet  radicem 

realem. 

211— 29 

X z^x  — - 1 rr  o duas  habet  radices 

reales. 

X -+-X  ±1  — 0 vmcam  habet  radicem 

realem.  ’ 

2 tt  a 9 t 29 

X — X ±i:z:o  vnicam  habet  radicem, 

realem. 

Ceterum  quia  in  cafu  tertio  ambo  exponentes  funt  pa< 
res,  is  ponendo  xx—y  ad  formam  fimpliciorem  re- 
duci potefi,  ideoqoe  hic*  cafus  praetermitti  poflet.  Quo 
fa^o  afiirmari  poterit,  nullam  aequationem  tribus  tenni- 
nis  conflantem  plures  tribus  habere  pofTe  radices  reales. 

• 

EXEMPLUM* 

Sinaerantur  cafus,  quibus  aequatio  haec  x*±Ax^±B~o 
tres  habeat  radices  reales. 


Quia  haec  aequatio  pertinet  ad  cafum  quartum,  patet 
quantitates  A & B,  efTe  debere  fignis  contrariis  affeflas. 
^lare  nifi  huiusmodi  habeat  formam,  vnicam  habebit  ra- 
dicem realem:  fin  autem  aequatio  propofita  fuerit  huius- 
modi 
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modi  4r*:tAr*HpBz::o,  qao  ea  habeat  tres  radices  reales, 

necefle  eft  vt  fit  3*a*A*>y»B^  feu  A»>— — B*. 

108 

Quodfi  ei^o  f^rit  B :r:  i , oponet  efle , A*  > — 

feu  A >1,950132.-  Si  ergo  fit  A — 2 ifta  aequatio 
— 2 X*  -f-  I — o tres  habet  radices  reales,  quarum 
cum  vna  fit  jr  — i ; fequitur  hanc  aequationem  biqA- 
dratam  jr*  — x — i— o,  duas  habere  ra- 

dices reales.  Quod  quidem  tum  ex  his  dads  praeceptis . 
intelligi  poteft,  tum  ex  iis,  quae  in  libro  fuperiori  fimt 
demonftrata,  manifeftum  eft,  vbi  oftendimus,  quamuis 
aequationem  paris  gradus , cuius  terminus  abfolutus  fit 
numerus  negatiuus,  habere  femper  duas  radices  reales. 

312.  Ex  his  principiis  quoque  aequationes,  quae 
conftupt  quatuor  terminis,  diiudicari  poterunt,  dummo- 
do aequadonis  difTerentialis  radices  commode  exhiberi 
queant,  quod  euenit , fi  exponentes  ipfius  x vel  in  tri- 
bus anterioribus,  vel  in  tribus  pofterioribus  terminis  fint  * 
in  arithmedea  progreflione.  Cum  autem  haec  diiudicft- 
do  in  genere  fiifcepta  ad  plures  perducatur  cafus  , 
in  nonnullis  exemplis  abfoluamus. 

exemplum  i. 

Sit  propofita  haec  aequatio  x'-ax*-fx*-a=:o. 

Fa£lo  z:^x^-2x^+x^-a,  erit  ^nzyx^-iox* ^-^xx, 

quo  valore  nihilo  aequali  pofito  fiet  primo  2rar=;o, 

Rr  rr  3 
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qui  duplex  valor  pro  nullo  reputandus.  Tum  vero  erit , 
7;r+:zrioj:* — -Sy  vnde  fit  x*  — ~ ; & quatuor 

valores  pro  x emergent,  qui  fecundum  magnitudinem 
ordinati,  ftquentes  pro  s praebebunt  vdbres : 

a ~ I j 

• 

y 

t~-i 

48 

Si  creo  fit  a numerus  affirmatiuus,  erit  vel 

6>  343 

• vel  — Vf,  priori  cafu  ob  ?l,  SS,  omnes 

343 

negaduas , aequatio  propofita  vnicam  habebit  i^icera 

realem  ;r>i.  Pofteriori  cafu  fi  «■<  — Vf  acqu^o 

343  ' 

tres  habebk  radices  reales,  primam  > i,  fecundam  con- 
tentam inter  limites  i & VI,  & tertiam  intra  limites 

Sin  a fit  quantitas  negatiua  ponendo  x — — jy,  ae- 
quatio perducetur  ad  formam  priorem.  Quo  ergo  ae- 
quatio propofita  tres  habeat  radices  reales,  neceflfe  eft 
vt  fit  «<0,0916134  vel  «<Vt- 

'bxem- 


51; 

58: 


343 

343 

; a. 
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EXEMPLUM  II. 


, Sif  propejita  haec  aequatio  : 

ax'  — 3X*+  iox*-i2r:^o. 

Quia  hic  exponentes  trium  pofterioram  terminorum 
fiint  in  arithmetica  progrefllone,  ponatur  ar“—  atque 

• y 

aequatio  transmutabitur  in  hanc: 
tt — 3>*-h  loj/* — 12)1®  iro,  ponatur  ergo 
» 1 2jy» . — loy’  -i-  3jy*  — “ o , eritque  differen- 

tiando  ^ ~ g6y^.-—  6y  ~ o,  ex  qua-  aequa- 

none  primo  fit  tum  vero  enc  y^  ~ — 

& ideoque  vel  ji “ yclyzz^-^. 

His  ergo  tribus  radicibus  fecundum  magnitudinem  dis- 
pofitis,  relpondentes  ipfius  % valqpres  ita  fe  habebunt : 


«=^- — « 

-9 

m 99  3.  9 99  3.  9 

d = — /1. 


Quodfi  ergo  fuerit  a > , aequatio  propofita  duas 

habebit  radices  reales , alteram  > , alteram  < o : 

• . ' . at 
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XII. 


at  praeter  has  infuper^  habebit  duas  radices  reales , fi 
fimul  fuerit  95  quantitas  afiirmatiua,  hbc  eft,  fi  fuerit 

a Quamobrem  aequatio  propofita  quatuor 

habebit  radices  reales,  fi  quantitas  a contineatur  intra 

I 


limites  ^ — & 


^9  3 S 

5 25« 7 limites  proxime  foot : 


0,48075  & 0,50674.  Pofito  ergo  haec  aequatio 

*•  — 6.r*-l-aox^ — 24  — 0 quatuor  habet  radices 


reales  intra  limites  j?'3  ; o; 

erunt  affirmatiuae  & vna  negatiua. 


’ co  j ei^  tres 


.4Ak.‘ 
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CAPUT  XIII. 

DE  CRITERIIS  RADICUM 

IMAGINARIARUM. 

313* 

In  capite  praecedenti  modum  exhibuimus  nararam  ra- 
dicum Cuiusque  aequationis  explorandi,  ita  vt  eius 
beneficio,  fi  proponatur  aequatio  quaecunque,  inueniri 
poflit,  quot  ea  radices  habeat  rcales,  & quot  imagina- 
rias. Plerumque  quiden#haec  inueftigatio  difficillime 
inftituitur,  cum  aequatio  mfferendalis  ita  efl:  comparata, 

‘ vt  eius  radices  exhiberi  nequeant.  Quanquam  autem 
his  cafibus  eadem  operatio  ad  aequationem  differentia-  > 
Icm  ipfam  accommodari,  eiusque  radicum  natura  ex 
ipfius  differentiali  indagari,  hineque  illius  radices  proxi- 
me aflignari  poffent ; tamen  labor  nimium  faepiffime  fie- 
ret moleftus.  Quamobrem  in  hoc  negotio  faepenume- 
ro  fufficit  eiusmodi  criteria  nofle,  ei^^orum  praefentia 
tuto  concludi  poflit,  inefle  in  aequaturo  propofita  radi- 
ces imaginarias ; etiamfi  ex  eorum  abfenda  viciflim  in- 
ferri nequeat,  omnes  prorfus  radices  efle  reales.  Quae 
cognitio  etfi  eft  imperfefta,  tamen  frequenter  vfu  non 
deflituitur  : quocirca*  his  criteriis  explicandis  praefens  ca- 
put deftinauimus.  f 

314.  In  capite  igitur  praecedenrf  vidimus,  fi 
aequatio  quaecunque: 

S s s s 
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X»-  Ax*-«  + Bx*-*  ^ Car*-r+  Px»rr4  - &c.  = o 
omnes  radices  habeac  reales,  cum  ecianretus  «Kfferentialem 
i ) Ax"-»  f 3)Ci"-‘4.-|r  frg- — :o 

omnes  fuas  radices  habituram  efle  reales.  Simul  vero 
oflendimus,  eciamfi  aequatio  didercntialis  omnes  habeat 
radices  reales;  tamen  inde  non  fequi,  ipfius  aequadoqis 
propoiitae  omnes  radices  futuras  efle  re^es.  Interim  ta< 
men,  fl  .aequatio  diderencialis  habeat  radiCes  imagiila- 
rias,  cum  femper  refie  concludimus,  aequationem  ipflun 
propofitam  ad  minimum  totidem  h^re  debere  radices 
imaginarias.  Ad  minimum.^peo : fieri  enim  poceff,  vt 
ipia  aequado  plures  habeat  radices  imaginarias.  . Hoc  . 
ergo  modo  ex  aequatione  difFerendali  plus . concludi  ^ 
non  poteft,  quam,  fi  ea  habeac  radices  imaginarias,  ip* 
fam  propoficam  aequadonem  eiusmodi  radices  quoque 
habere  debere,  & quidem  ad  mimmum  totidem.  !i'  • * 

3 1 5.  Si  aequado  proponca  mulpplic^r,  per,  pp* 
teffatem  quamq|||ue  x**,  denotante  m numerom.  inte* 
grum  afHimiadaHp  cum  quia  haec  noua  aequado  om> 
nes  radices  habebit  reales,  fi  quidem  propofleae  radices 
omnes  fuerint  reales:  tum  quoque  .dos  differendalis, 
poftquara  per  x*-*_  fuerit  diuiia,  radices,  erunt  reales 
omnes. . Hinc  fi  ^ec  aequ^do,:,((;»„ 

X»  — Aa»-«4-Bx»->  — Cx-  i-f-Dx"-4  — .&C.ISO 
omnes  radices  habeat  reales,  tum  quoque  ifta  aequado 
(ot+»)x»  — («vw-OAx»-»  f 

- . • om- 


4- 
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omnes  radices  habebit  reales.  Ob  eandem  rationem,  % , _ 
' haec  multiplicetur  per  x*  & denuo  diffcrentietur,  aequa- 
tio refuJtans: 

' C*wf «)  (<f «)  8cc. 

omnes  adhuc  radices  -habebit  reales  : licque  quousque 
libuerit,  vlterius  progredi  licet.  Sin  autem  huiusmodi 
aequatio  radices  imaginarias  habere  deprehendatur,  tum 
* fimul  certum  erit,  ipfam  aequationem  propolitam  ialtem  .. 
totidem  radices  imaginarias  efle  habituram. 

.316.  Si  aequado  propofita,.  antequam  differentiatur, 
per  nullam  poteftatem  iplius  x multiplicetur,  tum  iodi'  • 
cium  ad  aequationem'  vno  gr^u  .inferiorem  deducitur. 

Ita  (i  aequatio  prOpofita 

X»  — , Ax«-«  4-  Bx»-*  — Cx"-i  -4-  &c.  = Q 

omnes  radices  habeat  reales,  tum  quoque 'eius  dideren* 
dales  omnium  ordinum  omnes  radices  habebunt  reales. 
Quare  & fequendum  acquadonum  omnium  radices  erum 
reales : 

»x»-»— -|-(«“*)Bx»-J  — («-•.3)CAr"-4  &c.  zr  o 
x(a-l)x»-*-r(«- 1 -»  + (n— 2Xa-3).BL*^4  - &c. 

, »(»— i)(a-a)x»-}-^Ri)(a-a)(»^3)  Ax*-4  4-&C.  ZZ  O ' 
»(«-iX«-aX«-3)i*^-(«-*X*-*X®-3X»-4)Ax*'ff&c.zza 

&c.  ■ 

quae  aequadones  ad  fequentes  formas  reuocantur: 

i ’ ' ... 

S s s s a 


. x»-i 


a|3 


CAPUT  'XUl 


x—i. 

»»“*■ 

ar"~J- 

ar«-4 


«SJ  . 

.(aL)  Ar- 1 B.-.  - 

<-L)  A:.^,  + ^1^5  0-.  + &c  = , 

s a(a-i)  a(a-i)(a-2)  ‘ 

Ca-4)  , (»— 4)C”— 5)t»  t C«— 4)C»-j)C»— O -r, 

-i — ^Ar»-J  + ^ — < Cx—t-^8k.zz  < 
8 a(a-i)  a(a-i)(a-2)  — 

&C. 

317.  Hoc  iginir  modo  iadidnm  ad  aequationem 
dati  gradus  inferioris , quam  eft  ipfa  propofita , reduci 
potaft.  Sic  fi  m fuerit  numerus  quicunque  minor  quam 
a,  tum  (i  aequatio  propofita  omnes  radices  habeat  rea» 
kS  ) tum  quoque  huius  aequationis  gradus  m omnes  ra*  * 
dices,erunt  reales:  r 

A2-"-i  + -i; — (Bx—»-  ^Cx»»-J  + &c.=;o. 

a(a— i)  • a(a— iXa— 2) 

Quare  fi  ponatur  igi  =:  a ,,  prodibit  ifia  aequatio : 

•••'  8 ' n{n- 


**  * T)  « 
(»-*" 


euius  radices  debebunt  efle  reales,  fi  quidem  aequatio 
propofita  X» — Ax"-«H-Bx»-> — Cx»-j-f-&c.r=o, 
omnes  habeat  radices  reales..^  Cum  autem  ifbi  aequa- 
tio quadratica  radices  reales  habere  nequeat,  nifi  fit 

* '.y'* 

fequitur,  aequationis  propbfitac  radi- 
ces 
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CCS  omnes  reaks  elTc  non  pofle.  nifi  ft  AA>  — B. 

Quamobrem  fi  fuerit  AA<^B,  hoc  ceitum  erit 

fignum,  aequationis  propofitae  ad  minimum  duas  rances 
fore  imaginarias.  . . * , , 

4 • l •*  “ • , 

, 3if.  Hinc  ergo  affecuri  fiunus  affe£Honem  neces- 
lariam , qua  coefficientes  trium  primorum  terminorum 
affefti  efle  debent  ^ fi  quidem  aequationis  propofitae  om- 
nes radices  fuerint  realcs.  Hocque  eft  •eiusniQdi  cri- 
terium  vti  initio  meminimus  : fcilicet  ed^fi  cafu 

AA>;^^B,  nihU.pro' realitate.radioum  fequatur,-|u;  (i 

fit  KAk~—  B,  boc  tamen  certum  fit  fignum  duarum 

faltem  radicum  imaginariarum.  ' Sic  vt  omneS  radices  fmt 
realcs,  fucceffiucpro  » numero  2,  3,  4,' 5,  &c.*'fuWK-' 
tuendo  requiritur  ,'vt  fequicur  : 

X* — Ax  -f-B  :rr  . 1 , . . . . . A*  > 4 B 
X* — Ax»-t-%  ■ — C = o . . . A»>  |B 

,4 — Ax3-|-Bx* — Cx  4-D  = 0 . A*>'f  B 

x/rr-Ax^-h-Ef? — Cx»-+-px_— .Eno  A*>  VB 

Hinc  fi  terminus  fecundus  defit,  tertiique  coeflicicns  B 

fit  affirmaduus^  vt  aequario  fit  huiusmodi ; . ‘ 

x»-f-Bx"-»—i Cx"-J-i-Dx"-4~l.&c.  n o, 

t * 

baK  omnes  radices  reales  habere  «nequit,  fctf  ad  xraaf^ 
mum  duae  erunt  ihiaginariae.  * * ' 

Ss  ss  3 


N 


6^4,  C ^ P U T XI Jt 

3T9.  Huiusinodi  vero  criteria  pro'  cocfficicnribus 
(bqt^enuum  terminorum  erui  poflunt',  fi  perpendamus 

aequadonem  hanp  • . , 

I — Ajf -4- Bjy*  — Cj*  — &c.  “ o 

totidem  habere  radices  ‘ tam  reales  - quam  injagtnarias, 
quot  ipfa  aequatio  propofita  contineat.  ' Haec  enim'^e> 

quado  ex  illa  oritur,  fi  ponatur  xzz.  ~ f ka!  vt  ex  radi< 

y '♦ 

cibus  huius  aequationis  fimul  radices  illius  habeantur. 

Quare  fi  aequatio  propofita  omnes  radices  habeat  rea- 
les,"' tum  quoque  reciprocae  ifiius  differentialis,  fciUcet' 
huius  ‘ — 'A-4-2By-^3Cjy*-H-4DjK* — &c.i:o  ' 

I • 

radices  omnes  erunt  reales.  Subfiituatur  in  hac  iterum 
ar  pro  , atque  emerget  ifta  aequatio : . ■ . . . 

qnus  radices  propterea- omnes  erunt  reales,.  fi  radices 
aequationis  propofitae  fuerint  tales. . Hinc  iam  patet,  fi 
fuerit  n — “it  necefle  ede  vt  fit  BB  > 3 AC. 

!T  : ^20.,  Differendecut  autem  ifta  uequado  \dterius, 
a^ue  prodibunt  : , - - — . , • - 


&c:= i- 

n-i  C«-iX«-2) 

ito)  (W  — &C.  =0' 

...  *vi-- » ^ 

Ax-4^  &c.=:d 

. 1.  .)  -jaih^f  iAU 

&c.  V Gene-  . 
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CAPVT  XIU. 

Generaliter  ergo,  fi  m-  (Ic  ntunerus  minor  quam  erit : 

. . * awi  „ . , 3»i(iw— i)  _ ■ ■ 

Ajt« ,.C;r— » &C.Z=0. 

«-J  2_; 

Si  iam  ponatur  habebitur. ifta  aeqoado: 


Bx- 


B— I 


C zz  o. 


4BB 


6 AC 


cuius  radices  vt  fint  reales,  oportet.ell3,  .. 

Quare  H aequatio  propoiTta  omnes  habeat  radices  reales 

erit  BB>  AC  Atque  fi  fiicrk  BB  < AC, 

hoc  certum  eft  fignum,  aequationem  prdpofitam  ad  mi- 
nimum duas  habere  radioes-  imaginarias.  Si  igitur  fit 
»:z:3,  criterium  erit  BB>3ACj  fffit  ,»ZZ4  5 erit 

BB>  ^^AC:  fi  Bzzy,  erit  BB>  ^^AC,  & ita  porro, 
a.  3 * 2.3’ 


321.  Vt  haec  ■ criteria  ad  fequentes  coefficientes 
transferamus,  refumamus  aequadonon  differentialem  in 
y inuentam: 

— A-t-aBjr 3Cj*-4-4Dji’ 5E>^ -4-&C.  ZZ  o 

haneque  denuo  difierenciemus , vt  habeamus: 

3 B — Cjr I a D>*  — 20  Ejy®  -f-^&c. ^ o 

quae  reftituto  — loco  y dabit*: 

Bat""*  — ^ 3Cjf"“t— f-  6Djr»-4—  &c.  “ O 

ex' cuius  vlterioris  difierentiatione  iequuntur  hae  aeqoa^ 
dones : 


Bj:*-» 


6»6 


CAPUT 


XIII. 


»-a  (»-“)(»- 3) 

& generaliter 

+ «2fez:LD*-.-&c.=o 


B;..  — 


»— 2 


Quodfi  igkur  ponamus  iwrrra  prodibit  aequatio  quadrata : 


2.  g 


«-2 


C4- 


6.  2 


(»-2)(«-3) 


D = o 


• j*  1 r e • 9CC  5. 2BD 

emus  radices  erunt  reales,  fi  fuent  


(»-2)*  C«-2X«-3) 

fcu  e C>  Quare  fi  aequatio  propofita 

omnes  radices  habeat  reales,  erit  CC>  ^7 ^BD,  at- 

3C»-3J 

que  fi  haec  conditio  deficiat,  aequatio  certo  duas  ad  mi< 
nimum  habebit  radices  im^inariasr 

32S.  SiAequarionem  fuperiorem  aB-«Cji  + la  Djr* 
— o denuo^difleremiemus,  prodibit:  ” 

— 6C  -h  240^  — 60  E>*  -h  &c.  = o , fiue 
C — 4Dy  -f-  loEj*  — 20  -|-  &c.  = 0, 

*I  •*  *•*  *'  *'* 

quae  reilKtuco  jr  loco  — _abibit|in  hanc:  * , ^ 

Cx"-i 4DA-*-4-f-ioE.r’^f-7-2oFjr"-^|-l-&C.  “ o. 

ex  cuius  viteriori  differehaatione  fequumur: 


.(«-3) 


(«-3X«-4) 


Cjf"-V 
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c-f  _ 4&z1)D5-«  te. 

a- i (»-3X»-4) 

. & gfencraliccr 

»-3  («-3)(»-4) 


Ponamus  »=2,  eritquc  Da  + — ^ 

’ ^ «-3  (»-3)C»-4) 

ex  qua  H eius  radices  Hnc  reales  lequicur  fore : 


2.  IO 


&c.  =0. 
E=o 


(»-3)(»-4) 


CE  fcu  DD>4^^CE. 


4(»-4) 


323.  Ex  his  iam  &tis  peifpicitur  relatio  omnium 
coefHciendum.  Generatim  ergo  ii  aequatio  haec  : 
X"~-Ax"-t  + Bjr*-*—  Car"-I  + D2t»-4—  Ejr»-f  -|-  &c.  ZZ  O 
omnes  radices  habeat  reales ; erit 

2 n 


A A > 
B B > 
C C> 
D D > 


i(«— I) 

3(« O 

a (a 2) 

4(» — 2) 

3(« 3) 

5(» — 3) 


B 

A C 
B O 
C E 


4(«: 4) 

E E > D F 

5(« — 3) 

' &c. 

, • ■ Tt  tt 


Quanim 
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Quarum  conditionum  H vna  deiit,  ae()tiapo  ftd  mBnnma| 
duas  habebit  radices  imaginarias.  A^ue  H i/(a‘  cnte- 
ria  a (e  inuicem  non-pendeant,  facDe  perfpicitur,  quot- 
quot eorum  non  conueniant,  totidem  dari  .paria  ra<& 
cum  imaginariarum.  Quamuis  autem  hae  conditiones 
omnes  in  quapiam  aequatione  locum  habeant,  tamen  in- 
de non  fequicur,  nullas  dari  radices  imaginarias  j quin 
podus  euenire  potefl,  vt  hoc  non  obilance  omnes  radi- 
ces fint  imaginariae.  Cauendum  ergo  eil,  ne  his  crite- 
riis  plus  tribuamr,  quam  ipHs  vi  principiorum,  vnde 
ilint  deduda,  tribui  poteft. 


324.  Facile  autem  apparet  non  fin^Ia  criteria, 
quae  deficiunt,  binas  radices  imaginarias  indicare  poiTe-j 
in  aequatione  enim  ndimenfionum,  quia  habentur  «-f- 1 
termini,  atque  ex  lingulis  pfaeter  primum  & vitimum 
criterium  defumi  poteft,  omnino  criteria  habebuntur 
n — i;  neque  tamen  fi  fingula  deficiant,  aequadoa»— 3 
radices  imaginarias  habere  poterit,  propterea  quod  om- 


nino tantum  n habeat  radices.  Vnum  autem  criterium 
femper  duas  radices  imaginarias  patefacit,  & quia  fieri 
potefl,  vt  duo  criteria  huiusmodi  radicum  non  plures 
offendant,  videndum  eff  vtrum  haec  duo  criteria  fint 
condgua  nec  ne : priori  cafu  numerus  radicum  imagi- 
nariarum non  augebitur,  pofferiori  vero,  quia  criteria 
litteras  prorfus  diuerfas  muoluunt,  vnum  quodque  bi; 
nas  radices  imaginarias  monllrabit.  Ita  edamfi  fuerit 

A A < B & ' BB  c O 


i(«— I) 


a(a  — 2) 


AB,  »- 


men 
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oien  hlaonon  Jiecdimo  quatOM*  radices  imaginariae  in> 
dicannir,  (ied  vmunque-  fonaffe  easdem  binas ' indictf. 

Quodii  vero  fiicrit  AA  < --- ; B & 

^ . i(a-i)  3(«-3) 

exiftente  B B > ’ A C,  quatuor  radices^ ima- 
ginariae indicabuiuur. 

32  j.  Ex  criteriis  ei^  radicum  imaginariarum  le 
immediate  infequendbus  plus  non  fequicur,  quam  ex  vno ; 
fin  autem  ea  ordine  interrupto  procedant,  v(;  inter  bina 
quaeque  crimiimn  vnum  vel  placa  contraria  imeria^eant^ 
tum  ex  vnoquoque  bmae  radices  imaginariae  i.condodi 
poterunt,  (^ae  confiderado  iequentem  regulam  (uppe- 
peditat.  Aequadonis  propofitae  lingulis  terminis,  prae- 
ter primum  & vltimum,  infcribantur  coefHdentes  crite- 
riorum  ante  inuend,  hoc  modo:  . . .1 

a 3(»-0  4(«-a)  3(»-3)  - ' 

2(j*-a)  3(»-3)  4(»-4)  ■ ' 

xn Ar" Cr"-J  -f-Djr—4 &C.ZZO 

*■  I “ ••  ••  .*  ••  ScQ.  ^ 

Tum  examinetur  quadratum  cuiusque  coefHciends| 
vtnim  fit  maius  an  minus,  quam  fraQio  infcripta  per 
produ£him  adiacendum  coeffidentium  multiplicata,  prio. 
ri  cafu  'termino  fubfcribatur  fignum  H-.,  pofteriori  fi- 
num  ; primo  vero  termino  & vldmo  perpetuo  li- 
gnum 4-  fubfcribatur.  Quo  fadlo,  quot  %norum 

T 1 1 1 a horum 
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horum  fi^fcriptordm  varktiofies  occuiTiim;  totidem 
dices  inu^inariBS  aequado  ad  mii^um/hBi>ere  ceofeii' 
da  erit.  , , • ' ^ • 

♦ , * ,t  r f . 

326.  Haec  efl;  regula  a Neutono  inuenta  ad  radi- 
ces imaginarias  cuiusque  aequationis  explorandas ; de 
qua  autem  probe  tenendum  eft,  quod  iam  onnotauimusi, 
faepenumero  heri  poflc,  vt  aequado  plures  habeat  radi* 
ws  imaginarias,  quam  hac  m^odo  deteguntur.  Hinc 
uii  operam  dederunt,  vt  iimiles  regulas 'altas  iuuenirent, 
quae  numerum  radicum  imaginariarum  exa£lius  praebe* 
rent,  ita  vt  verus  iftiusmodi  nafictim  numerus  minos 
fiiepe  eum,  quem  re^Ia  oftendat,  excederet.  ' In  hoc 
genere  -imprimis  prodat  regula  Campbetti  Arithmedcae 
Nairctii  vniueiiali  fubiunfb , quam  propterea  hic  expli- 
cari conueniet,  edamh  non  fit  perie^.  Nidtur  autem 
hoc  lemmate ; S fuerint  «,  Sy  y,  i,  «,  &c.  quandta- 
tes,  earumque  numerus  fit  m,  pcmacuT' fumma  harum 
quandtatum  «-1-  f-hy-h^-4-  &c.  — S , fumma 
quadratorum  a*  -f-  f * -+-  y*  -f-  &c.  = V,  erit 

«atique  V > o.  Sed  cum  fit  produdum  ex  bini» 

00  " \T 

aS  ay  aS  -H^y.-f-  ^ f -h  &C.  =: 

erit  (m- — i)V>  SS  — V fcu  «V>SS.  Nam 

fi  difTerendarum  inter  .binas  quandtates  quadrata  fuman*. 

tur,  erit  eorum  fumma  ' ■ 

“4?  (“-rr  -l-(e>y)’  -hce-^*  -h  &C. 

= a(*ff+ay-haJtf  y+&c.) 

_/  (^S— V)_' 

r-(w— <i)  V— ra  i 


::=«V  — SS. 


'Com 

igitur 
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iginir  fumma  quadratohun  reaiium  fit  lemper  affirma- 
ciua , erit  «V  — SS^o  ideoque  «aV^SS. 


327.  Hoc  lemmate  praemifro  fi  habeatur  haec 
aequado  : 

jf  • — Ajt  *r*  — f- Bjf  *“*  “ —fy  Djt  •~4— EIx  *“t  *-f— Fjf 

— &c.  =:  o , 

eiusqoe  otnnes  radices  fuerint  reales  numero  « , quae 
fint  fl,  r,  f,  &c.  erit  vti  conflat  ex  natura 


aequadooum: 

A ^ “t“  c — f—  'd  — f-  &C. 

B nz  oi  — 1“ W — f-&c. 

C zm  ahc-i-abd-^ahe-^acd  + bcd-\-Scz. 

D ~~  Mted—^—  ab  ce  “-f—  abde  &C. 

&C. 


numerus  temun. 
n 

!►  * 

»(g-iX»“a) 

I.  2.  3 ■ 

g(g-iX»“aX«“?) 
I.  2.  3.  4 


Sumantur  iam  fingulorum  hanun  ferierum  terminorum 
quadrata , ac  ponatur : 


P zz  a*  “4“  “4“  d*  -4—  &c, 

Qj=  a^b*  -f. Vr»  ■+.  a*d*  H-  b*c*  -+-  &C. 

R rz:  a*b*c*  H-  a^b*d*  a'b*e*  -f-  a*c*d*  -f-  &C. 

S ZZ  a*b*c*d*  -f-  a*b*c*e*.  -f-  a*b*d*e*  -f-  &c. 

&C.  , 

^ * T t 1 1 3 erit 


•- 
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CAPUT  XI IL 
erit  ex  natura  combinatiomun : t!  ji, 
P=A*  — aB  ’ ‘ 

Qj=  B»  — aAC-haD 

R=:C»  — aBD-+-aAE  — aF  : ^ : 

S ~ D* — aCE  — f- a BF  — — a AG  “f~  aH  •’ 

3^8.  Vi  Icmmads  pra/^U&  habet»nuis':  . 

» P >■  A A ' 

BB  •;  , 

.jR^cc  , : 

1.  a.  3 ...... 

I.  a.  3.  4 " 


&C. 


Quodfi  ergo  loco  P,  R,  Sce.  valorcs  ante  inuenti 
fubflatuannir  , obtinebimus  ipquentes  radicum  rcalium 
proprietates : 


»AA  — a»B>AA  fcu  AA> 


a» 


-B 


<;zri)BB— >AC+**^—>D>BB 

t.  a I.  a I.  a * 

fiuc  ■'  ■ ' ■ -* 

; a«(«— »i)  ...  : 


BB  > i 


— i) 


(AC  — D) 


fimi- 
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(uniliqne  modo  aeqtuttonb  f«iaentes  praebent: 


. CC> 


in(n~ — i)  (« 2) 

I.  a.  3. 

« (g — -i)  (n 2)  ‘ 

I.  a.  3. 


• ♦ t 

(BD,— AE“4“F)  ^ 


a«  (<r ^X”-^aX»:^3) 

4-  '■ 


DD^T-'— ' 3 


3) 

I»  3*  4» 


(CE-BF+AG-H) 


Hinc  ergo  cuiusque  coefficicnds  quadratum  non  folum 
cum  produfto  proxime  adiacentium  comparatur,  fcd 
edam  cum  redlangnlis  binorum  quorumque  vtrinquc 
aeque  difhintium  ; ita  tamen  vt  horum  re^tangulorum 
figna  altemadm  mutentur. 


329.  Singulis  igitur  aequadonis  terminis  praeter 
primum  & vkimum  inferibi  debent  fira£Hones,  quarum 
numeratores  fint  vnciae  binomii  ad  dmilem  dignkateni 
eleuaa  duplicatae , ' denominatores  vero  eaedem  vnciae 
vnitate  minutae.  Ita  confiderando  aequadones  quadra'» 
tas,  cubicas,  biquadratas  &c.  fi  earum  radices  omnes 
fuerint  realcs,  erit : 

' »*. — Aa- -f- B =ro  ; A»  >48 

1 '•  Pro  aequatione -cubica:  ‘ . , 

f I • ■ . 

— Ax*  -|-  B-r C :rr-0'  • 

erit  A*  >3  8 & B*>3’AC*'"  ' - '.V  ' 

- Pro 
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Pro  tequadooe  biquadraa:  . i , j . . . 
y ' I _ 

X*  — A**  -1-  Bx*  — Cx  D.  “o 
erit-  A»  > f B V B*>  VCAC  — b)  ; C»>|BD 

Pro  aequadone  poteftatis  qiuntae: 

1 o y y to  ' 

X*  — Ax*  Bx^  — • Cx*  -4»-  Dx  •—  E“o 

erit  AA>  «,°B  ; B*>  VCAC~D)  j C»>  V(BD-AE) 
& D»>yCE. 

» . • * 

Pro  aequatione  poteftaris  fextac : Y . 

V H n'  H ' V.: . ' ' 

Ax*-4“  Cr*  -4-bx*.~-^-4-F~o 

erit  A« > VB ; B*  > f?(AC-D);  C»  > 4?(BD-AE+F); 

D*  > 4KCE  — BF)  j E*  > V DF.  &c. 

t 

rr  330.  Si  igitur  quodpiam  criterium  Mac,  id  erit 
indicium  duas  ad  minimum  inefle  radices ' inu^inarias 
in  aequatione  propofita.  Cum  autem  fi  fingula  Mant, 
ffpqiinfin  ideo  nou  duplo  plures  habere  queat  radices 
imt^inarias,  fimili  modo  iudicium  his  cai&us  erit  ab/bl< 
vendum,  quem  ante  pro  Neutoniana  regula  indicaui- 
mus.  Scilicet  fi  cuiusque  termini  quadratum  maius  fue- 
rit quam  fra£Ko  inferipta  per.produQa  terminorum ‘adia- 
cendum  & verinque  aequidiftandum  mtddplicaca,  tum  ifH 
termino  fubfcribaiur  fignum  -}->  contra  vero  fignum 

j primo  vero  & vldino  termino . conflantcr  fublcri- 

batur  fignum  -f*.  .,Quo  fiifto  iofpiq^.ordo  <%no- 

,/j 
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nim  horum  fubfcriptonim,  & quodes  occurrit  variado, 
todes  radix  imaginaria  indicabitur.  Quodes  ergo  haec 
regula  piures  radices  imaginarias  indicat,  quam  Neuto* 
niana,  todes  quoque  ad  veritatem  magis  accedit.  Inte- 
lim  tamen  heri  poteil,  vt  aequatio  piures  habeat  radi- 
ces imaginarias , quam  per  vtramque  regulam  indi- 
cantur. 

331,  Falleremur  ergo,  ii  his  criteriis  tanquam  per- 
fe£Hs  fignis  radicum  realium  & imaginarium  vd  velle- 
mus ; propterca  quod  fieri  poteil,  vt  aequatio  piures 
habeat  radices  imaginarias,  quam  haec  criteria  indicant: 
error  autem  eo  maior  efle  poflct,  quo  altioris  gradus 
fuerit  aequatio  propoiita.  Nam  in  aequatione  quadrata 
haec  criteria  ita  veritad  funt  confentanea,  vt  fi  nullas 
radices  imaginarias  indicent , etiam  aequatio  nullas  fit 
habitura.  Aequado  autem  cubica  duas  radices  im:^;ina- 
rias  habere  poteft,  edamfi  neutra  regula,  (ambae  autem 
hoc  cafu  adhuc  conueniunt)  eas  exliibeat.  Hos  igitur 
cafus  inuefhgaturi , fit  propofita  haec  aequatio  cubica 

generalis : 3 3 

— Ax^  Bx  — C “ o 

in  qua  fi  fuerit  AA>3B  & BB>3AC  neutra  re- 
gula radices  imaginarias  indicat.  Supra  autem  (306)  vi- 
dimus ad  id,  vt  nullae  radices  imaginariae  adfint  requi- 
ri primo  vt  fit  B •<  i A A , quam  condidonem  quoque 
ambae  regulae  requirunt.  Sit  igitur  B — ^AA — i f, 
atque  neceflc  eft  vt  C condneatur  intra  hos  limites  : 
A A^  — i A/-7-  & ,V  J A^-4-  tV/^  - 

•"  Vvvv^  '•  Vtra- 
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/ HR' 

Vtraquc  autem  regula  tantum  poftulat,  vt  fit  C ' 

i jA ' 

hoc  eft  C <;  jV  . ' Quae  condi* 

27  **  W,  ■ 

do  locum  habere  potefi,  etiamfi  C non  intra  di^os  Ii* 
mites  contineatur* 


332* 


Sit  enim  C — — i^f  hff -}-  — gg‘- 

«tque  regulae  nullas  radices  imaginarias  indicabunt.  Inte* 
rim  tamen  in  erunt  duae  radices  imaginariae,  fi  fuerit  .vel 

,VA2  — — \hff — 


’.ir- 


27  A 
f 


vel 


rV  A*  — ,V  AiT-4-  - gg  >",v  A* — 5 A/-h 


fv 


Si  igitur  fuerit  vel  gg>  vel 

aequatio  cubica  duas  habebit  radices  imaginanas,  edamfi 
neutra  regula  eas  indicet.  Sumimus  autem  hic^  ^e  A 
quandtatem  affirmatiuam,  fi  enim  efl*et'negadua,  ponen* 
do  x~—y  aequatio  in  eiusmodi  formam  t^smutare- 
tur,  in  qua  A efiet  afHrmadua.  Hinc  ufiinitae  aequado* 
nes  cubicae  formari  pofilint,  quae  habewt  duas  radices 
imaginarias , etiamfi  per  regulam  non  indicentur.  < Sit 


C/+A/) 
cmm  gg  — — r- 

**  27  A 


4-**,  eri. 


27  A r 

= ,VA2 -iA#-,v/3-AA,  & B = }AA'-fj^  |^^yeI 

fit  ■ ‘-kh  exiftente  j-  cA 

C = 
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C = ^rA»  — & B=iAA— fif. 
Vtroque  cafu  prodibit  aequatio  duas  habens  radices  ima- 
ginarias, 'neutra  regula  indicandas.  Ponamus  iverbi  gra- 
tia A rr  4,  /=  I , erit  B =:  j ; & ob  =1:  tVit-4-^A; 
erit  C — f — hh  rz:  4^  — hh.  Quare  fi  fit 

aequatio  — 4x*-|— 5x-  — C~o  femper 
habebit  duas  radices  imaginarias.  At  fumto  gg—^^-hh 
debebit  efle  fietque  C — + 

Sit  AAzn  tV  ; atque  aequatio  x^~/^xx-]~  5 jr—  zr  o 
duas  habebit  radices  imaginarias , etiamfi  nulla  regulis 
prodatur. 

333-  Quin  etiam  eiusmodi  aequationes  generales 
formari  polTunt,  in  quibus  neutra  regula  radices  imagi- 
narias exhibeat , etiamfi  tamen  faepifiime  duae  pluresue 
infint.  Euenit  hoc  fi  perpetuo  duo  figna  fimilia  fe  mu- 
tuo excipiant,  vd: 

*■"— Ajt"->— BA>»-»-|-Cr»-J4-D4r"-4-El»"-t— &c.~o 
vel  X-+  Ax  »-•  — Bji  — Cj:»-}  + Djt»-4  + Ejt  *-f  — &c,  ~ o , 

hic  vtraque  regula  nullam  vnquam  radicem  imagina- 
riam prodit.  Quod  autem  faepifiime  huiusmodi  radi- 
ces continere  queant , vel  ex  aequadone  cubica  elucet 
— Aj:? — Bjf-l-C—o,  quae  pofito  AA-I-3B 
femper  habet  duos  radices  imaginarias,  fi  fuerit 
vel  - C < ,V  A^-}  Aff-  ,V/3  vel  - C>  ^VA^  - } A/+  . 

Interim  tamen  & hos  cafus  ex  regulis  elicere  licet,  fi 
aequado  ope  fubftitudonis  in  aliam  formam-  transforme- 
tur. Ponatur  x — y fietque:  ^ , 

. ■ j V V V v a 
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-f-  "ikky  H—  /t* 

— Ayy  — lAky  — Kkk  ■ 'i 
^ By  . — B-t  ° 

-+-  C 

quae  fecundum  regulas  examinata  dabit  primo  quidem 
J^jonte  (3^  — A)*  > siskk  — lAk  — B);  at  quo  fit 
— 2Ak — B)*  > 3(3*-A)  -AyW-B/t-f-  C), 
quod  eft  alterum  criterium  , neceflc . eft  vt  fit : 
BB-|-3ACH-(AB — sQif-l-  (AA-I-3B)  il/t  > o, 
quicunque  valor  ipfi  k tribuatur.  Sumatur  ita, 

vt  haec  exprefiio  minimum  valorem  adipifcatur,  quod 

fiet  ponendo  i~  tVbI  ’ & fi  iBa  exprefiio  ad- 

huc fuerit  > o,  probabile  erit  aequationem  propofitam 
nullas  habere  radices  imaginarias.  Fiet  autem  .. 

(AB-5C)»  , (AB-s>C)*  ^ , 

' JAS+IT)  P 


BB-H  3AC  — 


a(AA+  3B) 

BB-1- 3 AC>  B=i^- f AA, 

erit  4#(J/^-|AAj74-fA^-|-3AC)>aA^fA9-^Q»  feu 
4/*-A8»/'t4A^^io8AC#>A»/*-2A^/‘-54AC/tA'fy4A>Ct7a5CC 
vel  4/‘>9A^f*-€A*f-i62ACf+AHf4A^C+72sCC 
vnde  fa&oribus  fumtis  efle  debebit : . ; • 

(2/5  -f  A*  ~ 3A/+  27C)(2/>-A’  -f  3 A/—  27C)  >0. 
Hineque  regulae  radices  imaginarias  ofiendeot,  fi  fiierit  vel 
C>-^A^+W-^TP  &'C>-TVA»+iA/f/yya  vd 
C<-*A3-l-iAf-,vy5  & C<-,VA*+|A/f.,V*..^‘»' 
: / ; ■'  Quae 
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Quae  iunt  eaedem  conditiones,  qnas  fupra  inuenimns. 
Patet  ergo  idonea  aequationis  propofitae  transmutatione 
regulas  hoc  capite  traditas  ita  per^i  pofle,  vt  a veritate 
non  difhdeant,  etiamfi  conuertantur. 

334.  Ex  his  principiis  quoque  regula  Harriotti, 
qua  quaelibet  aequatio  tot  radices  afHrmaciuas  habere 
praedicatur,  quot  dentur*  lignorum  variationes,  tot  verq 
negatiuas,  quot  dentur  eiusdem  ligni  fucccHiones , de* 
monlh'ari  poteft,  quae  quidem  regula  pro  radicibus 
tantum  realibus  valet.  Ponamus  ergo  aequationem 
jr"  — + Bjt"-»  - Cx"~1  + Djr—4,-&C.  — O 

' omnes  radices  habere  reales  atque  afhrmatiuas , atque  eius 
dilfcrentialis  — &c.~o 

non  folum  omnes  fuas  radices  quoque  habebit  reales  & 
afHrmatiuas,  fed  etiam  huius  radices  conllituent  limites 

radicum  Blius  aequationis;,  Praeterea  vero  polito 

haec  aequatio  1 —Ay  Bjt*  — -l*  — &c.  rzo 

omnes  quoque  radices  habebit  reales  afHrmatiuas , led 
reciprocas  illius,  ita  vt  quae  radices  in  dia  aequatione 
fint  maximae,  hae  in  ifta  Hant  minimae,  idis  politis  li 
illa  aequatio  propolita  continuo  differendetur,  donec  ad 
aequationem  primi  ordinis  perueniatur,  quae  erit 

* — —A—o,  (317)  huius  radix  adhuc  erk  affirma- 

fl 

dua  , ideoqne' coefficiens  lectmdi  termini  ^habebit  fi- 
gnum  — vti  affiimlimus.  Sin  autem  ifte  coefficiens 
haberet  lignum  *H-,  tum  certo  lequeretur,  aequadonem 

V V V V 3 pro- 
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propoiitam  non  omnes  radices  habere  afiurniadoas^.fed 
vnam  ad  minimum  fore  negaduam , & quidem 
quae  limitibus  hucusque  perdu^  refpond^ 

33  y.  Si  aequatio  propofita  in  lui  redprocam  con-  . 
vertatur  & diffei^entietur,  tum  vero  iterum  x reftitua- 
tur,  atque  differentiationes  continuentur,  donec  peruepia. 
tur  ad  aequationem  fimplicem,*  quae  ex  §.  320.  erit  hvi- 

iHsmodi  A jr  B — o,  cuius  proptcrea  radix 

quoque  debet  eflb  affirmatiua,  fi  quidem  propoli^a  om- 
nes luas  radices  habeat  reales  affirmaduas,  hincqiie  fe- 
cundus & ternus  terminus  diuerfa  ligna hdjebunf 
Quodfi  ergo  hi  duo  termini  fimilia  habeant  figha,  'ad  mi- 
nimum vna  radix  negadua  ' indicabitur , refpondens  li- 
mia hac  aequatione  lignato,  qui  diuerfus  erit  a limite 
praecedente  aequadone  indicato,  propterea  quod  hic  ra- 
dices femel  funt  in  luas  redprocas  coouer£ie :,  •<  vnde 
concluditur,  fi  tres  termini  aequadonis  inidales  paria  ha- 
buerint figna,  tum  duas  radices  negadiias  indic^^ 

336.  Simili  modo  fi  conuerfiones  &,dilTerendado< 
nes  fecundum  §.  32i.  inllituantar,,  ipque  epusqae  copet- 

nuentur,  donec  ad  aeqnadonem  fhnplicemBjr — t-  C —o 

perueniatur,  & huius  aequadonis  radix  elTe  debet  affif^ 
madua,  fi  quidem  propofitaci' aquationis  omnes  radices 
luerint  tales;  .vnde.  fi  termini  terdus  & quartus  paru 
habeant  figna,  inylicabitur  vna  radix  negadua.  Sicque 
perpetuo,  li  duo  quicunque  teim^  contigui  aequaliiNis 
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fignis  foerint  vna  radix  negatiua  proditur ; ideo- 

que  quotcunque  fuerint  eiiisdem  (igni  ruccedioncs,  toti- 
dem ad  minimum  aequatio  propofita  habebit  radices  ne- 
gatiuas,  quoniam  haec  fingula  criteria  ad  diuerfos  limi- 
tes referimtur.  Quod  fi  autem  aequatio  propofita  om- 
nes radices  negatiuas  habere' ponatur,  tum  quia  radices 
omnium  aequationum  differcntialium  ex  ea  deduffarum 
debent  efie  pariter  negatiuae,  omnes  termini  aequalibus 
fignis  aifeffi  efle  debebunt.  Quare  fi  duo  termini  con- 
tigui diuer&  habeant  figna,  ex  iis  vna  ad  minimum  ra-  . 
dix  affirmadoa  concludetur.  Atque  fimili  modo,  quot- 
cunque in  aequatione  occurrant  binorum  terminorum 
variadones  fignonim,  toddem  ad  minimum  radices  af- 
firmaduae  inefie  dicendae  funt.  Cunfi  igitur  aequatio 
omnis  tot  habeat  radices,  quot  dantur  duorum  fignorunt 
condguorum  combinationes , neque  plures , fequitur' 
quamuis  aequadonem,  1 cuius  omnes  radic^  fint  reales, 
tot  habere  radices  affirmaduas,  quot  fuerint  fignorum 
contiguorum  variadones,  tot  vero  negatiuas,  quot  fue* 
line  eiusdem  figni  fucceffiones. 


« • • • • 
r ' ■ /•••;. 
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DE  DIFFERENTIAUBUS  FUNCTIO^  . 

NUM  IN  CERTIS  TANTVM 
CASIBUS. 


’ 337‘ 

Si  y fuerit  fiin^o  quaecunqae  ipfkis  x,  atque  haec 

quantitas  variabilis  x augeatur  incremento  w,  vt  x 

abeat  in  x-f-  w,  tum  functio  y induet  hunc  valorem : • 

»*••  •» 

utdy  u>*ddy  u^d^y  w*d*y  - 

^ 2dx*  6dx^  2^^"^  *” 


ideoque  capiet  hoc  incrementum  : 

tt)dy  ^^u)‘^ddy  ^ w^d^y  , (a*d*y 


dx 


idx* 


+ 


6dx^ 


24-dx* 


H-Scc. 


vti  fupra  demonftrauimus.  Quare  fi  fiat  w ~ </jr , ita 
vt  X fuo  differentiali  dx  crefcat tum  fiinSio  ^y  incre- 


mentum accipiet  —dy-{--  ddy-\-  i d*y-\-  — d*y-\-&C. 

quod  erit  verum  dificrentiale  ipfius  y.  Quoniam  vero 
huius  fmei  quilibet  terminus  ad  (equentes  habtt  ratio- 
nem infinitam,  pnie  "]primb”oim  ita  vt  dy 

more  confueto  fumtum  praebeat  verum  differendale  ip- 
fius y.  Simili  modo  vera  difierentialia  fecunda,  tertia, 
quarta,  &c.  ipfius  jr  ita  fe  habebunt: 


dd.y 
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d^  .y  — d^y  \^d*y}.  'l' 


3t 

3.4.5.« 

30» 

4.  5.  «.7 


</*y-j-Src. 


d\y  — d^y  + ^d^y  + ^d^y  d^y  + &C. 

di.y  — dfy\^d<‘y■\;■^-^d■'y\S^.Q. 

^ 21 

d^.y  ~ d^y  -j-  — d’’y  -f  &C. 

quae  fequuntur  ex  §.  5«.  fi  loco  w ponatur  dx.  Erunt 
ergo  haec  diiferendalia  ipfius  y completa , quippe  in 
quibus  ne  ii  quidem  termini,  qui  relpeftu  primi  eua- 
nefcunt,  negliguntur.  Inueniuntur  autem  fing^li  ifti  ter- 
mini, fi  fun6Ho  y continuo  differentietur,  ponendo  dx 
conflans.  Sicpofito  ob  dy  — adx^~2xdx 

& ddy~  — 2dx^  ; erunt  ipfins  y differendalia  com- 
pleta: dy  — adx 2xdx Jjr*  ; ddy  — //y»  . 

fequentia  autem  funt  nulla. 


338.  Quanquam  autem  generarim  in  his  expres- 
^nibus  differenrialium  fequentes  termini  prae  primis 
pro  nihilo  reputantur;  tamen  incafibus  (pedalibus,  qui- 
bus ipfe  terminus  primus  euanefcit,  haec  ratio  celTat, 
neque  terminus  fecundus  amplius  negligi  poterit.  Sic 

in  exemplo  praecedente  etiamfi  formulae  y~ax jr;r 

difierentiale  in  genere  eft  ~{a — ix)dx  reiefto  ter- 
mino — dx^y  quippe  qui  eft  infinities  minor  quam  pri- 

X X X X mus 
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mus  (/>— 2jr)'/jr;  hic  tamen  ifta  conditio  manifefto  fiib- 
intelligitur,  nifl  primus  terminus  per  fc  euanefcat.  Quo- 
circa fi  ipfius  yz:iax  — XX  quaeratur  diHerendale,  cafii 
quo  x — \a^  tum  id  dicendum  erit  effe  “ — dx*  ; 
fcilicet  fi  variabilis  x differentiali  dx  crefcat,  tum  func- 
tionis y cafu  x~i  a decrementum  erit  dx*.  Hoc  au- 
tem folo  cafu  excepto  perp>etuo  funfiionis  y differentiale 
erit  zn(a — zx^dx’  nifi  enim  fit  terminus 

fecundus  — dx*  prae  primo  femper  rtQc  negliguMpj 
Neque  vero  negleOrio  termini  dx*  edam  in  cafu  x:^i  » 
in  errorem  inducere  poteft:  comparari  enim  difierenda- 
lia  prima  inter  fe  folent;  vndc  q|aia  dyzz  — dx*  cafii 
x~ia,  prae  difierendalibus  primis  dx  euanefcit,  per- 
inde eft  fiue  hoc  cafu  habeamus  dy  — o fiue  dyz^  — dx*. 


339.  Penotante  y fiinfhonem  quamcunque  ipfius 

X,  fit  differendalibus  continuis  funltis  : 

% 

dy-pdx-j  dp  — qdx\  dq~rdx\  dr-:::^tdx'^  &C. 
Hinc  ergo  difierendalia  completa,  in  quibus  nihil  neglt- 
gatur,  ipfius  y erunt : 

d .y  — pdx  -\-iqdx*-\-  f &c..' 

d*.y  ~ qdx*-\-  rdx^  sdx*-^ 

d*.y  ~ rdxl^-\-^i  tdx^ i tdx*-{-&C. 

d*.y  — tdx*--i-  2 tdx*  ^ &C. 

d*.y  ~ tdx*-j-  &C.  .•(-.*♦  i> 

. t , ■ I*  « * :«  si' 

Nifi  eigp  primi  termini  harum  exprefiionum  euanefcanc, 
ii  foli  diiSereimalia  ipfius  y exhibebunt  i fin  autem  quo-' 
, > . piam 


Digitiit"  - Googie 


CAPUT  XIV. 


71S 

piam  cafu  primus  terminus  fiat  rro,  tum  fequens  difie- 
renciale  quaeiitum  exprimet.  Atque  fi  edam  fecundus 
terminus  euanelcat,  tum  ternus  terminus  valor^  difie- 
renrialis  quacfld  praebebit,  fin  autem  & hic  euanefcat, 
quanus  & ita  deinceps.  Vnde  intelUgitur  nullius  func- 
donis  ipfius  x differendale  primum  vnquam  penitus  eua- 
nefcere ; edamfi  enim  fiat  p — o,  quo  cafu  vulgo  dy 
cuanefcere  cenfetur,  tum  hoc-  differendale  per  aldorem 
ipfius  dx  poteftatem  exprimetur.  Vd  vel  per  \qdx*^ 
vel  fi  etiam  fit  qzzo^  per  irdx^^  & ita  porro. 

340.  Quanquam  autem  his  cafibus  differendale  ip> 
'fitts  y rQlpeSu  aliorum  diff<u'entialium  primorum,  qui- 
buscum  comparatur,  re£fe  n^ligitur,  atque  pro  nihilo 
reputatur;  tamen  faepenumero  eius  veram  expreffionem 
noffe  iuuat.  Ex  completa  enim  differendi  forma 
ftedm  perfpici  poteff,  quibus  cafibus  data  fun^o  fiat 
maximum  vel  minimum.  Si  enim  fuerit  : 
d.y  — pdx  -H  i f -H  f rdx^  -4-  &c. 
quo  y nancifeatur  maximum  minimumue  valorem,  necefle 
eft  vt  fit  o;  erit  ergo  hoc  cafu  dyrz.\  qd-x"^  ^ & 
functio  fi  loco  x*ponatur  x±</x,  abit  in  y^kqdx"^, 
eritque  propterea  minima,  fi  q habeat  valorem  affirma* 
ciuumf  at  maxima  fi  q h^eat  valorem  negadnum.  At 
fi  fimul  fiat  f — o,  erit  dyzz\rdx^^  & fun£lio  > po- 
nendo x-±zdx  loco  X abibit  in  yi:\rdx^^  neque  hoc 
cafu  maximum  neque  minimun^^nxxlit ; * fin  autem  fiat 
& r— o,  tumpofito  x-^dx  loco  X fun^o  y euadet  :r: 
quae  maximum  exhibet,  fi  s fuerit  quan- 
X X X X 3 dtas 
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titas  negariua,  minimum  vero,  fi  j fit  quantitas  affirma- 
tiua.  Aliae  occafiones,  quibus  diiTerendalium  completa 
exprefiio  vfum  habet,  infra  occurrent.  > '„■ 

341.  Ponamus  p euanefeere  cafu  quod  eue> 

nit  fi  fuerit  p~{x—a)P.  Talis  autem  valor  prodit,  fi 
fuerit  rt)»P-f-C,  denotante  C quantitatem  con- 

fbuitem  quamcunque.  Cum  enim  fit  pdx-zz{x—ayd'2 
+2(x— rt)P</r,  erit  vtique  z»— o,  pofito  x~a.  Tum  ergo 
ob  dpdxzizqdx^ZH  (jr— rt)*^/i/P-|-4(x— fl)</P</4f-f-2P(ir*, 
pofito  x~a,  fiet  qdx^~2Pdx*^  atque  differentiale 
completum  hoc  cafu  x — a,  erit  d.y  — Pdx*^  nifi  forte 
& P euanefeat  pofito  x — n,  quos  cafi»  poftea.  contem-' 
piabor.  Praefens  autem  cafiis  generalius  hoc  modo  ex- 
hiberi poteft.  Sit  »~(x— rt)»P-f-C,  atque  y fit  func- 
tio quaecunque  ipfius  a,  ita  vt  fiat  dy  — Xdz,  denotan- 
te Z funftionem  quamcunque  ipfius  *~(x-«)»P-4-C. 
Erit  ergo  dzzzl(x—aydP-{-2(x-a)Pdx^  & p‘dx—2, 
(x-fl)»JP--|- 2Z(x— quod  hiembrum  fit'~o-fi 
eodemque  cafu  negle^  terminis,  qui  rontinent 
fa£forem  x—a,  erit  qdx*  —zPT^dx* , ideoqoe  cafii 
x — a,  fiet  dyz^PZdx*  ; pofiquam  in.PZ  rbique  lo- 
co X pofitum  fuerit  d.  Quare  fi  fuerit  j»  fbnfHo  quae- 
conque  ipfius  »zrC-*’-«)*P-4-C,*  ita  vt  fit  dy  — Zd%^ 
erit  cafu  x—a,  differentiale  dyzuPZdx* . Fiet  er^ 
haec  funftio  y maxima  cafu  fi  eodem  cafo  '^ 

PZ  quantitas  negatiua|^iuaju^  vero,  fi  PZ  fiat' quanti- 
-  . - i > 34»- 
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342.  Si  fuerit  fn(4r-fl)*P,  cafu  x—a  quoque  q aia- 
nefcic,  talis  autem  ex{»reilio  pro  p oritur,  (i  fuerit  jy 
(jr-/»)3P  + C.  Erit  ergo  pdx~  (x~ttydP-\-‘i{x—ayVdx] 
qdx*—(x~ayddP-\-6(x-aydVdx-\-6  {x-d)Pdx*^  quorum 
vtrumque  membrum  cafu  x~a  euanefcit;  at  vero  fequens 
erit  rdx^'^{x—ayd^P-\-S  (^x—ay ddVdx 8 (x—d)dPdx* 
-f-6P</jr*  — 6P</jT*,  pofito  x~a.  Quare  cum  & p 
& q cafu  x~a  euanefcat,  fiet  dy~\rdx^—Pdx^. 
Simili  modo  fi  ponatur  an:  (x— (»)3P-}-C,  fiieritque  j» 
funftio  quaecunque  ipfias  a,  ita  vt  fit  dy—TLdx^  ob 
rfa— (x— rt)*</P-f-3(jr-/j)*P</x,  fiet  quoque  />“o  & 
q — o,  eritque  rdx^  — 6P2,dx^  vnde  cafu  x~/i,  erit 
dy  rr  PZ<^x*.  Quare  ifta  funfHo  y^  etiamfi  cafu  x~a, 
fiat  p—o,  tamen  neque  maximum  neque  minimum  vo* 
lorem  recipit. 

343.  Haec  differentialia  facilius  inueniri  poffiint  ex 
ip&  differentialium  natura.  Cum  enim  differentiale  ip* 
fius  y oriatur , fi  jy  a flatu  fequend  proximo  fubtrahatur> 
qui  prodit,  fi  loco  x ponatur  x~\—dx'j  ponamus  cafu  pri- 
mo quo  erat,  jy  ~ (x-tf)*P-4-C,  x-^dx  loco  X,  eritque 
(x-flt^/x)*P*'tC,  vnde  fiet  dy—(x-/i^^dxyF' -(x-ayP. 
Cafu  igitur  quo  x—<»,  erit  </jy~PVx»,  & cum  P* 
ad  P rationem  aequalitatis  habeat , erit  dyzzPdx.  Simili 
modo  fi  fuerit  » = (x-«)»P-f-C,  erit  </arrP</x»;  quare 
fi  fit  > funftio  quaecunque  ipfius  itavt  fk  dy  — T^ds, 
erit  dy  — ?Zdx^  cafu,  quo  ponitur  xzz/i.  Deinde  fi 
fit  sm(x-rt)3P-|-C,  erit  a'~(x-/7-4-^/r)sp»-f-C,  & 
proptcrea  cafu  xzza,  fiet  a* <fa  — P</xs.  Hinc 

Xx  XX  3 fi 


Digitized  by  Googie 


i 


CAPUT  XI Fi 


718 

fi  fuerit  y functo  quaecunque  ipfios  «,  atque 
erit  quoque  cafu  x~a,  differaidale  fi- 

quidem  in  fun^onibus  P & Z loco  x vbique  fubftitua* 
tur  a.  Quoniam  vero  hoc  cafu  fit  a — C,  atque  Z eft 
fiio£Ko  ipfius  a,  euadet  Z quantitas  confiaas,  rolis  fcili* 
cet  fun^fio  ipfius  C,  qualis  ante  erat  ipfius  a. 

344.  Si  igitur  generaliter  fuerit  ^~(i--i»)"P-4-C, 
quia  eft  rz (x— aH-</j:)"P‘-l-C , cafu  x—a^  fiet 
dyzzPIx"]  vnde  fi  fuerit  »>  1,  hoc  difterentiale  res? 
pe£hi  aliorum  differendalium  primorum,,  quae  ipfi  dx, 
funt  homogenea,  euanefcet.  t Ex  praecedentibus  ^ergo 
manifeftum  eft,  fimftioncm  y fieri  cafu  x — /i,  vel  ma- 
ximam vel  minimam,  fi  fuerit  » numerus  par : tum  enim 
fi  pofito  x — n fiat  P quantitas  affirmatiua , fiet  y mini- 
mum , fin  autem  P fit  quantitas  negatiua , fiet  y mu  vi. 
mum.  Hocque  ergo  modo  ratio  maximorum  & mini, 
morum  multo  facilius  inuenitur  ,,quam  methodo  fupra 
expofita , quia  non  opus  eft  ad  differendalia  aldora  pro- 
gredi Quod  fi  vero  fit  arr(x — fl)"P-4-C, ‘atque  y 
^erit  fun£Ho  quaecunque  ipfius  »,  vtfit  dy—ZJ*^  erit 
cafu  xzza  diiferentiale  dy  — PZdx».  , > Ntttandom  au- 
tem eft,  hic  » fumi  pro  numero  aftirmatiuo  feu  o mai(> 
re,  fi. enim  w elTet  numerus  negatiuus,  tum  pofito  x—o^ 
non  euanefceret  (x — «)■,  vti  aflumfimus,  fed  adeo  fie^ 
ret  infinite  magnum.  - ^ 

34f.  vidimus  hoc  pa^  difterendale . inulto 
expeditius  inueniri,  quam  ope  feriei » qua  ante  dif^ren- 
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dale  completuin-exprdfiraus ; H enim  (ic  «‘numeros  in- 
teger, tot  feriei  illius  termini  perluftrari  deberent,  quot 
» contineat  vnitates.  Verum  fi  « fit  numeros  fra£his, 
tum  feries  ifia  nequidem  verum  difierendale  vnqoam 

exhibebit.  Ponamus  enim  eflejy  — (jr — fi 

fcriem  dy—pdx  -4-  i^dx~\~  irdx^-\~  sdx*  -\-8cc. 

• 2 * 

fpcaemos , fiet  pz=.iVi* — «),  y = ^ , 

, Z 5 2. &C. 

H(x—a)V(x~a)*  i6(x—ayy(x  — ay 

Quare  fi  ponatur  fiet  quidem  fzro,  at  fcquentes  ter- 
mini omnes  y,  r,  s,  &c.  euadent  infiniti;  vnde  valor  difie- 
rentialis  dy  hoc  cafu  omnino  definiri  non  potefi.  At  vero 
metliodus  ex  ipla  difierentialium  natura  dedu£la  nullum  du- 
bium relinquit.  Cum  enim  fit  jy  rr  (x — a)^ + «Vii , pofito 

x+dx  locox  fiet  y*~(x—/i+dx)^+aV/j^  eritque.  fi  xzza 
ponatur,  dyzzdxVdx.  Euanefcit  ergo  hoc  difiercntiale' 
prae  dx,  at  vero  diffcrentialia  fecunda  cum  dx’^  homo- 
genea  prae  eo  euanefcent. 

34$.  Euoluamus  hos  caius,  quibus  exponens  « 
efi  numerus  fradus  aliquanto  accuratius  , fitque 
y=zPy(x — «)H-C,  oby=P*V(x — a-\-dxy\-C, 
fiet  dy~Pydx  cafu  vnde  hoc difFcrendale ad  </x, 

& ad  difierendalia  cum  dx  homogenea  radonem  tenebit 
infinitam.  Hinc  edam  patet,  quid  hoc  cafu  de  radone 
maximi  ac  minimi  fit  tenendum.  Cum  enim  pofito  x-\-dx 
loco  X,  abeat  y in  Pl/(x — a)-\-C-\~Py dx,  oh  ydx 
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ambiguum,  fon£Ho  y geminum  induet  valorem,  dteram 
maiora  quam  C,  quem  recipit  pofito  xirra,  fllffrum 
minorem ; viide  cafu  x~a  neque  maximum  neque  mi- 
nimum fiet.  Praeterea  fi  dx  capiatur  negatiue  tum  va- 
lor  ipfius  y adeo  fiet  imaginarius.  Idem  tenendum  eft 
fi  fit  z~FV(x—a)-\-Cy  8c  y fimftio  quaecunque  ip- 
fiusvt  fit  dy  — Zdz^  tum  enim  erit  dy  — ?ZYdx  ■ 
cafu  x — a.  . , 

m 

347.  Si  propofita  fuerit  ifta  funOio  >=(x-rt)^P+C, 
cuius  differentiae  quaeritur  cafu  x~a^  erit  vti  ex  an- 

m 

^ tecedcntibus  colligitur  dy:=z?dx».  Quocirca  fi  fuerit 
i«>»  hoc  differentiale  prae  dx  euanefcat,  fin  autem  fit 

«w<»,  rado  ^ erit  infinite  magna.  , Praeterea  vero  fi 

» fit  numerus  par , differentiale  dy  geminum  habebit 
valorem,  alterum  affirmatiuum,  alterum  negariuum;  fic- 
que  fun£lio  j,  quae  cafu  x — a fit  =C,  fi  ponatur 
x — a-\-dx  binos  habebit  valores  alterum ' maic^^ 
quam  C alterum  vero  minorem ; fin  autem  poneretUT' 
x~a  — dxy  tum  y adeo  fieret , imagip^um ; vnde 
hoc  cafu  y neque  maximum  fit  n^ue  minnniun.  Po- 
namus mmc  denominatorem  n efle  numerum  impju-em, 
erit  numerator  m vel  par  vel  impar.  Sit  primo  m nu- 
merus par;  quia  dy  eundem  valorem  retinet,  fiue  i/x 
fumatur  af^mariue  fiue  negatiue,  perlpicuum  eft,  func- 
tionem y cafu  x~a  fieri  fiue  maximam  fiue  minimam, 
prout  hoc  cafu  fuerit  P vel  quantitas  negadua  vel  «fpr- 

mati- 
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matiaa.  Sin  autem  vterque  numerus  m & h fuerit  im- 
par, diiferendale  dy  in  fui  negatiuum  abibit,  podto  dx 
negatiuo ; hocque  ergo  cafu  Aui£Ho  y neque  maximum 
erit  neque  minimum,  G ponatur  x~a. 

348.  Si  fun£Ho  y ex  pluribus  huiusmodi  terminis, 

quorum  fit^li  fint  diuifibiles  per  x — a,  conftet,  ita  vt 
fit  (jr — rt)"  P -f-  (•*■ — df  Qj-f-C,  tum  eius 
differentiale  cafu  x:r:  a erit  dy  — Vdx"  -I-  in 

qua  exprefiione,  fi  fuerit  « > »»,  terminus  fecundus  prae- 
primo  euanefcit,  ita  vt  tantum  prodeat  dy  ~ P dx^. 
Sin  autem  n fit  fra^o  denominatorem  habens  parem, 
tum  edanifi  Qjix»  prae  P dx>"  euanefcat,  tamen  omni- 
no negligi  non  potefi.  Ex  eo  enim  apparet,  fi  capia- 
tur dx  ncgatiuc,  valorem  ipfius  dy  fieri  imaginarium, 
quod  ex  folo  termino  primo  Pdx<"  non  patet.  Cum 
ergo  fi  « fit  fra£Ho  denominatorem  habens  parem,  dx 
neg^ue  accipi  nequeat,  fin  autem  afiirmatiue  capiatur, 
terminus  Q dx»  geminum  praebeat  valorem : fundio 
y~  (r — rt)"  P-+-  (jr — a)»  Qj-j-C  quae  cafu  xzzn 
fit  ~C,  fi  ponatur  x— erit  jynC-hP<ir":+<^jr», 
quorum  valorum  vterque  cum  vel  maior  fit  vel  minor 
quam  C,  ^out  P fuerit  quantitas  vel  affirmadua  vel 
negadua,  erit  flm^o  y cafu  x — a vel  minimum  vel 
maximum  fecundae  fpeciei. 

349.  His  igitur  cafibus  difTercnrialia  fun£Honum 
vera  non  per  regulas  difierendationis  confuetas  inueniri 
pofTuntj  quippe  quae  tantum  valent,  quamdiu  differen- 
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tiale  funftionis  eft  homogeneum  cum  dx.  Sin  autem 
caiu  quopiam  fingulari  difTcrentiale  fun^onis..  exprima* 
tur  per  eius  poteftatcm  dx*,  tum  regula  praebet  pro 
hoc  diffcrcntiali  o,  fi  » fuerit  numerus  vnitate  maior;  at 
vero  diflerentiale  exhibet  infinite  magnum,  fi  « fit  expo- 
nens vnitate  minor.  Sic  fi  ipfius  y~  y { 'a — ar)  diffe- 

" I ~ r 

rentiale  quaeratur  cafu  x~a,  quia  eft  dy——  y^—y 
ra£to  X — a prodit  dyrzi — . Atque  fi  differenda- 


Ua  fequenda  in  fubfidium  vocare  velimus,  omnia  pari- 
ter ob  denominatores  o in  infinitum  excrefcunt,  ita 
vt  inde  nihil  concludi  poiHt.  At  vero  hoc  cafu<  vidi- 
mus efle  dy  — V — d x^  atque  adeo  imaginarium.  Sin 
«Item  loco  X ponatur  x — dx,  erit  dy~Vdx^  atque 
adeo  erit  infinities  maius  quam  dx,  ita  vt  prae  dy 
cuanefcat.  Quare  regula  confueta  edam  hoc  cafu  in  er- 
rorem non  inducit,  cum  valorera  ipfius  dy  infiUtom 
exhibeat.  .niui 


S$o.  A regula  ergo  confueta  difierendadonis  re- 
cedendum eft,  quodesin  fcrie  pdxj--iydx*^^rdx*-t-8cc. 
qua  difterendale  completum  funfUcMS  y exprimimr,  pri- 
mus terminus  p vel  fit  =0  vel  in  infinitum  excrefcit,  eo- 
que  ckfu  differendale  ex  primis  principiis  deriuari  de- 
bet. Quodes  eivo  fun£Honis  y differendale  quaeritur 
dato  ipfius  X valori  refpondens,  flUO  littera  p vel  infima- 
te parua  eiiadk  vel  infinite  magna,  todes  recurrendum 
eft  ad^&  prima  dtfterendationis  principia.  Omnibus 

vero 
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vero  reliquis  caiibos,  quibus  fit  neque  pno  neque  fr=xr> , 
confueta  regula  veros  dif&reqtialis  valores  praebebk. 
Interim  tao|D  cafus  ante  C 348 ) inemoratus  non  eft  ne- 
gligendus,  n fiin^o  y condneat  ^tiiusmodi  membrum 
(x  — ay  exi/bente  n fra^one  denominatorem  parem 
habente  , , edamfi  enim  * adfinc  diflerentialia  inferiora 
^uamQ/AT*  prae  quibus  hoc  eoanefcac;  tamen  quoniam 
fit  dx  ncgatiaum,  fit  imaginarium',  hoc  mem- 
-brum  Qdx"  reliqua  omnia,  prae  quibus  euaneicit,  quo- 
que transmutat  in  imaginaria : cuius  circumfiandae  rado 
potifilmum  in  lineis  erit  habenda.  Huiusmodi  ergo 
cafus  pardculares,  quibus  verum  differentiale  communi 
regula  non  indicatur,  in  adiun6tis  exemplis  explicabo. 


EXEMPLUM  I. 

Quaeratur  dijferentiale  funltionis 
y a X — V [xx  -1-  ax  — xV(2  ax  — xx)) 

cafu  quo  ponitur  x = a. 

Diffcrentiali  iftius  fun£Honis  cafu  x~a  per  regulam 
receptam  non  reperiri,  ex  differendadone  patet,  fit  enim: 


xdx-\ndx\\dx'V  (jiax-xxy^axdx-xxdxyV  {iax’^xx') 


V(xx  + rtx  — X V(aax  — xx)) 
adx 
a 


dyzzdx^. 

1-3 

pofito  enim  xcs»  erit  dy  zz;  dx  — — o.  Ordia- 

....*.***  ^ 
mur  ergo  a principiis  differentiadonis,  ac  primo  qui- 
dem pofito  X dx  loco  X fiet : 

y^zza\x\dx-y  [xx\zxdx\dx*  \ax\adx-{x\dx)y(^x-xx\2a^‘2xdx- 
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Pofito  autem  jr  « erit : 

Jam  cum  fit  — ^ j^,^^k^entes  c- 

nim  termini  mto  negligi  p>oterunt,  quia  non  omnes, 

qui  funt  infinities  maiores,  deftruentur,  vt  mox.  patebit: 

erit  j'z:Z2a-\-Jx~y(aa-\-2aJx-\-idx*)y  porroque  radicem 

(dx* \ dx* 
fl  ^ </jr ^ zr  . 

At  cafu  x—«y  erit  yzr/i ; vndc  cum  fit  zz  jr  -+- 
dx^ 

obtinebitur  </  y zz:  — — : ex  quo  fimul  peripidtur  fune* 

4</ 

tionem  propofitam  y fieri  maximum,  fi  ponatur  jrzza. 

exemplum  II. 

Jfiaenire  differeniiale  huius  fun&ionis : 
y ZZ  sax — XX -4“  a V(aa  — xx) 
cafu.,  quo  ponitur  x—u. 

Fa£h  differentiatione  more  confacto  fit  </yzz3«</jf- 

2 xdx  — — -T,  quod  pofito  4TZZa  io  infinitum 

abit,  neque  ergo  hoc  modo  indicatur.  DifTerentialia 
vero  fcquentiam.  ordinum  pariter  omnia  fient  infinita, 
ita  vt  ex  iis  nequidem  ex  ferie  pdx  + \qdx*  f \rdx^  + &c. 
verus  valor  differentialis  inueniri  queat.  Ponamus  ergo 
X dx  loco  X,  atque  habebimus 

y^ZZ  \ Zt^^i.tcdx—dx*\aV{M~~xx—2xdx—dx*') 

' ' & 


V 
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& poHto  xzz^  erit : 

yf  Z=.  aa d x'  -f-  aV( — 2^dx dx») 

At  eodem  cafu  fit  y — <i«;  vndc  erit  dy — dx* 

-f-  /I  y — 2 a dxy  & cum  </jr»  prae  y-—‘2adx  eoa- 
nelcat,  erit  dy~  /tY—2adx.  Qiare  fi  differentiaJe’ 
atfirmadue  capiatur,  erit  d y imaginarium ; fin  autem 
pro  X Icribatur  x—*-dx^  erit  dy'z^a~V2adx^  cuius 
cum  duplex  fit  valor  alter  affirmatiuus,  alter  negatiuus, 
fundio  y cafu  x~a  neque  maxima  fiet  neque  mimma. 

EXEMPLUM  IIL 

Jmenire  difftrentiale  fm&ioms : 
y=3aax—  3axx-t-x*  -+-(» — *)* 
cafu  quo  ponitur  X rz  ff. 

Quoniam  haec  fiin£tio  in  iftam  formam  transforma- 
tur y~  ““C** — “HC'* — 

pofito  x~a  -4- dx  dx^ d x^  ^ jjrf, 

eodcmque'cafu  eft  Erit  ergo  dyzzdx^—dx^y^aa^ 

& cum  dx^  euancfcat  prae  dx^^  erit  dy  — — dx^  ■^'^aa. 
cafu  ergo  xzza  fun^o  y neque  maximum  fit  neque 
minimum. 

EXEMPLUM.  IV. 

' ‘‘  JuuHure  iUffirtntiale  fun£lioms  : 

Y zz  y X Vx»  = (i  + yx)  Vx 
cafu  x — o.  . 

Quoniam  cafus  xzzp  profKxiitur,  eoque  fit  yzzo^  loco  *• 
Y y y y 3 mtum 
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tantum  ix  fcribatur,  & habebitur  iy  — 

4 

feu  </yrr(i-4-V</^)T^</x;  vnde  primum  patet  dx 
negatiue  accipi  non  pofle.  Tum  vero  etiamii  alias  Vd!r 
geminum  valorem  prae  fe  ferat,  alterum  affirmaduum  al< 

terum  negariuum,  tamen  hoc  cafu,  quia  eius  radix  Vdx 

occurrit,  non  nifi  affirmadue  accipi  potcft.  ■ At  vero  Vix 

vtrumquc  fignificatum  recipit,  eritque  dyrizyix-^^ydx^ 

4 

& y~o  -1-  yjx  ydx^,  ob  ^~o.  Cum  igi- 
tur vterqne  ipfius  y valor  mmor  fit,  quam  ipGasy,  fc- 
quitur  cafu  * ~ o fieri  y minimum.  Quod  autem  fime- 

4 4 

do  y~yx  + yx^  non  compleftarar  hanc  yz:— Vx-}-y.r* 

vtramque  ad  radonalitatem  perducendo  patebit.  Prior 

enim  fufa  in  hanc  formam  y~~yxzz  VjrJ,  & quadrata 
dat,  y* — zyyx-i-x—xyx  6tu  y*-i-x—(x-^2y)Vx, 

quae  denuo  quadrata  praebet  4jr;rjr-f  w;Hzzo. 

4 

Altera  vero  y -1-  yx  z:  dabit  >»+xzr  (x— a_y)  V* 

& porro  y*  — 2yyx  4xxy  -f-  xx  ~ x»  ~o 
• quae  ab  illa  eft  diverla.  At  vero  alterum  membrum 

ambiguitatem  figni  retinet.  Quamobrem  ifta  cir- 
cumdantia probe  ed  notanda,  quod  edamfi  communit 
ter  radices  potedatum  parium  vtrumque  fignum-ft&T— • • 
includant,  tamen  haec  ambiguitas  cedet,  fi  in  eadem 
expredione  eanqn^m  radicum  vltenorcs  radices  potedgr , 

tum" 
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fum  parium  occurrant;  quippe  quae  fierent  imaginariae, 
fi  radices  priores  negatiue  acciperentur.  Atque  ex  hoc 
fonte  maxima  & minima  fecundae  fpeciei  fequuntur, 
quando  talia  non  locum  habere  videantur. 

E X E^M  p L u M V. 

Inuenire  differentiale  funlHonis : 
y=a-4-VCx-0--|-(x-0nx-f)  H-(x-f)»  VCx-f) 

cafu  quo  ponitur  x~f. 

Ponamus  x-fznt^  & cum  fit  y^a  + yt  + tVt  + ttVt 
huius  difTerenriaJe  quaeritor cafu  r~o,  'quo  fit  y — a. 
Pofito  ergo  feu  o -f-  loco  r fiet  y — 

y dyzz,  a yjt  — dtyd t — f-  <//»  y dt^  ideoque 

4 t 

habebitur  </jyzr  ydt  -f-  dt  ydt  -4-  dt'  ydt.  Vbi 
primo  patet  differentiale  dt  negatiue  accipi  non  pofle, 
quin  dy  fiat  imaginarium.  Tum  verum  non  folum  ydt 
4 I 

fed  nequidem  negatiue  accipi  poteft;  fieret  enimydt 

imaginarium  : vnde  differentiale  dy  geminum  tantum  ha- 
bet vdprem,  dy~ydt  -^-dt  ydt  ydt,  quo- 
rum  cum  vterquc  maior  fit  nihilo,  fe^Hir  fun£Honem 
y fieri  minimum  fecundae  fpeciei  pofito  r=o  feu  xzzf. 

Quanquam  ergo  his  cafibus  termim’  dt  ydt  & dt*  ydt 
prae  primo  ydt  euanefcant;  tamen  eorum  ratio  eft  ha- 
benda, fi  multiplicitas  valorum  fpeaetur,  vt  imaginaria 
euitentur.  - 


EXEM- 
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EXEMPLUM 


VI. 


Inuenire  differentidle  fmtQioms : 
ax  -h  bxx  -+-  (x — f)"  -h  (x — 
cajii  X =:  f. 

Si  ponatur  x—f  fiet  y — af-\-  & fi  loco  x 

ponatur  x dx  fcu  /-+-  dx,  prodibit  valor  proximus 
y/— ^dx*  -^dx*-^dx^~^^*y 
ita  Vt  fit  dy~ndx 2bfdx bdx* dx*-\-dx’"Vdx". 

Nifi  ergo  fit  » numerus  par,  differendale  dx  negadue 
fumi  nequit.  Vltimus  autem  terminus  dx"  Vdx»  fig- 
num  habet  ambiguum ; vnde  valor  ipfius  y erit  du- 
plex vterque  maior  quam  ipfius.j»,  fi  quidem  a-{-%hf 
fuerit  quantitas  affirmadua , atque  exponentes  » & 
» -4-  J « vnitate  fuerint  maiores.  Fiet  ergo  valor  func- 
tionis y cafu  X —f  minimus : hocque  euenit  five  n fit 
numerus  integer  fiue  fraftus,  dummodo  numerator  hoc 
cafii,  & ipfc  numerus  iDo  cafu  non  fuerit  par. 


3 SI.  Imprimis  autem  haec  methodus  differcndalia 
cx  ipfis  principiis  deducendi  vfura  habet  in  fim£Honibus 
tranfeendentibus,  cum  quibusdam  cafibus  differendale  mo- 
re confueto  imagtum  vel  euanefeit,  vel  in  infinitum  ex- 
crefeere  vident  Occurrunt  autem  hic  eiusmodi  irifi- 
tomm  & infinite  paruorum  fpecies,  quae  in  algebraids 
nunquam  inueniuntur.  Cum  enim  fi  i denotet  nume- 
rum infinitum,  H fit  quoque  infinitos  quidem,  fed  ta- 
men ad  ipfum  numerum  / , eiusque  adeo  poteftatcm 
quauicunque  i",  quamtumuis  exiguus  fhituatur  exponens  », 
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rationem  tenens  infinite  paraam,  erit  fi:a£Uo  — infinite 

parua,  neque  ante  finita  efle  poterit,  quam  exponens  n 
fiat  infinite  paruus.  Erit  ergo  / i homogeneum  cum  j» 
fi  exponens  « fuerit  infinite  paruus.  Ponamus  nune 

i ^ i- , exiftente  « quantitate  infinite  parua,  erit  — /m 

homogeneum  cum  fi  exponens  » fit  infiiute  paruus, 

ideoque  — ^ homogeneum  erit  cum  w" ; hineque 

— erit  infinite  panium  comparandum  cum 

exiftente  » fi:a£tione  infinite  parua.  Ita  Ti  fuerit  jrr:— i 

differentialc  ipfius  y cafu  jrr=o,  erit  =:»—  •^■zzdx» 

ideoque  dy  ad  dx  atque  ad  quamcunque  ipfius  dx  po- 

teftatem  tenebit  rationem  infinitam : atque  prae  — 

euanefeunt  omnes  omnino  poteftates  ipfius  dx^  quan- 
. tumuis  exigui  fuerint  earum  exponentes. 

3J2.  Deinde  quoque  vidimus,  fi  a fue^L  nume- 
rus vnitate  maior,  & i infinitus,  tum  n*  fore^Hnltum 
tam  exceifi  gradus,  vt  prae  eo  non  folum  i,  fcd  edam 
quaeuis  ipfius  / poteftas  euanefeat;  neque  i*  ante  homo- 
geneum cum  a‘  euadet,  quam  exponens  » in  infinitum 

fuerit  auftus.  Sit  nunc  * = ^ > ita  vt  « infinite  par- 

i Z z zz  vum 
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vum  d^ocet,  erit  homogeneum  cum  , exiftente 

it!r 

. ^ 

m numero  infinite  magno : ideoque  feu  — ^ , erit 

a 

infinite  paruum  comparandum  cum  «».  Hinc 

a 

erit  infinite  paruum,  quod  autem  prae  omnibus  ipfius 
dx  {x>tefiaribus  euanefeit ; cum  homogeneum  fit  cum 
poteftate  exiftente  » numero  infinite  magno.  Qua- 
re fi  quaeratur  diffa^entiale  ipfius  > ~ cafii  xrzo; 

quoniam  fit  y—o,  erit  Jyzz  ideoque  infinities 

minus  efi  quam  potefias  quantumuis  alta  ipfius  Jx. 

3J3.  Sin  autem  « fit  numerus  vnitate  minor,  tum 
quia  ^ fit  vnitate  maior,  quaefiio  ad  cafum  praece- 

T_ 

dentem  reducitur.  Scilicet  fi  habeatur  expreffio  ea 

1 

pontniifP 3 zirz:  1 : ^ transmutabitur  in  feu— 

quae  homogenea  erit  ob  ^ > i cum  w",  exiftente  » nu- 
mero infinite  magno.  His  igitur  praemilfis  fequentia 
exempla  refoluere  poterimus. 


EX£M- 
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EXEMPLUM  I. 

Inuemre  differ cntialt  f unitionis : y zz  xx  — yi  , 
cafu  X — o. 

Quoniam  pofito  jrzzo  fit  fi  ponamus  x-\^dx, 

feu  o-{-dx  loco  jr,  fiet  yzz  dy~dx*  _L, 

Idx 

Cum  autem  — jj^  homogcneum  fit  cum  </*■»  deno- 
tante n numerum  infinite  paruum,  prae  co  dx^  cuanes- 
cet,  eritque  dy  — — =zz  d x».  At  vero  quii 

logarithmi  humerorum  negatiuorum  fimt  imaginarii, 
^ dx  negadue  accipi  non  poterit  ; eritque’  adeo  cafu 
a-  =:  o fimaio  y mmimum , fed  neque  ad  primam 
neque  ad  fecundam  fpeciem  pertinens.  Ad  primam  fci- 
licct  fpeciem  non  pertinet,  quia  y nullos  habet  valores 
antecedentes  proximos,  fed  tantum  minus  eft  valoribus 
fequendbus,  fi  x nihilo  maius  ftatuatur.  Ad  fecundam 
autem  fpeciem  ideo  non  pertinet,  quia  valores  fequen- 
tes,  quibuscum  comparatur,  non  funt  gemini:  fic  ita- 
que prodit  terria  fpecies  maximorum  minimorumue, 
quae  in  funOionibus  logarithmicis  & tranfeendentibus 
tantum  locum  habet,  in  algebraicis  autem  nunquam  oc- 
currit; de  qua  in  fequente  parte  de  lineis  cuniis  fu- 
fius  agetur. 

. m 

Z Z Z Z a < EXEM- 
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EXEMPLUM  It. 

Immtre  differentiaU  fun&ionis : y~(a-x)"— x®(la-lx)" 
• cafu  quo  X = a. 

DifTerendale  hoc  fi  » fit  numerus  integer,  ex  formu- 
la generali  dy  — -j>dx  -4-  iqdx*  -f-  \rdx^  -4-  &C. 
inueniri  poteft,  erit  enim  : 

pdx  — — n{a—  j:)»-*  dx — dx  (la-Ix)"  4-  (la-lxy-'  dx 
qui  valor  pofito  x — a vtique  euanefeit : nam  etiamfi 
fit  »m,  erit  pdx  ~ — dx  — dx  ~o.  Si  igi* 
tur  vlterius  progrediamur,  erh:  \qdx^  zzzz. 


^ ^ dx*  {la.Jxy\ '^x^dx*  (Ja-lxy-"* 

— — {la-lxf~*  - dx*  (Ja-lxy-* 


I . 2 


d 

Hinc  ergo  fi  foerit  »=i,  entiqdx*z:i  pofito  x—t 

Simili  modo  fi  fit  »=2,  ad  terminum  tertium  hrdx^ 

clTet  pergendum,  & ita  porro.  Facilius  ergo  vtemur 

ipfis  diflerendationis  principiis,  & cum  pofito  x——a 

fiat  jyrro,  fi  ponamus  2: feu  a-\-dx  loco  *•,  erit 

'y—{-.dx'y-{a\dxy‘\ja-l{a\dx'j\*—y\dy—dy  ob  yzzo. 

_ dx  dx*  dx* 

Eft  vero  -1 — — 7 — &c, 

vnde  fit  dy  ~~  ( — dx)"  — 

Cafu 
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Cafu  igitur  xzza  erit  formulae  propofittc  dificrcntiale 

quaeiicum  vt  fcquitur; 

> 

fi  H ~ I 

fi  » — a 

fi  » ~ 3 

fi  » 4 

&c. 

_ V 

Si  ergo  » fuerit  numerus  impar,  fun£Ho  j/  cafu  xzza 
fit  mininiurri , fin  autem  » fit  numerus  par,  neque  maxi- 
mum neque  minimum : quod  idem  valet , fi  « fuerU 
fra£Ho  denominatorem  habens  imparem.  Sin  autem  n 
fuerit  frafHo  denominatorem  habens  parem,  tum  dx 
negatiue  acdpi  debet,  ne  in  imaginaria  incidamus;  & t* 
ambiguitatem  fignificationis  fiinfltio  quoque  neque  maxi- 
ma neque  minima  euadet. 

EXEMPLUM  m. 

- Jmentre  differentiale  funfUonis : y“x*  cafu  xzz  — 

' denotante  c numerum  y cuius  logarithmus  ,hy- 
perboUcus  efl  zz.  i. 

t 

! Quia  fit  in  genere  dy—  x*dx(^lx-^\)y  hoc  differen-* 
tiale  c^  ^ ~ 7 * — * cuanefcit.  Compa- 

Zz  zz  3 retur 

I 

t 

\ 


dy 
dy  13^ 
dy  ZZZ 
dy  — 


— i zJL  .vt  ante  inuenimus 


2 a 
2 dx^ 
2 a 
3</2^ 
2a 

gdx* 
2 a 
&c. 
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rcrar  ergo  hoc  differentiale  cum  forma  generali  pdx  \ ^ 
qdx*  + &c.  erit  i)  & ‘ 

& pofito  Ix~—i  feu  xzz  erit  ~e  ‘ . 

Quare  differentiale  quaefitum  erit  ~ 
euaditque  ergo  funfHo  y~x*  minimum  cafu  x~-. 


EXEMPLUM  'iV. 

Inuenire  differentiale  fundionis  huius  ^ y=x“4-c~*=* 
cafu  quo  x~o. 

. Quia  fafto  xzzo  St  y~o^  fi  ponatur  x—o-^dx^ 
erU  yfzzdy—dx^-^  Vidimus  autem  — 

^ " e 

homogeneum  effe  cum  potcftate  ipfius  dx  infinita,  feu 
cum  </*■'",  ideoque  prae  dx*  euanefeet ; ita  vt  fit 
dy  ZZ  dx*. 


3S4-  Quod  in  differentialibus  primis  certis  cafibus^ 
vfu  venit,  vt  confueta  difierentiationls  regula  non  pro- 
deant» idem  quoque  in  differentialibus  fecundi  ac  ter- 
tii luperiorumque  ordinum  euenit,  iis  cafibus,  quibus 
in  forma  differemiali  completa: 

^•y^pdx  -]riqdx^  rdx^  -1-TT  -h  &c. 
^ua^tatum  r,  x,  &c.  nonnullae  vel  euanefcunt,  vel 
in  infinitum  abeunt.  Scilicet  cum  fit; 

dd.y  z=.  qdx*  ^-rdx* St^ 

i - fi 
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n qoo  cafii  fiatf“o,  tom  erit  ddy^rix^  fin  autem 
eodem  cafu  & r euanefcat , tum  erit  diy  ^ sdx*  , 
& ha  porro.  Sin  autem  vel  ^ vel  r vef  j &c.  fiat  in- 
finitum, tum  ex  ifta  ferie  ^ffercntiale  fecundum  pror- 
fus  inueniri  nequit,  fed  confugiendum  erit  ad  principia 
difTerentiaKum : fcilicet  ponendo  x-{-dx  loco  x quae- 
ratur valor  & ponendo  x-\-2dx  loco  x valor  ip-‘ 
fius  jv",  quo  fafto  erit  verus  valor  differentiaKs  fecundi 
ddy  — dy*—.dyzzy/‘——iy^~^y.  Simili  modo  fi  de 
dlfferentiali  tertio  quaefiio  proponatur,  tum  praeterea  in 
y loco  X fcribatur  x~\-^dx^  inuentoque  valore  y*f*. 
erit  d^y~y  — ‘iytf  ly*  — jy,  ficque  deinceps. 
Quos  cafus  fequendbus  exemplis  illullrabimus. 

EXEMPLUM  I. 

Imtnire  differtntiak  fecundum  fun£Homs  y rr  — 

^ aa-^-xx 

cafu  quo  ponitur  x~~. 

V3 

Quaerendo  diflerentiale  completum  ipfios  y,  ex  forma 
dy:=lpdx-\-  \jdx*  -4-  \ rdx^  s d x^  4-  &c. 

prodibant  jh-o  p,  y,  r,  /,  &c.  ftquentes  valores: 

„ — 4*^-*  4a^-\-iianxx 

+ » y—  laa^xxf  > 

r — — 4%nax^ 

~ {aa^-xxy  * , 

Cum  nunc  fit  ddy  zz  qdx*^  rdx^  4-  tdxt  4-  &c. 

ob 


^CAPVT  XIV. 

ob  f=:o  cafu  ^ = codemquc  cafu  fit  r=— — , 


fiet  difFcrendale  fecundum  quacfiram  ddy  — 


27</.y^V’3 


exemplum  II. 


^ n-  ■ XX 

Imenire  differenttale  tertium  fun^ltoms  y = 
cafu  X zz  a. 

Quaerendo  vt  ante  differentiale  completum 
dy  — i qdx*  -H  \ rdx^  -ij  s d x*  -+- &C. 
quia  eft  differentiale  tertium  d^y  — rdx^  -\-itdx*^  ob 

f — _ fiet  y — o cafu  x-zza\  quare 

td  valorem  s eft  progrediendum,  qui  erit: 

48  — 1 44/t/ixx gJf  (48  'i*x  — 4%aax^) 

{aa-\-xxy  (aa-+-xxy  . . . 

fafto  ergo  x=:-f,  erit  t — — — — 7?! 

5 dx* 

hoc  cafu  erit  d^y  n — 


exemplum  iil 

Imenire  differentialia  cuiusque  gradus  fundknis  . 
y^rax"™ -1-bxn  cafu  x~  o. 

Ponendo  fucceftiue  x-\~dx\  x-\-idx-^  x-\-'idx\  &c. 
loco  X valores  fequentes  fimaionis  y erunt : 
y!  a (x-]-  dx)"*  -H  ^ (x-y^dxy 
ji"  = « (x-{-2dx')'"  -+-  i (x-y-idx)" 
ytdZZ  a (x-^-^dx)"  *4-  I (x^-^-sdxy  Sccl" 

Pofito 
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Poffro  ergo  erit  yzzro,  eiusque  diffcrendalia 

erunt : 

' dy  zz  tJtfx'"  -+-  i Jx* 

ddj  — (2’"—2)adx^  (2‘-‘2)  hdx" 

d^y  — (3"- 3.2*'+3)jd!»r'"  -+-  (3»- 3.2*— 3.2*+3)Wjf‘ 

d*y  zz:  (4"‘-4.3«f 6.2«-4)/r</x"-f-(4"-4.3"-t-6.2»-4)i</2r* 

&c. 

Si  igitur  exponens  n fiierit  maior  quam  termini  fe- 
cundi in  his  expredlonibus  euanefcunc  prae  primis.  In. 
terim  tamen  eorum  rado  erit  habenda,  fi  n flierit  nu- 
merus fraiElus , vt  cafus , quibus  haec  diflerentialia  vel 
fiunt  imaginaria,  vel  ambigua,  diiudicari  queant.  Vltc- 
riorem  vero  horum  cafuum  euoludonem  in  do£hinam 
de  lineis  cumis  referuari  conuenit. 


/ 
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CAPUT  *XV. 

DE  VALORIBUS  FUNCTIQNUM, 

q^UI  CERTIS  CASIBUS  VIDENTUR 
INDE  TER  MINA  TI. 


Ci  fun£tio  ipfius  x quaecunquc  y fuerit  fra£Ko  , 

^ cuius  numerator  ac  denominator  pofito  loco  x certo 
^odam  valore  fimul  euancfcant ; tujn  ifto  cafu  fragio 

valorem  fun£Honis  y exprimens  euadet  = — , quae 

fcxpreflio  cum  cuique  quantitati  fiue  finitae  fiue  infini- 
tae fiue  infinite  paruae  poflit  efle  aequalis,  ex  ea  pror* 
fus  valor  ipfius  y hoc  cafu  colligi  nequk , atque  ideo 
videtur  indeterminatus.  Interim  tamen  fecile  perfpici- 
tur,  quia  praeter  hunc  cafum  fun£Ho  y perpetuo  valo- 
rem determinatum  recipit,  quicquid  pro  x lubfKtuatur, 
etiam  hoc  cafu  valorem  ipfius  y indeterminatum  eflfe  non 
^fle.  Manifeftum  hoc  fiet  vel  ex  hoc  exemplo,  fi  fiie- 

nt  y ~ — — ~ , quo  facto  x~a  fit  vtique  y — — . 

Cum  autem  numeratore  per  denominatorem  diuifo  fiat 
yzz.a-\-x.,  euidens  eft  fi  ponatur  x—a  fore  yzz2a, 

ita  vt  hoc  cafi^rafHo  illa  — aequiualeat  quantitati  2 a. 


356.  Quoniam  ergo  fupra  offendimus,  inter  cyphras 
radonem  quamcunque  intercedere  pofle,  in  hoiusmodi 

exem- 
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exemplis  rado  determinaca,  quam  numerator  ad  denomina* 
torem  teneat,  inueitigari  debet.  Cum  autem  in  cyphris  ab<« 
folutis  ifta  diuerfitas  perfpici  nequeat,  earum  loco  quan- 
titas infinite  paruae  introduci  debent , quae  etfi  ratione 
fignificationis  a cyphra  non  differunt,  tamen  ex  diuerfis 
earum  fiinftionibus,  quae  numeratorem  & denominato- 
rcm  confHtuunt,  valor  fra£Honis  fponte  elucet.  Sic  fi 
ndx 

habeatur  ifta  fraOio  eriamfi  reuera  numerator  & 

denominator  fit  =o,  tamen  patet  valorem  huius  frac- 
tionis efle  determinatum  nempe  — 4 , Sin  autem  ha- 

V I 


adx^ 


beatur  haec  fra^o  > buius  valor  erit  nullus,  quem- 

adx • ‘ r . 

admodum  huius  valor  cft  infinite  magnus.  Si  igi- 


tur loco  nihilorum,  quae  laepenumero  in  calculum  in- 
grediuntur, infinite  parua  introducamus,  hunc  inde  fruc- 
tum percipiemus,  vt  rationem,  quam  illa  nihila  inter  fc 
, tenent,  mox  cognofeamus , nuliumque  amplius  dubium 
circa  fignificationem  huiusmodi  exprefiionum  fuperfit. 


357.  Quo  haec  planiora  reddantur,  ponamus  fraftio- 

nis  tap,,i>um^torem  quam  denominatoren^ 

euanefeere,  fi  ftatuatur  Ad  haec  autem  nihila, 

quae  inter  le  comparari  non  pofliunt,  euitanda,  ponamus 
x-zza-\-dx,  quae  pofitio  reuera  in  priorem  x — a re- 
cidit ob  Jx~  o.  Cum  vero , fi  loco  * ponatur  x-\-Jxy 
fimdtioncs  P & Q^abeant  in  P-f-^/P  & po- 

Aaa  aa  2 fitio- 
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fidoni  x':na-\^dx  fiidsfict,  fi  in  his  valoiibus  vbique  fta- 

tuatur  jc  ~ quo  quidem  cafu  P & euanefcere  aflu- 

P 

muntur.  Hinc  fi  loco  x ponatur  a-{-dx^  fraftio  trans- 
mutabitur in  hanc  quae  propterea  valorcm  func- 

p 

tionis  exprimit  cafu  xina.  Haecque  exprcfiio 

indeterminata  amplius  efle  non  poterit,  fiquidem  func- 
tionum P & differentialia  vera  fumantur,  vti  in  ca- 
pite praecedente  docuimus.  Hoc  enim  paSo  differen- 
ualia  dP  & nunquam  in  nihilum  abfolutum  abeunt,  - 
fed  nifi  per  differentiale  dx  ipfum  exprimantur,  faltem 
per  eius  potefiates  exhibebuntur.  Quodfi  igitur  repe- 
natur  dPzizKdx'"  & erit  funftionis 

^ rr  cafu  x — a valor  ~ > qvu  propterea  cnt 

finitus  & ~ -g-  , fi  fuerit  j»  ~ o ; fin  autem  fit  w > », 

tum  valor  fraftionis  propofitae  reuera  erit  izo:  at  fi 
fit  CT<»,  ifte  valor  in  infinitum  excrefcit. 


358.  Quoties  ergo  huiusmodi  fra£Ho  occurrit 

cuius  numerator  & denominat»  certo  cafu  puta  x~a 
fimul  euanefcant,  valor  ifHus  fhi£fionis  hoc  cafii 
per  fequentera  regulam  inuenietur: 

Quaerantur  quantitatum  P Q_  differentialia  cafit 
X a,  eaque  hco  ipfarum  P ^ QJubJlituantur,  quo  fodo 
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dp  p 

fradio  exhibebit  valorem  fraftionis  quaefitum. 

Si  differcndalia  methodo  confueta  inuenta 

neque  inhnita  fiant  neque  euanefcant  cafu  x — a^  tum 
ea  retineri  poterunt ; fin  autem  ambo  vel  — o fiant  vel 
nc/5 , tum  modo  in  praecedente  Capite  expofito  haec  diffe- 
rentjalia  completa  caili  x^^a  inuefiigari  debent.  Plerum- 
que etiam  calculus  mirifice  contmhitur,  fi  antea  ponatur 

p 

X — a — t feu  xzzn  — f,  quo  prodeat  fraftio  q-, 

cuius  numerator  ac  denominator  euanefcunt  cafu  <rr:o; 
tum  enim  difierentiaiia  dP  & habebuntur , fi  vbi- 
que  dt  loco  t fubftituatur^ 


exempli;  m * r. 

b — “/(bb — tt) 


tc 


Quaeratur  volor  froQionis  huius 
cafu  t rr  o. 

Quoniam  hoc  cafu  t ~ o & numerator  & denomina- 
tor euanelcit , loco  t tantum  Icribatur  dt , atque  valor 

quaefitus  exprimetur  hac  fra£Hone  ^ dt  ) 


dt^ 


dt^ 


Cum  vero  fit  V {hb  — dF)zzi — ■ — r>  ifta  fraftio 

2 t 


abit  in  hanc 

h — y{bb  — 


dt*  I. 

ibdt*  TJ’ 

tr) 


tt 


Hinc  fraftio  propofita 

>4.  4 

cafu  t~o  recipit  hunc  valorem 

2 m 


Aaa  aa  3 
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EXEMPLUM  IL  . 

Quaeratur  volor  huius  fraSionis  : 
V(aa-f-axH-xx) — V(aa  — ax-}-xx) 
V(a-hx)  — V(a  — x) 
cajii  X ~ o. 

Hic  iterum  ftatim  dx  loco  x fiibftimi  poteftj  *quo 
fa£lo  cum  fit:  • , . 

y (aa^aJx-\-dx*)  i Jx  

8 u 

y{aa—adx-\-Jx^)z:za——iJx-i-—— 
atque  Vin~\- dx)  ~ 


dx 


fiet  numerator  —dx8c  denominator  ~ r7- , ex  quo 

Va  ^ 

fira£Honis  propofitae  valor  quaefitus  erit  zzVa, 


x3. 


EXEMPLUM  III. 
Quaeratur  vahr  huius  fraSioms : 
-4ax*-|-7a*x — 2 a^  — 2i*V(2tLX— 


-aa) 


XX- — aax — aa-l-aaVCzax — xx)  • 

cafu  X ~ a. 

Si  more  cdnfueto  difierenrialia  fumantur  & in  loca 
numeratoris  ac  denominatoris  fubfHtuantur,  habebitur: 

■i  XX — -8d^*-+-7fl»  :y{2ax<^aa)  -.  ^^'1 

2x — — jr):y(2J2T— 77)  * CUIUS fi-aQ^ 
■ ' \ • nis 
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nis  aomerator  ac  denominator  denuo  eueneicunt,  fi  po- 
natur x — n.  Quare  ob  eandem  rationem  eorum  loco 
, denuo  ipforura  difTerentialia  fubfKtuantur , prodibitque : 


6x  80— f-  2/1*  :(2/ix  — aay 


CUIUS  numerator  ac 


2~—2a^  t(2/rx XX  y 

denominator  iterum  calh  x^a  cuanefcnnt.  Pergamus 
ergo  eorum  loco  ipforum  difTerentialia  fubftituere ; 


i 4 

6 — :(2/tx—^xxy  I — /i>:(2/ix — xxy 

_ — - 

6/1^  (/t-x):(2ax—xxy  (a—x):(2 /jx—xx) 


Verum  & hic  pofito  x — a denuo  tam  numerator  quam 
denominator  euanelcuht.  ’ Porro  igitur  difierentialibus 
ipforum  beo  fubflkutis,  orietur: 

f/i*  :(2/ix  — x/j)^ 

— ( ya* S/>*x-\-  4/>^xx):(2/7X xx)^ 

Nunc  denique  loco  x ponatur,  a prodibitque  haec  frac- 


tio determinata  — 5 a , qui  eft  valor  quae- 

fitus  fraftionis  propofitae : 

Quodfi  autem'  antequam  haec  inuefKgatio  fiiicipiatur, 
ponatur  * ir  a -f- 1,  fra£Ho  propofita  transmutaWtur  in 
hanc: 

2 a*  -4“  aa*t  — a/t  — |—  /*  —.2/7»  "J/^aa  -f-  a at) 

aaa— aaVfa-a. tt) 

quae  cum  recipiat  formam  — , fi  ponatur  fr:o,  pona* 
natur  loco  t,  & erit: 

♦ 2a3-4- 


• * 
# 
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ia^dt  adt>  -\-dt^  — 2 «*  V(rf<i-4“2 <»<^0 


— 2rtfl— 1— — |—  2/1  V(tfrt  dV) 

Conuertantur  iam  formulae  irrationales  in  feries,  quae 
eousque  continuentur,  quoad  termini  a membro  ratio< 
nali  non  amplius  deftruantur;  • 

it*  dt*  Kdt* 

V(aa-^2adt)  zza~\-dt  1! If' 

^ 2/»  2/1/1  ia* 

j .X  dV 

^ 2a  %a* 

quibus  valoribus  fubftitutis  proclibit  fra£Ho  haec: 

f dt*  : 4 a 

— dt*  ; 4/1/1  * 

qui  eft  valor  fractionis  prqjofitae  iam  ante  inuentus. 

EXEMPLUM  IV. 

Imenire  valorem  huius  fraSionis : 
a~l-V(2aa  — 23  x)  — VQaax  — w) 
a — X -+-  V (a  a — x x) 
cafu  X ~ a. 

Subftitutis  in  loca  numeratoris  & denominatoris  eo- 
rum differentialibus  prodibit  haec  fraCtio , quae  cafu 
xzizn  ipfi  propofitae  erit  aequalis : 

/i:  y{aa-  2ax)  (a  - x):y(iax  - xx) 

— I, x:V(aa  — xx) 

cuius  numerator  ac  denominator  cafu  x~a  fiunt  infi- 
niti. Verum  fi  vterque  per  — y(a  — x)  multiplice- 
tur, habebitur 

a a X 
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Va  «-+-(« a-)^;  V(i/ix xx)  ■, 

y(a x)  ^ x:  y(a -i- x) 

quae  pofito  xzza  dabit  hunc  valorein  determinatuin, 
— X , qui  propterea  aequalis  cft  fraSioni  pro- 

pofitae  cafu  • • 

P 

3J9.  Si  igitur  habeatur  q,  cuius  numera- 

tor & denominator  cafu  xzz^  euanefeat,  ejus  valor  per 
conlUetas  differentiandi  regulas  allignari  poterit,  neque 
opus  erit  ad  difFerentialia,  quae  capite  praec^ente  trac- 
tauimus,  recurrere.  Sumds  enim  diffcrcndalibus  frafHo 

propoiita  Q cafu  x = a aequalis  erit  fraaioni  ^ ; cu- 
ius fi  numerator  & denominator  pofito  xzz^i  induant 
valores  finitos  , cognofeetur  valor  fraSionis  propofitae; 
fin  autem  alter  fiat  =o,  manente  altero  finito,  tum 
fraftio  erit  vel  =o  vel  =co,  prout  vel  numerator 
euanefeat  vel  denominator.  At  fi  akeruter  vel  vterquC 
ifiat  = w,  quod  euenit,  fi  diuidantur  per  quantitates  ca- 
fu euanefeentes,  tum  multiplicando  vtrumque  per 

hos  diuifores,  iftud  incommodum  tolletur,  vti  in  exem- 
plo poftremo  euenit.  Quodfi  vero  tam  numerator  quam 
denominator  cafu  jr  “ <i  denuo  euanefeat , tum  iterum, 
vti  initio  faftum  eft,  difFerentialia  enmt  capienda,  ita 

vt  haec  fraSio  ^^prodeat,  quae  cafu  <f=r»  propofitae 

adhuc  erit  aequalis;  &,  fi  idem  rurfus  in  hac  firaftionc 

Bb b bb  vfu' 
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vfu  veniat,  vt  fiat  , tum  in  cius  locum  fiOTogetur 

^3  p , _ 

|iaec  *tque  ita  porro,  donec  ad  fra£Honem  per» 

yeniatur,  quae  valorem  determinatum  exhibeat,  fiuc  fi- 
nitum fiuc  infinite  magnum  fiue  infinite  'paruum.  Sic 

in  exemplo  tertio  opoijebat  ad  fmftionem  progre- 

* ' ■ ■ p 

di,*aiiteqiiam  valorem  fra£lionis  propofitae  aflignari 
licuerit.  ,wi-  i 

Vi-.V. 

: ■ • . ■.» 

^ 3 fio.  • Vfus  huius  inueftigationis  elucet  in  defim'en- 

dis  fommis  fericrum,  quas  fupra  capite  II.  §.22.  erui- 
mus, fi  ponatur  x—t.  Ex  iis  enim,  quae  ibi  tradita 
fuiit,'fequitur  fore ; 1 . . . 

ar-f  x^\..  -f  jr»  :rr 

* 1— jr  :i<  , .::i  : -.rv.. 

' , ■ ■ x-xi»+t  nvt  . 

a--f  or^-f  . . .,  4- ~ ' 

I I . r . . I ^xx 

, ,,  i*_  J:-C»+i)2r"+'+aiir*4-* 

ar+22r»+3^H.. 

.+3X.  + S--+’. . 

»+4^Hsi’+-  t «•■>”  - 

Quod  fummae  defidv^^^,^^ 

- : .i  tu 
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iii  quo  Jic  rr  I , in  expreflionibus  iftis  tam  numerator 
quam  denominafor  euanefcunt.  Valores  ergo  harum 
fiunmarum  cafu  x zz  i methodo  hic  expofita  definiri 
poterunt.  Quoniam  vero  eaedem  fummae  aliunde  cou; 
iknt,  ex  conlenfu  veritas  huius  methodi  magis  elucebit. 


EX  EMPLUM 


. . \ X.  X"  ' 

Definire  vakrem  huius  fraSionis  ^ cafu  x=r, 

qui  exhibebit  fummam  feriei  i 1 -f- 1 H— . . . -j- 1 
ex  n terminis  conflantis^  quae  propterea  , • 

• *ri$  =0. 


- ^ -t"' 

Quoniam  cafu  'numerator  ac  draominator  eua-i 
nefcit,  fubftituahtur  diflerentialia  in  eonim  locum,  habe- 

biturque  i— quae  pofito  jt  — i dat  n pro 


fiimma  feriei  quaefita. 

-/  » ■ \ 


-EXEWPLUM  ' n. 

X X * ^ ^ 

Definire  valorem  fradionis  ^ — 


V propterea 


•A»  ^ 


transmutatur 


, cuius  valor  pofito  xzzii 


erit  zzn.  , • - • . ■ — 

Bbb  bb  2 
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EXEMPtUM  111.' 


«■  . a! 


Inuenire  valorm  huius  froQimis : ^ . 

cafu  x~J,  qui  exprimet  fimmam  feriei  i-j-a-f-3-j-  . . ."-fn, 
quam  conjlat  ejfe  zz  2i~^. 

Sumtis  diffcrentialibus  pcruenictur  ad  haiK  fraOionem 

i — ■ — - — 7 , CUIUS  adhuc  tam 

numerator  quam  denominator  cafu  xzz.  i euanefcit.  Hinc 
denuo  differenda] ia  fumantur,, vt 'prodeat  haec  ,fra£tio ; 

quae  pofito 

2T“i  abit  m _ — - — lummam  fenei 

2 2 

propofitae.  • ' ^ - 

£X£XPLUM  IV.  . - . 

Jnuenire:  ivalorem  huius  fra&imis  : 

X -hx*  — (2  n-4-  i)x»»+*  H-  (2  n i)x”>-H . 

■ U—.X1.T.  , 

. eafu  xzzzz.it xqtt*. 

* ^-3  7tr',5 -4-^- • •H-.(2n-r^0  , 

quam cinftat  eJfe zznn. 

* » 

SubfHtntis  differenrialibus  in  loca  numeratoris 
nominatoris  prouenit  haec  ira£bio:  rV- 

_ j - quae 


' 
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quae  cum  adhuc  idem  incommodum  habeat,  vt  poiito 

x~L  abeat  in  dcnuo  difFerentialia  fumantur,  \ 

9.  ' 

6x 2aC2H-4- 1 )*  Jr»~»  -4-  (2n — i ) (aa-j-a)  (a 

Z_4  I2XX  • ' 

quae  pofito  r abit  in : 

6 2g(2«-4-  l)*  -j-  (2g,-~l)  (2lf-j-2)(2ft-+-2) 

8 _ , ’ ■ /'  . 

E X E M P L U M.  V. 

Inuenire  valorem  huius  fraxinius  : 

x-fx»  — (n-fi)*x"+»-4-  (ann-t-an— Qx»+»— nnx«-H 

. (I  — xV  ' _ 

cafi  V — T,  qui  dabit  Jimmant  ' feriei  ' 

» + 4 + 5 + • • • + conflat 

efle  — ^n^  -h  i n»  -i-  fn. 

Sumtis  numeratoris  ac  denominatoris  diderendalibus, 

'fiet  -•  . 

l-^2x—(u+iyx*  -f  («-f  2)C2OT?-f  3)x*+* 

— 3(I— Ar)* 

in  qua  cum  numerator  ac  denominator  pofito  ac  ~ i de- 
nuo  euanefeat,  difFerentialia  fecunda  fumantur: 

Elodefn  vero  adhuc  fubfiftente  incommodo,  ad  diHeren- 
tialia  tertia  procedatur,  yt  prodeat  haec  fraftio  : 

■■  ' w ■ ■ ■ w I 

^ - 6 ^ ^ 

Bbbbbj  quae 


/ 
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quae  tandem  pofito  x~\  abit  in  hanc  formam  det^ 
minatam : . 

= -4-  T«*  -4-  f«;  qui  eft  ille  ipfe,  valor,  quo 

feriem  memoratam  exprimi  inuenimus. 


E X £ M P L M VI.  - ■ . 

S/  propojita  tjla  p-acho  — ^ vakrem 
. cafu  X — I ajfignari  oporteat.  - 
' Qionian^  haec  fra£Ho  cft  produftum  ex  his  duabus  ^ 
, prioris  autem  fa£io^  cafu  x-iz.  i valor 


~xt 


i~\-xe'  !■ 

eft  — i , tantum  opus  eft  vt  alterius  favoris  — 


-X" 


I — xt 

valor  eodem  cafu  quaeratur , qui  fumtis  differentialibus 

erit  — -■*—  — : vnde  fraftionis  propofitae  valor 
‘ ’ ■ » ’ . . 
cafu  JT  — I,  erit  — valor  prodit,  fi  immc' 

diate  difierendalia  in  fraftione  propofita  capiantur:  fiet 

. wx"-* f *a— f-n) _ 

emm  — ^ cuius  valor  pofito 

' > zpx^t—*  ’ , ’ f ? 

. — n'  ' n . ‘ - - 

4T  — I , erit  rr  — — — , \t  ante. 

—zpzp'  • • 

361.  Eadem  methodo  erit  vtendum,  fi  in  fra£Ho- 
' - P ■ • * ' I 

ne  propofita  vel  numerator  vel  ' denominator  vel 

V.  . . ^ - .i  vterque 
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vterqne  fiierit  quantitas  transcendens.  Quae  operatio- 
nes, quo  clarius  explicentur,  >requentia  exempla  adiicere 
vifum  efl. 


* EXEMPLUM 


I. 


Sit  propojita  ijta  fractio 


a"- 


j— , caius  volor  qmeratur' 

' ■ x~a. 

Sumtis  diderentialibus  flatim  peruenitur  ad  hanc  fnc- 

tl X 

donem  — — ; — zz:«x*,  cuius  valor  pofito  xz:^af 
erit  aa», 

EXEMPLUM,  ir. 

^ ■ - ” ' ' 1 X 

Sit  propojita  ijla  f radio  eoius  valor  quaeritur 

'cafu  X n:  I. 

Sumds  difTerendalibus  numeratoris  & denominatoris 
1 * »r  — 2 r I “ 

prodit  irr ^ ^ ■>  cuius  valor  po- 

Ix 

fito  jf  m , cum  fit  ~ o , fequitur  fra^onem 

^ Y{\-x) 

cafu  euanefeere.  - 

• f 

' • E X E M p fu 'M  " rrt.  ' • - 

r.  -n  r n--'  ® — X aIa-4-aIx  • 

Sit  propojita  tjta  fraato -y- » catus 

' valor  quaeratur  pofito  xz^a,  quo  cafu  ntpaerator 
denominator  euanefeunt. 

Difierendads  £ecundum  regulam  numeratore  ac  deno- 

* ' minatore 
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-\-a'.x  (<t — jt)  V (lex—xx) 


7S* 

minatore  erit  -x(/i— x)/ 

vi»  etfi  numerator  ac  denominator  cafii  x — a adhoc 
cuanefcit,  tamen  quia  vterque  diuifibilis  «ft  per  a — 

habebitur  ita  fraaio  — V valor  calii  ar  = * 

cft  determinatus  atque  = - 1 ; abitquc  igitur  fraO»  pro- 
pofita  in  -I,  fi  ponatur  x—a.  * 


EXEMPLUM 

e*-e-* 


IV. 


Sit  propofita  ifta  fraaio  cmus  pdor  fuofritur 

f*  I ■ ' • * ; ■ -|U 

pofm  X — o. 


Sumtis  differentialibus  habebitur  ifta  ftm£Uo 
quae  pofito  ;r  = o dat  * pro  v^re  quacfito. 

EXEMPLUM  V."  ' ‘ ‘ ^ » 

. . - z-  e*— i--l(i  + x)  . 

hiuenire  valorm  }mus  fraaiofus  '•  ITx  ' 

qtto  ponitur  \ o 
Si  loco  nvimeratoris  ac  denominamm 
tialia  fubftituantur,  orietur  haec  fira^o 


^x 


quae  > cum  adhuc  abeat  in  — , fi  ponatur  ji*— o,  denuo 

~ ® t j ' • rv< 

diffcrcndalia  fumantur,- vt  habeatur  quae 

pdfito  x:r:  o 'pract)ct Quod  idcmj  piWHS 

loco 
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loco  X (httlm  o -f-  fubftituatur : cum  enim  fit 

I /(i— f- i/x)  'dx^  _ 

dx*  dx^  ””  * ’ 

t 

EXEMPLUM  VI. 

, X n 

Quaeratur  volor  frontonis  cafu  quo  ponitur  jr~co. 

Quo  ifia  fra£bio  ad  formam , quae  hoc  cafu  cranieat 
in  reducatur,  ita  repraefentetur  hc  enim  ca- 

fu X = CA , tam  numerator  quam  denominator  euanes- 
cet.  Ponatur  vero  porriJ'  ita  vt  cafu  x~c«, 

I " /v 

fiat  7=0,  atque  proponetur  ifia  fra£Ho cuius 

valor  cafu  7=0  inuefiigari  debet.  Sumds  autem  difie- 
rentialibus  erit  „y]T^i  — > quae  pofito  7=0, 

cum  abeat  in  — , fumantur  denuo  differentialia , erit- 

que  — vbi  quia  idem  incommodum  adeft,  fi 

porro  differentialia  fumantur  prodibit  ficque- 

quousque  procedamus , perpetuo  idem  incommodum  oc- 
curret. Quamobrem  vt  hoc  non  obftantc  valorem  quae- 

fitum  eruamus,  fit  j valor  fraftionis  — cs£a,q\xo 

- C c c c c poni- 
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ponitui"  j“o,  & cum  eodem  cafu  fit  quoque  t “ • 

I ; (lyY  ^ 

erit  cx  illa  aequarione  ss  zz  — — , quae  per  iftain 


n fi 

diuifa  dabit  ex  qua  perfpicitur  cafuj»zzo 

1 * /v 

fieri  s infinitum.  Fit  ereo  fraSionis  — - — — valor 

. . O ym 


cafu  yzzo  infinitus,  ideoque  pofito  y—dx^  habebit 
ad  dx”  rationem  infinitamj  vm  iam  fupra  innuimus. 


EXEMPLUM  VI L , 

Queratur  valor  fraSiotiis  xrro,  quo  tam 

numerator  quam  denominator  euanefiit. 

Sit  hoc  cafu — f,  cnt  fumtis  difTerentialibus 

I ff  * 

quoque  t ~ , , & quia  hic  idem  in- 

commodum occurrit,  perpctuoque  recurrit,  quousque  diffe- 
rentiationes  continuentur,  remedio  ante  adhibito  vtamur. 
Frior  aequatio  dat  r-("+0-*  jM-i 

altera  aequatio  dat  jr*+*  — vnde  fit  W»+0 

— i»  ; qui  valor  illi  aequatus  dabit  e-^'*  ste‘~i 

ideoque  s~  , — w,  fi  Quare  pofi-'- 

K)  .r  infinite  paruo  habebit  dx»  ad  e-^  -^*  rarioneiir^ in- 
finite 
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finite  magnam,  quicunque  numerus  finitus  pro  « ftatua- 
tur:  vnde  fequkur  efle  infinite  paruuin  homd' 

geneum  cum  fi  m fuerit  numerus  infinite  magnus. 

EXEMPLUM  VIII. 

- , c * — fin\-^cofx  - 

Qmeratur  valor  fratboms  ^ ^ ~ 

ponitur  \ ^ feu  arcui  90  graduum. 

Sumtis  differentialibus  obtinebitur  haec  fra£lio 


cof^  — finr 
cof^  — ■ finjf 


, quae  pofito  x~  — ob  fin  x — % • 

& cof^=o  abit  in  i:  ita  vt  vnitas  fit  valor  quaefiras 

fraflionis  propofitac.  Quod  idem  patet  fine  differentia- 

tione:  cum  enim  fit  cof  jt  “ V(i  -f-fin  jt)  (i  — fin  x) 

r n-  -y-  U-  • U finJr)-H  y(l-|-finJr) 

fradhopropofitaabit  inhanc 

quae  fit  euidentef  “ i,  fi  fiat  fin 


EXEMPLUM  IX. 

X*  — — ■ X 

Imenire  vaJorem  huius  exprejjiotiis  fc'TTx 

' quo  ponitur  i. 

Loco  numeratoris  & denominatoris  eorum  differen* 

tialibus  fubftitutis  prodibit  ifta  fraClio : : 

— I -4- 1 ‘.X 

k * 

quae  cum  etiam  nunc  fiat  n ^ pofito  arzri,  fuinan* 

C c c c c s tur 
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turdenuo  difTerendalia,  vt  prodeat  ^ — 1—^ 

quae  pofito  jr  rr  I abit  in  — 2 , qui  eft  valor  fra£tiq> 
nis  propoiitae  cafu  i. 

352.  Quoniam  hic  omnes  expreffioncs,  quae  qui- 
busdam  cafibus  indeterminatos  valores  recipere  videntur, 
pertraftare  conftituimus,  huc  non  foluili  pertinent  eae 
p 

fra^liones  ^ quarum  numerator  ac  denominator  certo 

cafu  euanefcuntj  fed  etiam  eiusmodi  fradiiones,  quarum 
numerator  ac  denominator  ceno  cafu  fiunt  infiniti,  huc 
fune  referendae : propterea  quod  earum  valores  aeque 
indeterminati  videntur.  Si  fcilicet  P & eiusmodi 
fuerint  fundlioncs  ipfius  x,  vt  cafu  quopiam  x — am- 

p 

bae  fiant  infinitae , fradHoque  q induat  hanc  formam 

quoniam  infinita  aeque  ac  cyphrae  «inter  fc  rationem 
quamcunque  tenere  polTunt,  hinc  valor  verus  minime 
cognofei  poteft.  Hic  quidem  cafus  ad  praecedentem 

reuocari  poteft,  fradHonem  in  hanc. formam  — ^ ^ 
* . 0^  I : P 

transmutando,  cuius  fradHonis  nunc  numerator  ac  de- 
nominator cafu  x~a  euanefeunt;  ideoque  eius  valor 
modo  ante  tradito  inueniri  poteft.  At  vero  quoque  fine 
hac  transformatione  valor  inucnietur,  fi  loco  x non  /7, 
fed  a-\-dx  fubftituatur,  quo  fadio  non  eiusmodi  infi- 
nita abfolua  Vi'  prouenient  i fed  ita  erunt  exprefia 
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j yv 

7x  7jr^  ’ expreffiones  etfi  funt  aeqoe  infinitae 

ac  c/3,  tamen  comparatione  inter  Jx  eiusue  poteftates 
initituta,  valor  quacfitus  facile  coUigetur. 


363.  Ad  eandem  clailem  quoque  pertinent  prO' 
ex  duobus  iafioribus  conflantia,  quorum  alter 
certo  ca/u  xrrfa  euanelcit,  alter  vero  in  infinitum  abit: 
cum  enim  quaeuis  quantitas  per  huiusmodi  produfhim 
o.vi  repraefentari  poffit,  eius  valor  indefinitus  videtur. 
Sit  PQ^  huiusmodi  produfhnn,  inquoy  fi  ponatur  x—a^ 
fiat  P zr  o & Qjn  c« , eius  valor  per  praecepta  ante 

tradita  inuenietur,  fi  ponamr  tum  enim  pro- 


duflum  P 0^  transmutabitur  in  fraflionem  cuius  nu- 

merator  ac  denominator  ante  calu  x "zz  a euanefeunt, 
ideoque  eius  valor  methodo  ambo  expofita  innefligari  po- 

lent.  Sic  fi  quaeratur  valor  huius  producti  (i  - a)  tang  — 


cafu  T I , quo  fit  i — -jr  ~ o & tang  — zz.  c/; , con- 
vertatur id  in  hanc  fiaCtionem 


I — X 


cuius  numera- 


COtiTjr’ 

tor  ac  denominator  cafii  x ~~  . i euanefeunt.  Cum  igi* 
tur  fit  differentiale  numeratoris  {i—x')——dx^  & diffe- 

rentiale  denominatoris  cot  — rz—  ^ , cafii  xzzx 

a (Ini^Ar}*  - '• 

• C c c c c 5 valor 
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valor  fracHonis  propofiiac  erit  zi-fin  — .fin— = -, 

tr  i 

ob  fin  — — i 

364.  Imprimis  autem  huc  funt  referendae  eius- 
modi  exprdnones,  quae  dum  ipfi  ^ certus  quidam  va- 
lor n ibuitur,  abeunt  in  huiusmodi  formam  <zi  — c« : quo- 
niam enim  duo  infinita  quauis  quantitate  finita  inter  fe 
difcreparc  poffunt,  manifeftum  eft  hoc  cafu  valorem  ex- 
prcfiionis  non  determinari,  nifi  differentia  inter  illa  duo 
infinita  afilgnari  pofiit.  Ifte  ergo  cafus  occurrit , fi  pro- 
ponatur huiusmodi  flinflio  P — Q , in  qua  pofito  x — a 
fiat  tam  P = c«  quam  vi , quo  cafu  ope  regulae 

ante  traditae  valor  quaefitus  non  tam  facile  afiignari  po- 
teft.  Etfi  enim  pofito  hoc  cafu  fieri  P^  fta- 

tuatur  — ita  vt  fit  / , vbi  cafu 

■ ■ ‘ f 

tam  numerator  quam  denominator  t~  euanes- 

citj  tamen  fi  regula  ante  tradita  huc  transferatur,  fiet 

/ — — vnde  ob  / 

ideoque  valor  quaefitus  ipfius  / hinc  non  innotefcit. 
Quoties  quidem  P & funt  quantitates  algebraicae, 
quoniam  hae  infinitae  fieri  nequeunt,  nifi  fint  frafKo- 
nes,  quarum  denomioatores  euanefcuntj  tum  P — Q in 
~~Vnicam  fraOionem  colli^  poterit,  cuius  denominator 
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pariter  cuanelcet.  Quo  fa£h>  fi  edam  numerator  eua-. 
nefcat,  valor  modo  fupra  explicato  definietur : fin  autem 
numerator  non  euanefcat , tum  eius  valor  reuera  erit 

X % 

infinitus.  Sic  fi  huius  expreffionis — 

* 1 X 1 XX 

valor  defideretur  cafu  x sr  i , quia  ea  abit  in 
~ ~ - I ■ - , patet  valorem  quaefitum  elTe 


36$.  Verum  fi  functiones  P & fuerint  trans- 
cendentes, tum  plerumque  haec  transformatio  ad  calcu- 
lum moIeiUfiimum  perduceret.  Expediet  ergo  his  cafi- 
bus  methodo  direfta  vri,  atque  loco  x'zza^  quo  ambae 
quantitates  P & Q^in  infinitum  abeunt,  poni  x — a+oi^ 
cxiflente  u quandtate  infinite  pania,  pro  qua  dx  accipi 

poterit.  Quo  fafto  fi  fiat  P = ^-f-B  & Qrr^-f-C, 

manifefium  efi  funftionem  P— Q^abituram  efle  in  B — C, 
qui  erit  valor  finitus.  Radonem  igitur  huiusmodi  func- 
donum  valores  inueftigandi  fcquendbus  exemplis  illus- 
trabimus. 


EXEMPLUM  1. 

X I 

Quaeratur  valor  huius  expreffionis  — -j^  cafu, 

quo  ponitur  x zn:  i. 

Quoniam  tam  ~ quam  fit  infinitum  pofito 

x—i,  fiatuatur  x = atque  expreffio  propofita 

transformabitur  in  \ 'T  Cum  feitur  fit 

w /(ifu)  ^ 

/(i-fw) 
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/0+w)=  rr  w(i-4m-^-5.m»-&cO 

habebitur 

+ &C.)  — 1 i U}  f <D»  4-  &c. 

W (l— iW+ 7W*— &C.)  — &c.) 

_ i — j-  0)  -4-  &c.  

I i W -f-  ^ fc>*  — &c. 

Poiito  nunc  (•>  inhnice  paruo  feu  ca)~o,  manifefhim  e(l 
valorem  quaeiitum  eiTe  = i. 


EXEMPLUM  IT. 

Dmotantihus  e uumerum , cuius  logarithmus  hyperhtilkus 
efi  zz.  \ t <iy  t:  femicircumferesniam  circuli,  cuius  radius 
ejl  Z=.i,  imeftigare  valorem  huius  exprejfumis: 


5TX  — I 
2XX 


Expreflio  iib  propo(Tta  exhibet  fuminam  huius  feriei:. 

1 ! I ? I ! 1 ! i-&c 

1 -)— -4—  xsT^ 9 -f-  xx^^i  6-\-xx^^2^-\-xx 

vndc  fi  ponatur  jr  rr  o , prodire  debet  fumma  feriei 

huius  § -h  -h  J H-  T V -h  &c-  quam  conftat  elTe 

rr^.  Fa£io  autem  x zz  o cxprcffionis  propofitac 

O 

^ 7 — : valor  maxime  videtur  indeter- 

2XX  x(e^^*  — i) 

minatus,  ob  omnes  terminos  infinitos.  Ponatur  ei^ 
x“w,  exifiente  w quantitate  infinite  parua,  atque  mem- 

brum  prius  --  ---  abit  in r H . Cum  deinde 

2 X X 2Ui  2oa 

fit 
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siru 


Gt  e 
alcei^  membrum 
n 


t zz  2 rea  -f-  2jr*w*  -4-  ^ &c^ 

JT 


abic  in 


w(2irw  -}-2ir*c«)* +&C.) 

1 


At  eft 


I -}-  aru)  4-  + &c. 


■ aw*(i-f-a'w+fT*w*-f&c.) 

“ 1 —jfu)  -j-  J «•*£«)*  — &C. 


vnde  pofterius  membrum  fit  zz: ; 


2(0*  30) 

ad  quod  fi  prius  addatur  prodit  fa**,  qui  efi  valor  quae- 
fitus'cxpreifionis  propofitae  cafu  x — o. 

Idem  quoque  per  methodum  fitifHonum,  quarum 
numerator  ac  denominator  certo  cafii  euanefeunt,  praes- 
tari potefi:  exprefiio  enim  propofita  in  hanc  fractionem 


T xe' 


# -4- rx -f- 1 


transmutatur:  ,,,  . 

2 XX 

cuius  numerator  ac  denominator  cafu  x =:  o euanefeunt 
Sumtis  ergo  diffcrcntialibus  oritur: 


T e 


IXX 


2 T X X f >*■*  — 2 ir  e X 


4 X e 4X  X X —4f.x 

- , X V e*^* 2 X X X 

fiuc  haec ^ 

4xe  -f-4Txxr  4X 

cuius,  fi  ponatur  x=ro,  adhuc  numerator  ac  denomina- 
tor euanefeunt.  Quare  fumtis  denuo  difFcrendalibus 
habebitur : 

2 T^r^ ‘"-I-  a JTx#»'*  -f-4T^xr  *»* 

^ e xtx^  g X X -f-  8 xx  f **^*7-|-  4 


Odd  dd 


feu 
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ttnx  4 «•  AT  « -|-  2 jr*Ar*f  — - 1 

S-»A- 


I -f-  4'T  X— |—  2 T*)T*  ;—»»•» 

cuius  numerator  ac  denominator  adhuc  euaneicunt  caTu 
x = o.  Quociita  itenun  differendalia  fumantur 


4»-  -f-  4X*x  -j—  ax#-*»"* 

1_  • 

quae  fraftio  pofito  x z:  o abit  in  — , vt  ante.  ^ 


EXEMPLUM  iri. 

Retinentibus  e x eosdem  volor  es  ^ quaeratur  volor 
exprejjionis  huius  cafu  x ::  o 

X X 

4X  2x(c”  + i)* 

Expreffio  haec  transmutator  in  hanc: 

.4x^x'-|-4jr 

cuius  numerator  ac  denominator  cafu  x — o euanes-  . 
eunt.  Ponatur  ergo  x — w , & cum  fit 


e* -4- X co -f- 4 x*w*  — |—  4 x^w3  &c. 
formula  propofita  transmutatur  in  hanc: 

x*u)  -1x^6»*  -4-  -h  Scc. 

8 w -4—  4 X w*  -4-  2 x*w^  -4—  &c. 
quae  pofito  u infinite  paruo  fladm  dat  4 x*  j qui  efl 
valor  qoaefitus  exprefiionis  propofitae  cafu  x :::=  o.  At 

vero  expreflio  propofita  — — - — , exhibet  fum- 

^ 4X  2X(#»^*4-l)’ 


mam 


Digitized  by  Google 


CAPUT  XF. 


yei 


mam  huius  feriei  — - — 4— -r — + — - — + — - — 4-  &c. 

1 +J-X  ' 2S+JCJ»'  4^^xx  ' 

cuius  fumma  pofito  x~o  vdque  fit 


EXEMPLUM 
Queratur  vahr  huius  exprejftmis 
cafu  x~o. 

Formula  haec  propoGta  — 
fummam  huius  feriei  infinitae 


IV. 

I 

2XX 


ixtgffgxx 


axtangTAT 


exp^mic 


r 

4— XX 


I 

9— XX 


■■  I ■»  SCCm 

t—xx  ’ 4 — XX  9— XX  i6  — xx  *• 

Si  igitur  ponamr  x —o%  prodire  debet  fumma  feriei 
I -4-  T -4“  f -H  iV  4-  &c.  quae  eft  zz  f xx. 

flll  7T  X 

Quoniam  eft  tang  xx  — cxprefSo  propofita  in> 

duet  fcrn,™;  _L 

2XX  ixlmxx  2xx(mxx 

cuius  numerator  ac  denominator  euanefeit  poGto  arzza. 

Ponatur  ergo  2-zzw  & cum  fit 

fin  arxzZffW—  j-v*  w*  &C. 

cSf  Tx  zr  — i JT»  w*  -4-  &c. 

expreflio  propofita  fiet : 

yt»- j-X^Cd^-H&C.  -XOi-i-ix^U^  — &C.  ^ f — &C. 

ayw*  — -4-  &c.  Ty  &C. 

quae  ob  « infinite  paruum  dat  ix\  ^ , 

Ddd  dd  2 £xem* 


r 
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EXEMPLUM  V. 

Cum  Jit  fumma  huius  feriet  iftfinitae 

H H 5 

I-XX  9 — XX  2J-XX  4V-XX  4Xcf{7rK 

inuenire  eius  fummam.,  Ji  fuerit  x ~o. 

Quia  eft  fm  ivx  zrr:  i vx  — **  “+■  &c. 

■ & cofiiTx  ~ 1 — i 7s*  -i-  &c.  erit  expreffio 

jfV*  -f-  &c. \ ir^  — /y  T*  A-*  -4-  &c. 

■“  4X i »■*  Jr*  -f- &c.~  4 i !»■*  X» &c. 

in  qua  fi  fiat  xiro,  valor  erit  manifefto  quam 

elTc  fummam  feriei  i H-  f -t-  t t -H  ? s -+-  &c.  fupra  .*• 
pluribus  modis  efi  demonfiramm.  Sin  autem  pro  x fu- 
matur numems  par  quicunque,  fumina  feriei  propoficae 
fcmper  eft  =:o. 


propofita 


,ix*x 


^66.  In  his  feriebus,  quas  binis  vltimis  exemplis 
tra£Iauimus , aliisque  litteram  variabilem  x continenti- 
bus, ipfi  X eiusmodi  valores  tribui  polTunt,  vt  quidam 
termini  in  infinitum  excrefeant,  quibus  quidem  cafibus 
fumma  totius  feriei  fiet  infinita.  Sic  feries  : 


— E — ^ — -p.  — ^ &c. 

i-xx  4-xx  9-xx  16-xx 

fi  pro  X ponatur  numerus  quicunque  integer,  vims  per- 
petuo terminus  ob  denominatorem  euanefcentem  fit  in- 
finitus; haneque  ob  caufam  ipfa  feriei  fumma  infinita' 
euadet.  Quodfi  autem  ifie  termiuus  infinitus  ex  ferie 

toUa- 
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t*Uarar,  tum  ftimma  reliqua  ftie  dubio  erit  finita,  ex- 
primeturque  fumma  priori  infinita  termino  ifto  infinito 
mulftata,  hoc  modo  w — oo  : quemnam  ergo  ha- 
bimra  fit  valorem  determinaram  modo  hic  expofito 
inueniri  poterit ; id  quod  clarius  ex  fubiunftis  exem- 
plis perfpicietur. 


EXEMPLUM  I. 

Inuenire  fnmmant  feriei 


I-XX  ' 4-XX^9-XX  16-XX 

cafu  xzzi,  ^ iemto  termino  primo,  qui 
hoc  cafu  in  infinitum  augetur. 

Quia  in  genere  fumma  eft  “ — ^ >— 


^c. 


erit  fumma  quaefita  ~ - 


I 

XX 


2x  tang.®-Ar’ 
t 


ixtangxx  i—xx 
pofito  xzzi.  Sit  jr— 1-+-0U,  & habebitur  pro  fumma 

quaefita  2(i+w)tang(a-4-c««r)  aw-fww’ 

At  eft  *tang(3--|-<0T)  — tangw?r  ~ w -f-  w’  -1-  &c. 

Vnde  cum  primus  terminus  — ^ pofito  x ~~  1 deter- 
n ■ txx  . ■ 

minatum  habeat  valorem  i,  duo  rcBqui  tantum  ter- 
mini funt  fpeftandi,  qui  crtuat’-  -«  1.. 

1 ■ __i I 

aC<ltw)(ai-^T3o)*)~C<2iv)  w(2t2w)(lti»-»w*) 

fi  quidem  w fit  in&dte  paruum,  quo  cafu  edam,  ter- 

Dd  d d d 3 rat- 
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minus  f «■*  «•  n^ligi  poterit.  Proueniet  autem  , 

- t Ktto  »=  o.  «ftque  ergo 

f -+-  T = i fumma  fcrici : 

yd  aliunde  conflat.  ; 

EXEMPLUM  II. 

Imenire  fumntam  feriet  * 

I • . * I 


4" 


I-XX  4-xx  9-xx  16-xx 

cajii  quo  pro  x ponitur  numerus  quicunque  integer  n 

^ demto  ex  ferie  termino  illo 


&c. 


nn-xx' 


I 

a XX 


qui  fit  infinitus. 

Summa  ergo  haec,  quae  quaeritor,  ita  erit  expref& 

, (i  quidem  ihtua- 


»*■ 


-XX 


2 X tang  arx 

tur  X ~ quo  quidem  cafu  primus  terminus  abit 
in  , bini  vero  reliqui  ambo  fiunt  infiniti.  Ponatur 

2 17  W ^ 

ergo  x=n-4-«,  & cum  fit  tang  (xa-j-nu))^  tang  xu— tu, 
pofito  u infim‘te  paruo,  habebimus  pro  fumma  quaefita: 

I .T  .1 


2 (a 


ei))  xu 

i’ 


3 ttU 
I 


u u 


feu 


2 nn 

I 

2H»  w(2H  + 2C«j)  w(2«-f")  ””  ^ (2»-j- 2 w)  (2ff-f-e«) ) 

vnde  fi  fiat  eo o,  prodibit  fumma  quaefita 

X I 2 * 2 

=z 1 zz.  — ^ . Quocirca  erit  — 

2 8«  4»«  4««  ^ 4«n 

' I- 
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1 — na 


4—«» 

I 


I 

S — na 


(»  i)* n n 


nn 


(ff— 1)“— »» 
&C. 


in  infinitum,  fiue  erit  ifHus  feriei  infinkae  (limma : 
I .1  .1 


(n-j-i)*— n» 
4»«  »»— I 


(»-f-  2)*  —no 
I * 


&C. 


4 »»—5» 


+ 


+ 


D«— {«-l)’ 


I 

I —XX 


EXEMPLUM  III. 

Inuenire  funmam  huhs  feriei 

I . I . I 


s~xx 


25  -XX 


49 -XX 


&c. 


^ ponatur  x~i,  terminus  primus , 

qui  hoc  cafu  fit  infinitus^  auferatur.  • 

Cum  huius  feriei  fumma  fit  in  genere  ~ % 

® 4*-cofi»-2f 

. - » fin.  i 1 - 

ent  fumma  quaefita  zz 7- — , fi  pona- 

^ 4*’jrcof  1 Tjr  I— xjf 

tur  x~i.  Quia  vero  vterque  terminus  fit  infinitas, 
ponatur  jrm-w,  & cum  fit  fin(fT— |Tw)~cofi»-w“ 
I — & cof(ifr—iuU))  “ fin  •}  ob  w 

infinite  panium,  habebitur  ifta  exprefiio : 

ff(  I — -j-  y*  w*)  I I I 

4(i-w)43-W  2WjpODW  w(2  — 2(0)*^  Ct)  ( 2 — w) 

quae  fit  ^ pofito  w =r:  o,  effque  propterea 

” ”4“  “ *+■  ^ *4“  — — -i”  &c* 

4 8 34  ^48  80  • ISO 

EX£M- 


f 


« 
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hiuenire  fummam  feriet  huius 

_ I _j I I 

2J  — 


&c.* 


I XX  ' 9 XX  ’ 2J XX  ’ 49 XX 

fi  pro  X pohatur  numerus  quicuttque  integer  impar  an— i 

isque  terminus 

fit  initus,  e medio  tollatur. 

_ . - . T fin  -i  T a; 

Ent  ergo  fumma,  quae  quaeritur,  = — 

r j 

— — pofito  X—  a a — I.  Statuamus  ergo 

(2u—iy-xx 

xz:z  a a — I — w,  exiftente  w infinite  paruo,  fietque 

fini  irA:=  fin  *■  — i =:±;cofia-M, 

vbi*  fignum  fuperius  valet,  fi  fit  a numerus  impar, 
inferius  vero  fi  fit  par.  Simili  modo  erit  t 

cofi varrz:  cof • *■- i *■  rr  difin iwwj  ideoque 

^ ^ ^ . .fin  i«-j: I 1 

fiue  a fit  par  fiuc  impar,  ent  — — “ ; — ; — 

, colia-^  tang.iTW  |aw 

Hinc  fumma  quaefita  ita  exprimetur.' 

' ' erit- 


2(t)(2  n — • 1 «) 


b)  [a  (a  (a  n — 1 ) w]  ’ 

Sic  fi  fit  a zr  a , erit 


que  propterea  = ^ 

_L— — 1 -i-  -i 1 U 1 ^ -f-  &c.‘ 

36  8 i 1«  40  » 72  , II» 

cuius  fiunmationis  veritas  aliunde  confiat. 

CAPUT 
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CAPUT  XVI 

DE  DIFFERENTIATIONE  FUNC 

TIONUM  INEXPLICABILIUM. 

3^7- 

l-j  unttiones  inexplicabiles  hic  voco,  quae  neque  ex- 
preffionibus  deteiminads,  neque  per  aequationum 
radices  explicari  poflimt;  ita  vt  non  folum  non  fint  al- 
gebraicae,  fed  etiam  plerumque  incertum  iit,  ad  quod 
genus  tranfcendentium  pertineant.  Huiusmodi  functio 

inexplicabilis  eft  i f H-  f . . . . -4-  -j,  quae 

vtique  ab  x pendet,  at  nifi  jf  fit  numerus  integer  nullo 
modo  .explicari  poteft»  Simili  modo  haec  expreflio 

I.  2.  3.  4 ar,  erit  funfctio  inexplicabilis  ipfius 

quoniam  fi  x (it  numerus  quicunque,  eius  valor  non 
folum  non  algcbraice , fed  ne  quidem  per  vllum  cer- 
tum quantitatum  tranfcendentium  genus  exprimi  potefl. . 
Generarim  ergo  talium  fun£tionum  inexplicabilium  no- 
tio ex  feriebus  deriuari  potefi.  Sit  enim  propofita  fe- 
ries quaecunque 

1 2 3 4 ...  X 

A-4--B-1-  C -4-  D-f-  ...  -4-  X 

cuius  fumma  fi  formula  finita  exprimi  nequ^,  praebe- 
* bit  funftionem  inexpHfcabilem  ipfius  x,  nempe 

S A -4—  B “4~(|p  "4~  D -4-  • . . -4-X. 

E e c e e Simili- 
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Similiter  continua  produfla  ex  terminis  fcricnim  vti 

P rr  A B C D . . . . X 

exhibebunt  fun£Honcs  inexplicabiles  ipllus  *•,  quae  au- 
tem ope  logarithmorum  ad  formam  priorem  reuocari 
pofTunt,  erit  enim : 

/P  — /A  — 1“  /B  -1—  /C  — f-  /D  . . , «4-  /X 

3 «8.  Hoc  igitur  capite  methodum  explicare  con- 
ftitui,  huiusmodi  fiinftionum  inexplicabilium  differentia- 
Ua  inueffigandi.  Quod  argumentum,  quamuis  ad  pri- 
mam huius  ojjeris  partem,  vbi  praecepta  calculi  diffe- 
rentialis  funt  tradita,  pertinere  videatur;  tamen  quoniam 
vberiorem  doftrihae  ferierum  cognitionem  poffulat,  ad 
quam  in  hac  altera  parte  peruenire  licuit,  ordinem  natu- 
ralem relinquere  coa£U  hoc  loco  attingamus.  Cum  au- 
tem haec  inueffigatio  prorfus  fft  noua,  neque  a quoquam 
adhuc  traflata,  tantum  abeft  vc  hanc  calculi  differenda- 
Us  partem  abfoluere  queamus,  vt  potius  prima  tannim 
. ciq^  elementa  adumbrare  conemur.  Praeterea  vero 
nonnullas  quaeftiones  proponam , quarum  enodatio  dif’ 
ferentiationem  huiusmodi  funOionum  inexplicabilium  re- 
quirat, quo  ffmul  vfus  huius  tractionis,  qui  autem  in 
pofferum  ffac  dubio  multo  amplior  erit,  clarius  per- 
ipiciatur. 

369,  Ad  huiusmodi  funCones  inexpUcabiles  diffc-  - 
rentiandas  ante  omnia  neceOe  eff,  vt  earum  valores  in- 
veffigemus,'  quos' induunt , fi  pro  x ponatur  x -f-  w. 

• Sit 


\ 
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Sit  igitur 

1234 

S — A — j—  B — f—  C “4“  D — |—  . , . — X 
atque  ponatur  2 valor  ipfius  S,  quem  recipit,  fi  pro  x 
ponatur  fitque  Z terminus  feriei  refpondens  in- 

dici Jt-f-w.  lam  igitur  termini,  qui  reipondent  indicibus 
■«•-hi,'  jr-+-2,  X -h  3,  &c.  indicentur  per 
X',  X^',  X",  &c.  atque  is,  qui  conuenit  indici  in- 

finito x-f-  00  per  Xi"=f.  Similique  modo  termini  com- 
petentes indicibus  x-f-w-l-i,  x-hw-t-2,  x-hw-f-3  &c. 
indicentur  per  Z^,  7J>^  Z''',  &c.  & fit  Zl'«l  tenninus 
refpondens  indici  * w w . Quibus  pofids  erit 

Sf  =:  S -H  X/ 

S"  = S -h  X/  -H  X/f 

z=  S -h  X'  -4-  X/'  XNf 

&c.  I 

Si"’!  = S-4-X'-f-X/'-f-X/'/-H  . . . -f-  Xi=«l 

Simili  modo  cum  edam  2 fucCeffiue  terminis  Z',  &c. 

augeatur,  erit  ' 

2^  rr  2 -+-  Z' 

2/'  — S -t-  Z^  -f-  Z« 

2 -f-  Z'  -f-  Z^/  -f-  Z//' 

&c. 

2l'”l  zz  2 ”4“  Z/ -t“  Z^^ -f- Z^/^ -j-  . . . 

370.  Nunc  natura  feriei  S,  S',  S^',  S"',  &c.  eft 
perpendenda,  qualis  futura  fit,  fi  in  iqfinitura  continue- 

£ c e e e a tur 


Digitized  by  Googie 


773  CAPUT  xri 

tur:  quae  fi  in  infinito  cum  progrefiione  arithmetica  con- 
fundatur; quod  fit  fi  termini  feriei  X,  X',  X^,  X''',  &c. 
in  infinito  ad  aequalitatem  conuergant , ita  vt  differen- 
tiae feriei  S,  S',  &c.  tandem  fiant  aequales  : hoc  cafu 

quantitates  Si*" +*i,  &c.  erunt  in  arithmetica 

progreffionc,  & cum  fit  2^*^^  ob  ^ ^ 

= I + »(sl”  I)  +‘4(,_»)sl“l 

erit  2i-"t  ~ w SI"’ +*•-+- (i-w)  I.  At  eft 

SI"»!  X !">+*•,  vnde  fit  2i«i  ~ Si*"l  -f-  wXi^^+^i, 
ex  quo  obtinebitur  haec  aequatio 
2 -H  Z'  -h  Z«  -f-  Z'"  -+-  . . . . -+-Zi«i  =r 
S +X'-HX"-HX«/-f-  . . . . -t-Xl«l-l-coXh+»l 
ex  qua ‘definitur  valor  quaefitus  2,  quem  induit  funfUo 
S,  dum  in  ea  Jf+w  loco  x fubftituitur;  critque 
2“ S -j-  wXi*"  ■*-*l  -f-  X'-h X'^'-|-  &c.  in  infinitum 
— — Z' — Z^' — — &c.  in  hifinitum 

Quare  fi  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  termini  infinitefimi  eua- 
nefeant,  terminus  wXi"’-*'*!  euanelcit,  & omitti  poteft. 

371.  Exprimitur  ergo  valor  ipfius  2 per  no- 
vam feriem  infinitam,  quae  exhiberi. poteft,  (i  feriei 
A -f-  B -h-  C -f-  &c.  habeatur  terminus  generalis,  ex 
quo  valores  terminorum  Z^  Z'",  &c.  definiri  queant. 
Pofito  ergo  w inh'nite  paruo,  cum  fit  2 — S differentiale 
functionis  S,  hoc  differentiale  per  feriem  infinitam 
exprimetur.  Atque  fi  nequidem  akiores  poteftates  ipfius 

O) 
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u negGgantnr,  habebitur  differendale  completum  funftio- 
nis  huius  inexplicabilis  S,  cuius  natura,  quo  clarius  ob 
oculos  ponatur,  fcquentibus  exemplis  hoc  negotium  il- 
luftrabimus. 

exemplum  r. 

Inuenire  differ e»t 'tale  hunts  fundionit  inexplicabilis 
S—  I -+-  i ”+■  J H”  f “t"  • • • • “+"  “• 

Quoniam  htiius  fcriei  terminus  generalis  X eft  _ — 


ac  propterea 
X'  = 

X"  =: 

X///  =: 


X 

jr-t-2 
I 

*-h3 

&c. 


7J  = 
7/t  = 
7JH 


x-h-i-H-w 

i_ 

1 

JT-+-3-I-W 

&c. 


ob  = = 0,  fi  loco  jr  ponatur  jr+ 

X-t-  C/5  -f-  I 

fun£tio  S abibit  in  2,  vt  fit 


S = S H -r- 


-2- 
x-i-a  x-f-3 


&C. 

1 ; &c. 

X-|-I-f-W  x-|-2-fw  x-j-3-f" 

fiue  binis  his  terminis  in  fingulos  colligendis , erit 

^ « , ut  - 

^ C^aX-»^2tw) 

£ e e e e 3 ieu 
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fcu  cum  fit 

I I W W»  fcj3 

I _ _I 0)  W*  w3 

'Ar+2:1-W~  JT-j-2  (•»^+2)»  ^ 

&c. 

erit  fericbus  fecundum  poteftates  ipfius  w diipofitis 
""  1)3  + + (^Jy  + ^4^  ^ 

Cc-r-f  0*  "^(^+2)*  ^0 

&c. 

Pofito  ergo  dx  pro  w obtinebimus  fim£Honis  propofitae 
S differendale  completum 

Q^hy  ^(4w + +*0 

■*■ 

&c. 

EXEU> 
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EXEMPLUM  ■ II. 

Inuenire  differeutiaU  huius  fun£lioms  inexplicabilis 
« lpj«*s  S .• 

I 


3 5 7 


zx~ 


Quia  huius  fenei  terminus  generalis  eit  X ::z:  — ^ — ; 

- 2Ar^— I ’ 


enc : 


X'  r: 
X"  = 


a^r-h» 

I 

2JT-4-3 
1 

2^-+-5 
&c. 


Z'  =r 

z//~ 


2jr-4- 1 — |—  2 w 
l 

■2<a 


2r-j-  5-1-2  w 
&c. 


ob  terminos  huius  feriei  infim'te/Tmos  euiiclcentes  & ae> 
quales,  prodibit  valor  ipfius  S,  fi  loco  x ponatur 

I . 1 . I 


2=Sq- 


I 


2Jf-|-3 

I 


2JT-4-5 
I 


•f&c. 


ZX^T^ita  ■ 2^-f-3-(-2w  2.r-J-5-(-2w 


feu 


3 U 


*T.  — C I ^ w " ^ - jj  ^ ^ 

— “^(23--|-lX2jr-fl|2W;  (2X-|-3X2X-j-3-f3«)'^^‘^’ 

Verum  fi  finguli  termini  in  feries  fecundum  dimenfio- 

2 = 


nes  ipfius  u refoluantur,  erit: 
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s = S 4-  ,y.  + + (liTT?  + *'■) 

^"'Cs^To*  ^ (“+3)*  ^ (3»+f>*  ^ ^^0 

— ““*(cr?f.7  + (t4if  + 

&C. 

Ponitur  nunc  </jt  pro  w,  itquc  prodibit  difFerentialc 
completum  fun£Honis  inexplicabilis  S propofitae: 

js  = 2*  CcJJ+T)'  ■'■  (UTiy  '*’  (=»T!7 

~*‘''C(^To’  ^ ^ («T37 + *'•) 

+»''''’((T4lr  ^ (“RF  ■'■  (wfir 

— ‘ ^ (^37  + (JJTs7  ■*■*'•) 

&C. 

EXEM- 
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EXEMPLUM  Iit. 

Inuenirt  differentiaU  compkfum  fundioms  huius  inexpli- 
cabilis ipfius  S 

• • ♦ • 

2»  ■ 3»  • 4»  jr“ 

Cum  huius  fcrici  terminus  generalis  fit  rr  , erunc 


S =:  i-H— 4— t-H 


Hincque  ob 

X/  — i 

(.rH-i)- 

! 7/  zz 

X"  = ' 

— (xH-a)*  . 

7Azz 

X///ZT  

(x-h3)- 

&C. 

i 

«rk : 

(x -4— 1 — f— w ) • 
I 

^ 1 -,»t 

(■«•-ha-l-")* 


X'-Z'=: 


»C«+I)“*  I ffrr 


a(x-f  !)■+*”'  6(*‘+i)"+i 
vy/  7//—  ^ , i<B-t-iX»4-aV  ct-- 

(jr^2)»+*  a(x-{-2)»+*  ' 6(jr-f 2)*+| 

&c. 

ex  quibm  inuraftur : 

^ ^ ®"  C(^+  0"^' (x+2)"+« (Jf+  3)"-*^ "** 

^ - -i i— l*-l-  —i U 8r^  ^ 

I.  . a.  3 \(x+  i)H-i  4“(j,^2)»i-J  (x-l- 

‘ • . &c,  FfPff  Qua» 
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Quare  pofito  Jx  prodibit  differentiale  completum 
fun£tio^  S quaentuin : 


_ -4-  «^x 

. L_  L__ 

I.  2 Vx4-l)"+*^(x-f2)»+»^(x-j-3)»+* 

l 1 L. L.  ^ . 

&c. 


4-&C.) 

+-&C.) 


3^2.  Ex  his  quoque  fumime  iftarum  ferierum  in- 
terpolari, ieu  valores  terminorum  fummatoriorum ; exhi- 
beri podbnt,  quando  numerus  terminorum  non  eft  nu- 
merus integer.  Si  enim  ponatur  x — o,  erit  quoque 
S =r  o , tKque  2 exprimet  fummam  tot  terminorum,  quot 
numerus  t»  continet  vnitates,  etiamfi  i(4e  numeras  w non 
fit  integer.  Ita  in  exemplo  primo  fi  ponatur 


erit: 


«p , W ■ W ■ W I - 

“ t(i-fw)“^a(2-fw)“^  3(3+«)~^4(4+") 

« fiue 

&C.  In 


Digitized  by  Goosl. 


P V T XFI.. 


779 


In  exemplo  vero  tertio  erit: 

2 1 “1“  — “1“  — — f“  — “4“  . • -"f-*— 

a»  3»  4»  w" 

Valorque  ipfius  2,  fiuc  « fit  nomerus  integer  fiue  frac- 
tus, per  feries  fequend  modo  exprimetur: 


' j 


) 


— aw 

_ ~ -f-  H-&C.) 


a(a+iX«+2) 


1.  2. 


&C.* 


373-  Haec  eadem  quoque  ad  feriem  generalem 
accommodari  pofilmt,  cum  enim  fit 

I 2 3 4 . ...  X 

S = A-hB-f-C-HD-h,  . . . -4-X  . 
atque  pofito  jT-i-w  loco  abeat  X in  Z,  & S in  2, 
erit : • 

rj  V 1 , U*Jd\  wS</3X  , o 

z ~ X H-  -4-  — -J-T  H-  r— — t-t-4-  &c. 


dx  \.idx*  i.z.^dx^ 

& quia  fimili  modo  Z',  7J‘^  7.%^Scc.  per  X',  X^/,  X'"  &c. 
exprimuntur,  erit: 

S=S-H«x'  <i^pf'H4-X''H-X"'H-X'"'H-&c.] 

“7"  1.2  dx» 

(o3 


&c.  & 


% 


\ 
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& nifi  x^^**^*^  fit  mo,  hoc  modo  exprimi  poterit,  vt 
confideratio  infinid  tollatur: 

x!  — X/ 1 (X'^-XO  + (X"'-X/0  + (X^"-X"0+&c. 
ericque  ergo: 

2=SteoX'+w  C(X'/-XO  + OU^-XJ')  -I-  (X'/"-X"0  -f&c.}’ 

— ^ d.  pc'  -I-  y j-  x«>  -j-  xw/  -f-  yum»^  &c.] 

— CX' + X" + X/// + X//// + &c.] 

— ^-^^•CXHX//+X'//+X////+&C.3 

&c. 

Si  ergo  ponatur  u'zzdx  ^ orietur  differentiale  comple^ 
tam  ipfius  S ^ A -4~  B — f — C H*—  . • . X , ita  . 

expreflum : 

ds=.x»dx + dx  C(X"-xo  -I-  (X"'-X'0+ (X''''-X'/0+&c.3 

‘ — [X/-+-  X''-ih  X'"  -f-  -h  &C-3 

— i dd.  {X'  -h  X"  H-  X"/  -h  X""  &c.] 

— JiJ.[X^-|-X"-|-X'"-f--X'"/4-&cO 
• &c. 

374-  Ponamus  effe  xz::o,  fiet  X'rrA,  X''=B,  &c. 
ideoque  X'-|- X"-4- X'^'-}- &c.  erit  feries  infinita 
cuius  terminus  generalis  eft  ~ X . Formentur  deinde 
feries  ex  his  terminis  generalibus: 

i?L . ^^x  . ^x  . ‘ 

dx  ’ 2dx*  ’ 6dx^  ’ 24.dx*  ’ ^ 

qua- 


# 
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/.X  = 

= » 
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continuatarum  fummae 


r 

**a  dx^ 
J' 6 dxi 


= s 

= ® &C. 


& quia  poHco  ar  cz  o , fit  quoque  S _ &*S  erit 

fummtt  feriei  A-HB-+-C-|-D-|-  ..  . - 
tinends  *>i  terminos  j.  eft  enim  Z terminus  indicis  »,  fiue 
w fit  numerus  integer  fiue  fraflus.  Quare  habebitur 
S «A-+*w  C(B — — i— (C — B)  — ^(D  Gj--t“&c.3 

w 33  — w*(5  — — &c. 

vbi  prima  feries  praetermitti  poteft,  fi  feriei  propofitae 
termini  tandem  euanefeant. 


37?"  Scribamus  nunc  x foco  w,  abibitque  2 m S 

ita  vr  fit  1 2 3 4 

S zz  A “t“  B ”4”  *ri“  ^ ^ * 

atque  idem  ipfius  S valor  iam  per  feriens  infinitam  ex- 
primetur hoc  modo : 

S = A^H-2r(;(B-A>-|-.(C-B>4-(p-C>4-&c.} 

95^ -gjT* . 

cuius  valor  cum  aeque  diffin3;e  exprimatur /•  fiue  x fit 
numerus  integer  fiue  fradus,  differentialia  ipfius  S cu- 
iusque ordinis  hinc  fiiciie  exhiberi  pofiunt:  • i 

Fffff3  4iS 
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rr  A -4-  (B-A)  -h  (C-B)  -f-  (D-C)-+-&c 
— 58  — a QS!  jr  — 3 © •*■*  -- — 4 (5  — &c. 

—  € 325J? 6®x* roSar*  &c. 

</^S 

—  © 4 (5  ar  — lo^x* ;to®  ar» &c. 

e — S8^  — I5®x*—&c. 

‘Quare  cum  differeotiale  completum  fit 
= i/S  -H  iddS  -+-  id^S  H-  j’^d*S  -h  &c. 
erit  funftionis  propofitae  S dificrendale ' completum : 

Z=  A/ar-hCB-A)ir-H(C-B>ir-t-(D-C)ir-l-&c. 

f^dx — g (aarir+</ar») C3-*'*<»^>^+3ar<ir*+</x^) 

— @ (4X*</x+ 6x*(/x* +4arix^ — &c. 


57^.  Hoc  ergo  modo  fun£Honis  cuiusque  inex- 
plicabilis S difio-endale  afiignari  potefi  , fi  feriei 
A — B -+-  C “4“  D -4-  &C.  termini  infinitefimi  vel  eua- 
nefi»nt  vel  inter  fe  fint  aequales-  Quodfi  emm  huiu^ 
termini  infinitefimi  non  fuerint  ~o,  tum  fiunma  feriei 

^/X  * 

quae  ex  termino  generali  ^ formatur,  fiet  infinita;  ac 

vero  cum  ferie  A-f-CB- A)-4-(C~B)-f-(D-C)+&c. 
'coniun^a  fummam  finitam  conftiract.  At  fieri  poteft, 
vt  termini  feriei  A-4-B-4-C-4-D-4-&C.  ita  in  infini- 
tum augeanmr,  vt  non  fotam  feriei  58,  fed  edam  f©- 
riei  (S  fumma  fiat  infinite  magna,  quo  c^u  noo  fufficic 
_ ^ feri- 
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fcricm  A-H(B-A)H-(C-B)-4-&c.  adieciffe:  fed  quo- 
niam hoc  coTu  valores  infmiteHmi  §.  370.  confidcrad, 
I U>|  I M 

nempe  S , S , S y non  amplius  in 
arithmetica  funt  progreiHone,  vti  aiTumferamus,  huius 
pfogredionis  rado  erit  habenda.  Quemadmodum  ergo 
affumfimus,  horum  terminorum  differentias  primas  efle 
aequales  j ita  methodum  amplius  extendemus , fi  horum 
valorum  differendas  demum  fecundas,  vel^terdas,  vel 
vlteriores  conftames  ffatuamus. 


377.  .Retento  ergo  eodem  jt^uiocimo,  quo  §. 
iiunus  uff,  ponamus 'memoratomnf  villorum  difforendas 
demum  fecundas  elTe  conflantes : 

S , S , s j 

DIFF.  1.  X , X “ 

DIFF.  II.  * X —X 

Hinccrit  S — S zrS  H-«X  ^ 

1«  2 

(x‘“’ »1  ^ coCo)-!)^!  «-^1 


1.  2 


1.  2 


Quamobrem  habebimus  batx;  aequadonem  : 

. V -4-Z' 


S.-+-X'-+-X'/-4-X'//-+-  \ . . -HX'"‘ — . 

co(ttf-3) g)(co-i)^l^-+»l  ..... 

1.  a I,  a * ex 


^ . 
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ex  qua  elicitur  : : 

S n:  S -H  X'-H  X^'-+-  X^'^-f-  X''"-+-  &c.  in  infinitum 
-—‘7J — — TJ»  — 7JH> — ‘&C.  in  infioiaim 


H—wX 


|«+i| 


I <n+l\ 


I.  2 


Tennini  autem  iiU  infinitenmi  ita  r^raefemari  pote- 


runt , vt  fit 


— Z' — Z" — ZJ» 


\m  -+-  &C. 
Z////  — &c. 


f_l_x//4-x/«-hX""-i-X'""/H-&c.i 

»1  ’WX^— l~t»K  ' • }«' 

L — X' — x« — — &C.J 

«Cc-HOxy/ 


I.  2 


I.  a 


I.  2 


.XHt 

2X"- 


-X*» 

aX///. 


aX»»— &c. 


X'  -|_X//-4-X///-}-&c. 

f 

vnde  fimul  lex  patet,  qua  haec  expreffio  erit  compa- 
rata, fi  differentiae  demum  tertiae  vel  quaruc  vel  vltc- 
riores  fuerint  conflantes. 


378.  Cum  igitur  fit,  vt  f^pra  'demonflrauimus : ' 
M^x  . (wV«/X  . 

I lix 


Z =:  X 4- 


I.  2 dx* 


J a -I-  &C. 

z.2,sdx^  L-  y.o 


fi  loco  Z' y Z",  Z"' y Scc.  valorcs  hinc  oriundos  fiibfti- 
tuamus,  erit  valor  ipfius  S,  G loco  'jr  fcribatur  af--H  «, 
fequens  • .i 

- . .r  S=:S 
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= = s + - X/  + r+x»+x-+x-+x.-t-&ci 
^ [_.x' — X« — X/// — Xt — &C.J 

■+X"/  + X"-j-X»  +X«-j-  &C.' 
-aX"-aX'"-2X'»  - aX»  - &c. 
-j-X'  -f  X//-|-X/"-|-X"  + &c. 


<0,-1) 

I.  a 

“Cto-Oy 

I.  a 


w(»-i) 


1.  a 


— , X'/4-  X"/-t-  X///^-+-  &c.] 


u* 


a X//^/-|-  &c.] 

— ^‘^•CX'+X"-+-'x"/H-xwy4-  &C.J 

&c. 

Si  ergo  loco  o,  ponatur  prodibit  difFcrentiale  comple* 
(um  funfHonis  inexplicabilis  propoHtae  S ; Icilicet 

« = x-^,  + ,J+X»+X»4-X-+X.+  &C1 

[ X' XH X'" X" &C.J 


■X" 


dx(i—Jx) 


I. 


Jx(i  — dx') 


4-x/ 


dx(i-dx)  I.  a 


1.  a 

I.  2.  3 

- ^-^,1  dxii-dxXi-Jx)  dx(l-dx)(2-dx) 


1.  a.  3 
X / 

I.  2.  3 . I. 

&C. 


■|X"/+Xiv-|.X»-|-X«+&c' 

. 2X"-2X///-2X"-aXv.&c. 

+ X/-j-X//-fX"/-}-X>T-f&c. 

■+X«vf  Xrf  &c: 
-3X"'-3X‘»-&c. 
+ 3X"+3X'^'+&C. 
L-  X'  - X"  -&c* 

Ggg  gg  -d. 


I. 
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— i.  pc'-4-x//-hx///-f.xi»4-x^-4-&c3 

— 4 id,  X^^— f-  — |—  X w X^-f- &c*3 

— f pC^-+-X^^— l—  Xiv  _|_x»— |— &C.3 

X///-hX-v  -+-XT-f-&c.] 
&c. 

quae  cxpreflio  latiflime  patet , & quotaecunque  demum 
differentiae  fuerint  conftMtes,  differentialc  quaefitum  ex- 
hibet. Accommodata  enim  eft  haec  formula  ad  diffe- 
rentias conftantes,  & fimul  lex  patet,  fi  £bne  vlterius 
progredi  nccefle  fit. 

A. 

379.  Quod  fi  feries  A B -h  C -f-  D -f-  &c. 
ex  qua  formatur  fiinfHo- inexplicabilis 

1254  X 

S “ A -f-  B “t-  C — D -f—  . . . — j—  X 
ita  fuerit  comparata,  vt  cius  termini  infinitefimi  eua- 
nefeant,  tum.  vti  iam  nocauimus  ent : 
d^-zz d.  [X'  -t- X'/  -h  X//'  -h  X«»  -f-  &c.] 

— 4 dd,  [X'  -h  yj!  -+-  X"/  -h  X»v  -t-  &c.] 

— 4 (X/4-X//-+-X'"H-X«--f-  &C.3 

^4.  fx^  4.  X//  -H  X'^' X'»  -4-  &c.} 
&c.  ^ ' 

Sin  autem  illius  &riei  termini  infinitefimi  non  fint  rzo, 
fed  tamen  differentias  habeant  euanefeentes,  tum  ad 
iftam  exprefiionem  infi^r.addi  debet 

Ve-. 


Jv/  -H  X'  H-  &C.T 

i»  .i.  X'  _ X"  - X«  — X-  - &4 
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Verum  fi  terminonun  infiiiitefimorum  huius  ftrici 
A -+-  B -h  C D &c.  'difTerentiae  demum  fei 
eundae  euanefcanc,  tum  praeterea  adiici  oportet: 

X"  -h 

r A" 


dx(Jx- 


I.  a. 


‘l-x- 


.sX"  — 2XM  — 2X'» — &c. 
X/  -H  X'/  4-  X"'-4-&c. 


1. 


XM 
— iX" 
X' 


Atque  fi  memoratorum  terminorum  infinitefimorum  dif- 
ferentiae demum  tertiae  fuerint  euaneicentes,  tum  prae- 
ter has  iam  exhibitas  exprefiiones  infuper  addi  debet. 

X>»  4-  X»  -h  X’^  4-&C.' 
— 3X"'-:T-3X"-r3X’'  — &c. 

• 3X''  4-3X'"4-3X«»4-&c. 
__  X'  — X" — ,X"^ — &c, 
Sicque  porro  exprefiiones  infuper  addendae  erunt  com- 
paratae, fi  vlteriores  demum  differentiae  terminorum 
infinitefimorum  feriei  A4-B7i-C-i-D4-  &c. 
euanefeont.  Hineque  adeo  quaecunque  feries  afiumatuTt 
dummodo  eius  termini  infinitefimi  tandem  ad  differen- 
tias euaneicentes  perducantur,  fiinSionis  inexplicabilis 
ex  ea  formatae  diiferentiale  definiri  poterit. 


.380.  Si  ponatur  jrzTo,  fietX^~A,X^'zrB,X'"~C&c. 
Quare  vti  A 4-  B 4-  C 4—  D 4“  eft  feries, 
cuius  terminus  generalis  eft  X,  fi  ex  terminis  generali- 


bus 


dX 

dx’ 


ddX  . d^X  . d*  X 

2</x*  ’ 6<Ar*  ’ 24-dx^ 


&c.  fimili  modo  for- 


mentur feries  infinitae,  earumque  fummae  denotentur 
per  litteras : ^ ^ ; (S ; &c.  re^e£Hue.  Summa 
Ggg  gg  a w 
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w terminorum  fenei  A-I-B-+-CH-D-+-  &c.  ita 
exprimetur,  vt  perinde  fit,  fiuc  w fit  numerus  integer 
fiue  Iccus.  Scribamus  ei^  x pro  u,  vt  fit, 


I 2 3 4 . X 

S — A -1-  B -f-  C D -t-  X 

atque  fi  huhis  feriei  termini  iniinitefimi  euanefcant,  em 

S=  — &c. 

At  fi  termini  infinitefirai  difFerentias  feltem  primas  ha- 
beant confiant  es,  tum  ad  hunc  valorem  infuper  addi  de- 
bet hic : 

/a  “•~B-f-C-4-D-j-E-4-  &C.1 

1— A—  B—  C — D — &C.J 

fin  autem  illorum  terminorum  infinitefimorum  differen- 
dae demum  fecundae  euanefcant,  tum  praeterea  addi 
debet : 


1.  2 


-4-  B 
— A 


C-f-  D-f-  E-f-  E-+-  &C. 
— 2 B — 2 C — 2 D — 2 £ — &C. 
A-+-iB-i-  C-4-  D-f-  &c. 

Si  differendae  demum  terdae  fuerint  euahefeentcs,  tum 
infuper  adiici  debet  haeq  feries  infinita : 


ar(jr~iXy-a) 


1.  2. 


2B 

-4-  A 


-+-  D-t-E-^F-f-G^-  &c.' 
— sC  — 3D  — 3E  — 3P  — &c. 
-4-3B  -*-3C  -f-  3D  -t-3E  -+-  &C. 
— A — B — C — D '^&c. 


y ■ n 


&a  ^ . 


4 
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38 T.  Accommodemus  haec  quoque  ad  alterum 
funSionum  inexplicabilium  genus , quae  conftant 
continuo  produ£(o  terminorum  aliquot  feriei  propofitae 
A-t-B-t-  C-+-D-f-  &c.  iitque 

1234  X 

Szz  A B C D . . . . X 
& quaeratur  primo  valor  2,  in  quem  S transmutatur, 
fi  loco  X fcribatur  r h-  w ; ponamus  autem  vt  ante  efle 
Z terminum  feriei  A-f-  B-f-  C-f-  D-»-  &c.  cu- 
ius index  fit  x -i-  w , vti  X refpondet  indici  x. 
Quo  ergo  hunc  caium  ad  praecedentem  reducamus  lu- 
mamus  logarithmos,  eritque 

/S  ~ /A  -4-  /B  -H  /C  -f-  /D  H—  • . . -f-  /X 
Quod  fi  iam  huins  feriei  termini  iftfinitefimi  enanefcant, 
erit  eandem  methodum,  qua  ante  vfi  fnmus,  adhibendo 
/S  = /S  -4-  /X/  H-  /X"  /X"  &c. 

— ITj  — iTji  — iT/u  — &C. 
hincque  ad  numeros  regrediendo  erit 

• s - Q ^ ^ x'!!' 

2!  ' Z"  ■ ' TJ‘'> ' 

quae  ergo  expreffio  valet,  fi  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  ter- 
mini infinitefimi  vnitad  aequentur.  Sin  autem  logarith- 
mi  terminorum  infinitefimorum  huius  feriei  non  eua- 
fiefcant,  at  tamen  differentias  habeant 'euanefcentesj  tum 
ad  illam  feriem,  quam  pro  /2  inuenimus,  infuper  addi 
debet  haec  feries 


Ggg  gg  3 ficque 
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Hcque  numeris  fiunendis  habebitur 


SX 


iw  x"“  x"'“  X”’“ 


TJ 


Z" 


7J» 


&c. 


382.  Quodfi  ergo  ponamus  r — o,  quo  cafii  fit 
S = i &X'  = A,  X''  = B;  X'«  = C;  &c.  S de- 
notabit produftum  co  terminorum  huius  ferici  A,B,C,D  &c. 
Si  igitur  pro  u fcribamus  vt  2 obtineat  valorem^ 
quem  ante  ipfi  S tribueramus,  ita  vt  flt 


-1.3  3 4 . , . . X 

S = A.  B.  C.  D.  . . . ..  X 

quia,  nunc  Z',  Z",  Z"/,  Src.  abeunt  in  X',  X",  X"'  &c. 
fi  logarithmi  terminorum  infinitefimorum  ifUus  feriei 
A,  B,  C,  D,  E,  &c.  euanefcant,  exprimetur  S hoc 
modo 


^ — X' 


B_  ^ ^ iE  „ 

X//  ■ x«'  • X"  • X»  ’ 

Sin  autem  differentiae  demum  logarithmorum  termino- 
rum infinitefimorum  feriei  A,  B,  C,  El,  &c,  cuancs- 
cant,  tum  ifla  fun^o  S fequend  modo  exprimetur,  vt 
fit: 


s=a^5_^- 


X" 


yjn 


Xnr 


&C. 


fi  illorum  logarithmorum  differentiae  fecundae  demum 
fint  euanefcentes,  ex  praecedentibus  facile  colligitur,  cu- 
iusmodi  fa^res  tnfuper  addi  debeant quemicafura, 
cum  vix  occurrere  foleat,  hic  praetermittamus.  Cew- 
~ rum 
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nzm  vfhm  haram  escprefllonnm  in  interpokdonis  nego> 
do  capite  (equente  oftendam. 

383*  Hic  igitor  cnm  diflerendado  hniusmodi  func- 
donum  inexplicabilium  pocifllmum  (it  propoika : innefti* 
gemus  differendale  huius  fun£tionis 

S r::  A.  B.  C.  D X 

Ad  hoc  refumamus  aequadonem  ante  inuentam 
/S  = /S  H-’  lyi'  -H  /X"  ■+■  /Xw  H-  &c. 

— /Z'  — ITJ!  — — &C. 

& cum  /Z  oriatur  ex  /X,  fi  loco  ar  ponatur  ar-f-w,  erit 

/Z  =r  /X-h  ^ -4-  dJ.  /X  -+-  d^.  /X-t-  &c. 

quibus  valoribus  pro  /Z',  /Z'^,  /Z^",  &c.  fubftituds 
habebitur 

/2=  /S ^ d [/X'-4-  /X«-f-  /X"'+  /X‘r4-&c.3 

— ^ /X«'H-&c.] 

— [/X^4-  /X"4-  /X'W4-  /X"-f-&c.] 

&c. 

Ponatur  nunc  w zr  , fietque  /S  n:  /S  -+-</.  /S,  idco- 
qua  erit 

^=—  [/X'  -h  /X«-4-  /X/"H-  /X"r  H-  &C.3 

— i dd.  [/X'  -h  -h  -f-  /x«  -h  &c3 

— -ii».  [/X'-|-  /X//-4-  /X^/-h  &C.3 

• - &c. 


quae 
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quae  rormola  vakc , fi  log^chmi  temunonim  infinitefi- 
morum  feriei  A,  B,  C,  D,  &c.  euaneicant;  fia  autem 
ipfinon  euanefcant,  attamen  differentias  habeant  euanes- 
centes , tum  ad  praecedentem  differentialis  completi  ex* 
prefConem  infuper  addi  debet  haec  feries: 

vt  obtineatur  differendale  completum. 

3S4.  Idem  adhuc  aKo  modo  prarilari  poteft.  Po- 
natur jr~o,  quo  cafu  abit  /S  ino.  Tum  formentur 
feries,  quarum  termini  generales  fint: 
d.lX  dd.lX  dKl\ 

-jT'  n;^' 

harumque  ferierum  infinitarum  fummae  fint  reipefHue : 
91,  58,  S,  &c.  Scribatur  x pro  w,  vtfit 

eritque 

ISzz — •58.*'  — S-ir*  — — &c. 

fi  quidem  logarithmi  terminorum  infinitefiraorum  feriei 
A,  B,  C,  D,  &c.  cuius  terminus  generalis  eft  X,  eua- 
nefcant : at  fi  horum  logarithmorum  differentiae  demum 
euanefcant,  erit : 

/ S =:  x/A -h  1- (/ 1- -f- -h  / § H- / ^ -t- &c.) 

— 95x @jr* &C. 

Hineque  adeo  differendale  ipfius  /S  erit: 

...  j A B ,C  ,D  ,E  - \ 

-g- __  ^x/A -+- Q/ ^ H- / -g- -4- / ^ -h  / ^ -4- &C.^ 
58<^x  — - 2 QTx</x—  3®  x*</x—  &C. 

At 
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At  fi  differentiale  confplctum  defideretur,  erit  id : 

• « 

— — 95</jr— (5(2*'</ar-+-</*-*)— -©(3Jrir</jfH-3:r<ir*H-</:w*) 

&C. 

Ad  quarum  formularum  vfum  ofiendendum  fequenria 
exempla  adiicimus,  quae  vtroque  modo  refoluemus. 

^ ’ 

SXEMPLUM  I. 

• • 

Inuenire  differentiale  huius  fimSionis  inexpUcabilis : 
o _ * 3.  S 7 2X-I 

O I I • ^ • • • • " • 

2468  2X 

Hic  ante  omnia  notandum  efi,  terminos  infinitefimos 
horum  fafborum  abire  in  vnitates,  ideoque  eorum  loga- 


rithmos  euanefcere. 

— I 

Cum  igitur  fit  X ~ 

X"  = 

i = i &C. 

2Jr-f-2  ’ 

22--J-4  ' 2X-{-.6 

# 

& generaliter 

Wl 

ajr-4-2«— 1 

X = 

2Jf-t-aa  ’ 

H h h h h vndc 
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vnde  erkf 

M 


/X 

Zr  /(2X-4-2»— l) 

/(2X-4-2») 

d.  /X* 

2 Jx 

2dx 

■“  2X-+-2» — 1 

2 X -H  2 « 

H 

ddJX 

_ 4 

1 

4</x* 

(2XH-2U— l)» 

(2  X -4-  2 »)* 

w 

J*./X 

2.2.  4dx^ 

2.2.  4</x* 

(22--t-2«-l)2 

(2X-H2»)’ 

I»! 

d\/X 

2. 2. 4.  6dx* 

(2H-2»— !)♦ 

-h 

2.2.4.  Sdx* 
(ax-{-2  »)♦ 

&c. 

' 

vndc  erit  differcntialc  completum : 


d%_ 


2X-f-  I 
I 

2X~jr2 


24T-F3 

I 


ax-f- j 

I 


2X-f-4  2XH-6 


■f  &c. 
— &c. 


(2X-[-l)*  (2X-f3)»  (2X-1-S)*  ■f’ 

(2X-I-2)»  (ax-j-4)»  (2ar-}-6)* 

• I • I I 

"^(ax-f-sys 

_± i J &c 

(ax-f2)J  , (2x-\-4)K  (2X-I-6)» 

&C. 

Quod 
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Quod  fi  au(em  tantum  differendale  primum  quaeratur, 
erit  id : 

^ _ 
s — 


— a Jx  in 


C(2.*^+lXl^+2)  (3r-|-3Xajr-{-4)  (ixisX^^iO  + 'S£C.^ 
quod  idem  altera  metliodo  $.  394*  tradita  ita  inueiHgatur. 


Cum  ft  /X  = / 

dd.rx. 


iX~l 

2X 


J.IX 


erit  — rr 


dx 


aT^ar*  C^ar-i)  ‘ axx  ’ Sdx^  ^ 


ax—  I 
8 


3(ax-i^2  3x2 


ideo^ 


lue  fiet 


+ 


S3  = ^ 


a 

9 
3 

10 


• &C. 

-f-  &c. 
&c. 


\ — 2lt 


e=-f 


3*  ' S’  ■ 7= 


5)= 


* i_  *_ i_ 

3»"T4»  6*  8» 


‘6* 

&c. 

Hhh  hh  3 


8* 


flue 


# 


% 


Digitized  by  Googie 


7»6 


CAPUT  XVI. 
fiuc  erit : 


»=  -f- 

t( 

' L ^ i 

7 + 7-^0 

g =z  — 

''i—  JL  

W 3»  ^ 3» 

ii 

+ 

-( 
3 ' 

" * 1 * 
n -+-  iJ  — 

^ + 7-^0 

ff  — 

-i 

^ I , I 

-L  j--L__acc^ 

5»  — 

4 ' 

3*  ^ 3^ 

&c. 


QmbtR  valoribus  fa|uentis  fubfHtutis 

iiS  . r I , I 

— a dxl  i i 

S V a 3 

, . z'  t . I 

erit: 

- — + &c. 

4 5 

---4--- &c 

&C. 

• »*•*•*  ^* 

2*  3* 

.-L-J— L- 

» -L  -4_-L 

Q ^ UX 1 4 

a3 “+^33 

-43-+-,3-~&C. 

, <ri-  i6x^dxft — 

34  • j4 

- “ "ri”  ~~  ~~  &C*. 
44-1-, 4 

&C. 

) 

) 

) 

) 


Si  igitur  fit  xrnzo,  quo  cafu  fle  /S:::=o  & Sz:i, 
erit  <fS  =:  — %ix  /a. 


mxi* 


4 *. 
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EXEMPLUM  II. 


7^7 


Imenire  differentiaU  huius  functionis  inexplicabilis : 
S I.  2.  3*  4“  ....  X 

Huius  feriei  i,  2,  3,  4,  &c.  termini  in  infinitum  ita 
crcfcunt,  vt  logarithmorum  differentiae  euanefcant:  eft 

enim  /(c«-+-i)  — /«)—  ^ 

Cum  igitur  fit  X“-r  erit  X'”x-t-i  ; } 

zz  X -+•  3 ; &c.  porro  autem  ob  lyizz  Ix  fiet 

d.  /X  i — • — } dJ.  /X  j d . /X  — j 

/X  — — J &c.  vnde  fi  logarithmi  vldtni 

cuanefcerent,  foret 

S 


+ 7^7  + 


jr-f-3  ' x-4-4 


+ tC(x+0»  + (H=)*  ■^(•>^+3)*  +(A-+4)*‘^^0 


&c. 


At  cum  differendae  demum  logaridimorum  cuaueTcant, 
infuper  addi  debet  haec  expreffio : 

Hhh  hh  3 Quia 
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vero  eft : 

' — + --i -r-r-n  4- 

— r+7  2(x+o»  + 3(->^+0’ 


-i- 2” a (^+2)»^  3(^+2)*  4(^2)“» 

&c. 

-erit  verum  differentiale  completum: 

O 

• - &C. 

Sin  autem  altero  modo  differentiale  hoc  exprimere  ve- 
limus, quia  eft 


/X 


^./X  __  . 


dJ.m 

2 dx* 


2X 


1 i 


^2./X_J_.  llJL:  &C. 

edx^  32tV’  2^dx^ 
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habebuntur  fequentes  feries: 

e =-  J 

e =-iO  + ^ + ^H-jr  + p-H&0 

• &c. 

Hinc  ob  /A  z:  /i  =:  o,  fiet  ex  §.  384  : 
l%  — X 0— 4-^— 

V.  I ' 2 3 4 ✓ 

— ^ (i4-y4-j4-j4- &c.) 

p-h;^+&0 

• ix^  ii  *0 

4-f  &c.) 

&C. 


Binae 
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Binae  tutem  primae  feries,  per  quas  t cft  multiplicatum^ 
ecianifi  vtraque  habeat  fummain  infinicam  , tamen  am- 
bae (imul  fummam  habent  finitam.  % enim  vtriusque 
« termini  capiantur,  prodibit: 


/(«-f-x)  — I— -j 


t-h 


I 

3 


At  fupra  §.  142.  inuenimus  efle 

— “1“  • * • H — Conft.  ”4—  / tt 

34  » 


haecq^  conftans  prodit  zz  Oy$772t^66490tJ32^. 
Quodfi  ergo  ponatur  n zz  c/x , erit : . 

X _4- -L -4- — -f- — h . . . -1-  — = Conft.  + /eo, 

.vnde  binarum  illarum  ferierum  in  infinitum  continuata- 
rum valor  erit*~ /(eo  H-i) — Conft.— -/co^ — Conft. 
. Ex  quo  erit: 

/S— X.  o,  57721  5^^490  1 5 32  f' 

-I- i"  (1 + i -+- i ^ -+- &c.) 

jr+ jr-t-pH- &C.) 

&C. 

vnde  diiferentialia  cuiusque  ordinis  facile  reperiuntur. 

Erit 
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Erit  eoim : 


8oi 


0,  J77ai  J66450I  5 3*  y 
H- x</x  -H  ^ -f.  ^ -f.  ^ -h  i -j- &c.) 

_ , Vx  ( ■ -I- i + i 4- ^ + i + &c.) 

fc.) 


&c. 

At  fi  hae  feries  in  vnam  colligantur  erit  : 

— </x.  0,5772  1 5^5450153*  J ' “ • 


d^ 

S 


xdx 


xdx 


xdx 


xdx 


i(i+x)  2(2+jr)  3(3+^)  4(4+-»') 

Quare  fi  fit  x“o,..  fiet: 


+-&C.' 


-g=Z //jr.  o,  5772  I 5(S«490I  5 32  5 

Ex  priori  vero  expreffione  hoc  cafu  erit:  ~ 

i''-' 0 + ^-+- ^ -f- &c.) 
W- (1  •+■  i + p ^ + &c.) 

&c«  <■  » 


I i i i i - - . 1 


38J. 
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38y.  Hinc  ergo ; etiam  hiiinsmodi  fun£Hotram  in- 
explicabilium differentialia  quouis  ,cafu  fpeciali^  cjdiihlwi 
poflum,  proptcrea  quod  hic  differentialia  completa'*erifi. 
mus.  Qiiamobrem*fi  tales'  funftiones  ingrediantur  in 
exprefflones,  quae  indeterminatae  videntor,  cuiusmodi 
capite  praecedente  tradauimus  j .valores  ead^  methodo 
deffniri  poterunt,  vti  ex  adiun6^  exemplis  intellig^ur. 


f , i ! • 

1 . i-  EXEMPLUM  rj- 1 / '1  - 

Determinare  vdorem  huius  exprefflonis : 

s 

V;  . H-i 

23  X I 

■ 

X(x-l)  ‘ ‘ • (x-i)(ax-i)f. 

, , ••  'eo 

caju,  'quando  ponitur^  X,:z  I.’ 

Ponamus  i -4-  — -f-  — S. 

• ' Z;  3 . H>  .ilf  \ * *■  ’ 

erit  ex  §.  372  : 

( 

' ‘ ' ! 

" &c. 

fcu  cum  fit  quoque 

S — -^K  Y "H  Y 

! ! L;_&c.  , 

C I+Jf  a-J-Jf  / 3fjf  4+jf  5fjT  fi 
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fi  quiuis  terminus  fuperioris  fcriei  cum  praecedente  in- 
ferioris combinetur , prodibit : ’■  V .* 


. l.S  = I H- 


X-  1 


1 


r— 1 


-4-&C.  - 


2(  !+•*■)  ' 3(2+^)  4(3 +2-) 

quae  expreflio,  quoniam. poni  debet  x— i eft  commo- 
dior. Sit  ergo  x ~ r w , fietque 

U)  , w • ji»  1 


S = I 4- 


2(2+0»)  3(3+0») 
fiue 


4(4+0») 


4-&C.' 


93  0» 


w* 

&C.  &C. 

Tota  ergo  expreflio  pofito  a"  “ i H-  o»  abibit  ih  hanc : 

I -4- 93o>' — <£o>*  ^o»^  — &c. I • • ' 

w(l-l-w)  w(H-2C«»)- 

fc,  35  w 2 gw»  _ i-4-9S-4-2«8o»-  go»-^&c. 

w(i-t-w)(H-2  0»)  (l -4-0»)  (H-2W^T 

Ponatur  nunc-o»rz  o,  atque  expreflionis  propofitae  va* 
lor  caTu  xzzii.,  erit:  • : i.  . i.  j 

1=  1 -P  58  = I 4-  ^ ^ ^ ^ " 

quae  feries  cum  fit  = + fequitur  valorem  quaefi- 

tum  efle  — j-w*.  ■ * 

- lii  ii  a xxem- 

Jt: » . 
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EXEMPLUM  rr.  • ’ ’ • 

' . Immire  vdorem  huius  exprejjitmis  : 

gX-XX  ffyX  (2X-l)(l  + f + . . . ii) 

(x-0»“^6(x-0  x(x-o» 

cafu  quo  ponitur  x rr  i . 


Poaatur  . . 

...  - a 3 


-r=S,  ftatua* 

turquc  jr  rr  I -t-  w , fiet  vt  in  exemplo  praecedente 
inuenimus  : 

S=  I -+- exiftentc 


&c. 


^ 1,1,  i.r  „ 

® + &c. 

&c. 

Pofito  ei^o  X m "f-  w expreifio  propofita  indaet  hanc 
formam : 

I — Mw  . Ci4-9SX^4~<«>)  (i-f 2co)(r4-%^-<£»* 

um~'  ut  (i-f«i*)cu* 

quae  ad  eandem  denominationem  perdn^fit : 

I -4-w— w*  — 0)3 -4-w-J-aw* -4-w^  H-S5w(l-+-aw-+-««)  ' 

— I — — — 2M  — ai8«**«>f-  aSca?  &cT 

-7  <■  ; ' quae  redadtur  ad  hanc  formam : 7..‘  .r:i 

w*  Sw*  — S8 w*  “f“  a &Ct  - 

w ?C*  *+*  Fiat 
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Fiat  nunc  atque  pnxlibic  Quocirca  ex- 

preffionis  propofitac  valor  cafu  jt—  i,  erit  ;:r  i 
ideoque  per  hanc  (eriem  exprimetur: 


( 


cuius  fumma  cum  neque  per  ktgarithmos,  neque  per 
peripheriam  circuli  t exhiberi  point , valor  quaefitus 
«riamnum  alio  modo  finite  aflignari  non  potefV.  Ex  his 
ergo  duobus  exemplis  vfus,  quem  differentiatio  funtlio- 
num  inexplicabilium  in  do£brina  ferierum  habere  potefl, 
fatis  luculenter  peirpicitiu*. 


SS6.  In  methodo  hic  tradita  fun£Hones  inexpHcar 
biles  differentiandi  aflumftmus  fenei  A,  B,  C,  D,  E,  &c. 
terminos  infinitefimos  vel  efle  =o,  vel  differentias  tan- 
dem euanefeentes  habere ; quorum  fi  neutrum  contin- 
gat, ifta  methodo  vti  non  licebit.'  Hancobrem  aliam- 
expOnam  methodum  huic  -conditioni  non  adffriQ^am, 
quam  fummatio  generalis  ferierum  ex  termino  generali 
petita  & fupra  fufius  explicata  flippeditat.  Denotent  igi- 
tur litterae  31,  58,  &c.  numeros  Bemulliai^ 

§.i22.  exhibitos,  fitque  fnn£Ho  inexplicabilis  propofita  haec: 

• 1234  X 

S =:  A -+- B -f- C -1- D H-X 


& quia  fupra  (130.)  offendimus  fore; 

S=/X^x-i-iXt^ 

'\.2dx  i.2.3.4<&3  i.3.3.4.j.6«iri 

lii  ii  3 


-&c. 


hinc 


805  CAP  V 7 XFh 

hinc  fkcile  pric . iftius  iun£lionis  S diifereatMle.  es^M^orc 
erit  enim  ^ 


\,zdx  L.2.3.4t/r^  ' i.2.3.4.j.5<ie* 


387.  Sin  autem  progreifio  propofita  coniun£)n  fit  cum 
geometrica,  quo  caiii  termini  eius  infmitefinu^npnqnain  jod 
di^rentias  confiantes  reducuntur,  gc  proptereamdhodus 
prior  locum  inuenit  nullum;  tum  methodus  $.174.  ti^i^ 
medelam  afferet.  Si  enim  propofita  fit  haec'fun^o'r 
S ~ Kp  —1—  B/>*  -1—  -j—  Dp*  — f»{  . ^ X^*, 

quaerantur  valores  litterarum  S,  y,  -&C.' vt  fitiici 

“ j au  — 1-  Su*  -\-yu^  -4-  Su*  — J-  &c. 


p-i 


p — e' 

qmbus  inuends,  vti  cos  -170.’ exhibuimus,  erit  : 


• M 


S=-^./>*fx- 

r-i  \ 


a</X  , SddX  'yd^X  ^d*X 


4x  dx'^ 


dx^ 


+. 


'v.- 


± Conflante,  quae  fiimmam  reddat  ZZ  o',fipoiw- 
tur  x~o^  feu  quae  cuiquam  alii  cafui  fkisfiiciac  '.  Suinto 
ergo  differendali  haec  conflans  ex  compmo  abibit,  eritqiie: 


p-i 


(d\- 


addX  , ^d^X 
dx  . * dx* 

. fiac.  , . 
JdX 


y^x 


dS:=:Pj::^^xlpr:{alp-i)dX^l^lp^!^^^ 

quod  efl  differendale  quaefitum  fud£Udi^  propofitae  S. 

i 1 . t ! ■ " 388. 


‘i.y 


Digitized  by  Google 


C ^ P U~T  XVI 


807 


388.  Sin  autem  fun£Ho  ■ inexplicabilis  propolTta  ex 
faftoribus  conftet  , eorumqua  logarithmi  infinitefimi  dif- 
ferendas habeant  conflantes  fine  minos  j tum  hac 'quo- 
que methodo  difTerentiale  funflionis  perpetuo  exhiberi 

poterit.  Sk  enim  « 

• 1234  X 

S = A.  B.  C.  D.  • . X. 

Quia  hinc  fit 

• = . . . H-/X 


&C. 


methodo  fuperiori , numeros  BemooUianos  in  fubfidium 
vocando  erit : 

i.2.3.4</x> 

qua  expreflionc  ' differOTtiata  - fit  ; 

- = JWX -t- , ^./x  4- 


g^«./X 


I.2^.4</4T» 

1.2. 3..  ..  idx'' 


X 

II. 


i.2.3.4.5.6.</*'* 

Hinc  fi  fuerit  X zz  x y vt  fit : 

S I.  a.  3'  • • 

0 fiet  applicatione  fafla 

■ — f ^ 4-  &C.  ■ ' 

s 2X  .24fj:  4X*  6x‘ 

> 1 i"  . ' 

quae  forma,  fi  jt  fit  numeros  valde  magnus,  commodius 
vfurpatur,  quam  eae,. quas  ante  inuenimus. ^ 


: i 'i  1 i!..  i 
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CAPUT  XVII.  ^ 

DE  INTERPOLATIONE  SERIERUM. 

389.  • 

Series  interpolari  dicitur,  dum  eius  termini  aiiignan- 
tur,  qui  refpondent  indicibus  fragis  vel  edam  fur- 
dis.  ■ St  igitur  feriei  terminus  generalis  fuerit  cogrtitus, 
interpolatio  nullam  habet  difficultatem , cum  quicunqjue 
numerus  loco  indicis  x fubftituatur  exprcfEo  prae- 
beat terminum  rclpondentem.  Verum  fi  feries  ita  fue- 
rit comparata,  vt  eius  terminus  generalis  nullo  modo  ex- 
hiberi queat ; tum  interpolado  huiusmodi  ferienun  ple- 
rumque cft  maxime  difficilis , neque  maximam  partem 
termini  indicibus  non  integris  relpondentes  aliter ' hid 
per  feries  infinitas  definiri  pofTunt.  Quoniam  ergo  in 
Capite  praecedente  huiusmodi  expreflionum,  quae  more 
confueto  finite  exprimi  non  poflunt,  valorK  quibuscun-. 
que  indicibus  relpondentes  determinauimus;  ea  tradhido 
maximam  afferet-  vtilitatem  ad  incerpoladones  perficien- 
das. Quam  ob  cau&m*vfum,  qui  eX'lu{|priori  Capite 
in  hoc  negodum  redundat,  hic  diligendus  pitlequemur. 

350.  Sit  ergo  propofita  feries  quaecunque 

I 3 3 4 • " ; j:  ' ■ ' 

A “i—  B —1“  C — D -f"  » . • . • , X- 
cuitis  terminus  g^eraUs^  X fit  cognitu^^ffi  au- 

tem S lateat.  Hinc  formetur  alia  feries,  cuins  terminus 
- gene- 


y 
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generalis  aequetur  illius  ieriei  temiiao  (ummatorio,  erit? 
que  ifla^oua  feries: 

A ; (A+B) ; (A|B-}-C) ; (A+B+ C+D) ; (A-fB+C+D+E); 

&c. 

eiusque  cemunus  generalis  feu  indici  indeHnito  x relpon- 
dens  erit  A ~f~  B — j—  C ri—  D -4~  . • • X Sj 

qui  cum  explicite  non  fit  cognitus , interpolatio  huius 
nouae  feriei  iisdem  difficultatibus  erit  obnoxia,  quas  ante 
meminimus.  Ad  hanc  ergo  feriem  interpolandam  inues- 
rigari  oportet  valores  ipfius  S,  quos  recipit,  fi  loco  x nu- 
meri quicunque  non  integri  fiibfUtuantur.  Si  enim  x 
eflet  numerus  integer,  tum  conueniens  ipfius  S valot 
fine  difficultate  reperiretur,  additione  fcilicet  tot  termino- 
rum feriei  A-h-B-+-C-|-D~|-&c.  quot  x contineat 
vnitates. 

- 391-  Quo  igitur  ea,  quae  in  Capite  praecedente 

funt  tradita,  in  vfum  vocari  poffint,  ponamus  x effe 
numerum  integrum,  ita  vt  valor  ei  refpondens  S • 
A-l-BH-C-f-  . . . -f-Xfit  cognitus,  & quae- 
ramus valorem  S,  in  quem  S transmutetur,  fi  loco  x 
feribatur  x-\-u>,  exiftente  u fra^one  quacunque;  erit- 
que  2 terminus  fenei  prqpofeiae  interpolanda^  qui  res- 
pondet indici  -r  aui|^i|||^  ihuento,  interpolatio 

huius  feriei  erit  in  pr^tpPV^it  2 terminus  feriei 
A,  B,  C,  D,  E,  &c.,qui  m^^  x^-w,  fint- 

que  Z/,  Z'^  &c.  termim*  aus  cmifixutiui  indices 

habentes  jr-f-w-t-i ; j ar-f-w-f-j  ; &c. 

Kkk  kk  ^ - c 
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Ac  primo  quidem  ponamus  feriei  A , B , ,C~,  0 ,> 
terminos  in^tefimos  enanefcere.  His  ergo  po^  feries 
I a 3 4 

A j (A-+-B)  i (A-i-B-i-C)  j (A-f-B-f-C-+-D)  j &c» 

cuius  terminus  indici  x refpondens  e(l 

S “ A B C — f“  . . . . — |—  X 
interpolabitur  quaerendo  eius  terminum  2 , qoi  indici 
frafto  AT  -+-  w reipondeat , erit  autem  vti  inuenimus : 

~ — Z' — 2J' — 7JH — TJiit — &c. 

iicqne  habebitur  feries  infinita  ifti  termino  quaefito  S 
aequalis,  quae  ob 

h&c. 


Z = X 


uJX  , U^JdX  . 


dx  j.idx*  ' i.i.^dx^ 
in  hanc  formam  transmutatur,  vt  fit : 


(0 


' S = S — -j-d.  [x^-h  x«4-  xw-H  XW/-H  &C.3 


dx 

w 


-j-  dd.  [X^H-  X////-H  &c.] 

&c.  ' 

quarum  formularum  ea^^uac  quouis  cafu  commodior 
videatur , adhiberi  potefll^ 

39».  Sumamus  pro  A,  B,  C,  D,  &c.  feriem  har- 
monicam quamcimque  — + 4-  — — r 4-  — — 4.  gtc. 

^ ^ a ' a-^b  ' a-^zb  ' a\^b  ~ 

"-.'i  - ' i cuius ‘ 
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cuius  terminus  generalis  feu  indici  x reipondens  eft 
=:  X.  Hinc  formata  (it  ifta  feries: 

3 4 

(7+4^)  5 (7+Jp+^^)  5 

cuius  propterea  terminus  indici  x refpondens  erit; 

^ a ^ a-^b^  ^ /i-|-(x— i)^  * 

Si  iam  2 denotet  terminum  iftius  ferici  indici  jr-f-» 
refpondentem  , ob  Z — . . ■ > ■ — -t7  . erit 


X"  = 


I 


a^bx  ’ ^ a\bx\b(a 


a\b\bx 

I 

a\2b\bx  * 

&C. 


; Z^  = 


7J"i 


a\b-^bx\b<a 

I 

’ a\2b-\-bx\bta 

&c. 


hincque  orietur: 


S z=  S 


7r  ■ 


bx 

I 


a\b\T, 


a ^2b 
■! 


■4-&C. 


-&c. 


a-\-bx\4m  a\b\hx4^b(a  ; 

; . -•  • : : ..  . . . 

Kkk  kk  » alte* 
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altera  exprcflio  autem  erit  hoiusmo^ : 

S=S+  bu)  + (^a\b\bxy^ 

(^(a\bxy  ^ Qi\b\bxy  ^ (/r-|-2^-('^^)'*^^0 

• &C. 


I 

1 


EXEMPLUM  r.  ■ 

Propofita  fit  ifia  feries  : 

C*"4“i)  ; (*“+-4-4-l-)  ; > &c* 

fwwj  terminos  y qui  indicibus  fragis  refpondenty 
imeniri  oporteat. 


Erit  ergo  «zzi  & 4~ij  vndc  fi  terminus  indidi 
integro  x rcfpondens  ponatur 

I 

X ’ 

terminusque  indici  frafto  jr-4- w refpondcllis  vocetur  ~ 25, 

erit : 

I 


S=r+^-(-f-t- 


==s-*-rp'^  rp-*-  T{^-^ 


4-  &c. 

-&C, 


4+-»^  5+J^ 

I I I I I 

i-j-jE-j-w  s-\-x-\-ta  4-}-2r-f-w  5-j-Jr-f» 

Notandum  autem  cft,  firinuentus  fuerit  terminus  refpon- 
dens  indici  J&a^o  u,  quem  ponamus  =:  T,  ex  eo  ter* 

r.  • • ■ .1  mi- 


N 
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minam  indicis  facile  inueniri  pofle;  erit  enim, 

li  T',  &c.  denotent  terminos  indicibus 

i-f-w,  2-+-»,  3-+-W,  &c.  rcfpondentcs: 

T/  = T4--!- 

I-j-W 

T"  =z  T -f-  -J-  H-  -j- 
, l-j-co  a-j-w 

T///=  T-H -J- -+- -4- H- ^ &c. 

vnde  fuffidt  cos  tantum  terminos , qui  refpondent  radi- 
cibus w vnitate  minoribus,  inueftigalTe.  ^cm  in  finem 
ponamus  zz  o , erit  quoque  S ziz  o , atque  terminus 
ferici  T indici  frafto  w refpondens  ita  exprimetur : 


T=  -r 


+ ^ + 
j i_ 

3-f-w  4-fwW^ 


1 

a 

_I I_  _ 

I-fo)  2-fw 

vel  his  fra^ionibus  in  feries  infinitas  conuerfis  prodibit 
akera  exprefilo: 

T =-4- " 0 ^ ^ ^ P 


4' 

I 

4^ 

1 


1 

F 

I 

F 

1 


■ &c.^ 

&c.^ 


3 
&c. 

Kkkkk  i 


quae 
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quae  ad  valorem  ipfius  T proxime  ixiueniendom  per- 
quam  cil  apta.  ^ t. 

Quaeratur  ergo  propofitae  feriei  terminus  refpondens 
indici,  f qui  fi  ponatur  =iT,  erit: 

'T—  I — tH-t — j— f-f — — f-h&c. 
fcu  T~a(J — T“l~?  — — &c.) 

cuius  feries  valor  eft  2-2/2,  ficque  terminus  indicis 
— i finite  c^^rimi  poteft.  Erunt  ergo  termini  fequen- 
tes,  quorum  indices  funt  4 , i , | j , &c.  ita  expreffi  : 
Ind.  4 i 4 4 

Term.  2-2/2;2+^-2/2;2+f+f-2/2;2f *_3/a.&c. 


EXEMPLUM  IL 
Propojita  fit  ifta  feries  : 

I » 3 4 

I ; ; &c.‘ 

cuiiii  termims  indicibus  fra£lis  refpondeMes 
. exprimere  oporteat. 

Erit  ergo  /r  i , ^ r=  2 , 'vnde  fi  terminus  indici  in- 
tegro X refpondens  ponatur 


ix—  I 

terminusque  indici  frafto  xH-w  vocetur  rrS,  erit 
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8iJ 

Ganl  igirar  fofficiat  terminos  indi^bns  vnitate  minori* 
bus  afHgnafle^  iit  = o,  & S = o:  qaodrca  (i  termi* 
nus  indici  u conueniens  ponatur  =:T,  erit: 

T = 1 H- 4- 4- -1-4-&C. 

3 5 7 5 

? ? ? .* ? &c. 

^ I-j-aw  s-j-iw  5-{-2W  7-|-2w  j-j-aw 

& ii  u numerum  quemcunque  denotare  ponatur,  quo- 
niam T eft  terminus  indici  w refpondens , erit  T ter- 
minus generalis  feriei  propoiitae , qui  edam  hoc  modo 

exprimetur : ^ 

rp  _ SU) ^ I 2W 1 I 

” l(l-|-3w)“'”3(3-t-2w)”^s(5-|-2w)”’”7(7-|-3w)  * 

vel  ita: 


T =:  aw  1 

I 

8 

*4“  8»^  ( 

-h&c.) 

— l6w+  ( 

&C. 

Pona- 
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Pontmas  efle  w = | , erit  terminos  huc  indid  rei|KMi' 
dens  — i-hf  — &c.  = /2, 

cruntque  v 

Ind.  T i 4 ■{• 

Tcrm.  /2;  f + /2;  ^-f-  j-f./2j  |+^4-j.-4-/2j 

&c. 

Si  fit  £ozz|;  erit  ‘ ‘ ‘ j|^ 

T ~ -H  I -f-  T -I-  f -f-  \ -4-  &c.  fine 

— f f — x*r  — tV-t.  &C. 

T=:i  --  = 

393-  Quod  fi  ergo  h|ius  feriei  generalis : 

T 5 J *«• 

quaeratur  terminus  refpondens  indici  = f , ponatur  in 
cxpreffionibus  §.  praeced.  jr  :z:  o , & w — i fietquc 
S:=^o,  & terminus  indici  ^ relpondens  quaefitus  erit 

* * 4&C. 


4 J ?_± 

I nl^h  o/t-X.oh  * 




, <1  za\b^  a\b  2a\^b  ' a-\-2b  zn-i^^b 


fiuc  terminis  ad  maiorem  vniformitatem  'perdaCHs  «it 


t * I 


I' 


:i-: 


- &c. 


2«  2/7-j-^  * 2<J-j-2^  2fl-[-3i  2rt-f 

in  qua  ferie  cum  figna  -h  & — alternentur , fumen- 
dis  continuis  differentiis  per  methodum  fupra  expofitam 
valor  ipfius  i ^ par  feriera  magis  conuergentcm  ex- 
> primctur. 

Erunt 
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Eram  autem  dificremiarum  feries: 
h , h . h 

»a{2a\b)  ’ {za^b^jia-^-zb)  ’ (jia^zb^^ta-if-^b) 
i b h • i b h 


»*r 


&C. 


2a(^ia\b'){2.a^2b)  ’ (^2a\b'){a\ib){2a\ib) 

li! . &C. 

ia{2n-\-b){2a\2b)(2a\^b)  ’ 

&c. 

Ex  quibus  concluditur  fore : 

_ I ib  j.  2 bb 

i 2 — L«  ■ — 

* 4^  ^ 8 a(,ta-\-b) 


; &C. 


I.  2.  3 b* 

}2  a(^2a\b)  (2a\2b)  (a/»+3^) 


i6  a(2a\-b){2a\2b) 
Scc. 


S = — 

2a 


Hineque  ergo  habebitur : 

k-b  , \\bb 


2a(2a\b')  2a(2a\b')(2a\2b') 

. I BLj, 

2 rt(s  n\b)  (2  rt-l-2  (2  tt\^b)^ 

quae  feries  maxime  conuergit,  atque  valorem  termini  3 
lacfli  labore  proxime  exhibet.  . 

354.  Quod  fi  autem  in  genere  leriei  A, B, C,  D,  E,  &c. 
termini  infinitefimi  euanefeant,  terminusque  indici  w re- 
fpondens  fuerit  =Z,  eiusque  fequentes,  qui  indicibus 
(0-1-2,  w-1-3,  &c.  refpondeant , fint 
7J  TJ>,  Z'»,  &c.  Si  in  fuperioribus  (351)  ponatur 
’ Lllll  jr=o, 


tl8 
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X—O,  vt  ft  S=o  & X'=A.  X'/  = B,  X'«=C,  &c. 
fequetur,  Ci  formetur  hoiusmodi  feries: 

A,  (aA-B),  (A-t-B-f-C},  (A-4-B-+-C-t-D),  &c. 
ciusque  terminus  indici  w refpondens  ponatur  — S,  fore 
2=  (A-ZO  -4-  (B-Z'0  -h  (C-Z"0  -H  (D-Z")  -+-  &c. 
ex  qua  expreffione  termini  quicunque  intermedii  defini- 
ri poterunt-  Sufficiet  autem  ad  interpolationem  perfi- 
ciendam eos  terminos  inueftigaflc,  qui  refpondeant  indi- 
cibus u)  vnitate  minoribus.  Si  enim  terminus  2 indici 
huiusmodi  cuicunque  u refpondens  fuerit  repertus,  ii- 
que qui  conueniant  indicibus  w-f-i,  w-i-a,  «-+-3j  &c. 
ponantur  2/,  2//,  2",  &c,  erit 

2^  = 2 Z^ 

2y/  =:  2 -f-  Z^  -H  Z/' 

2///  ==  2 -f.  Z'  4-  Z^'  -H  Z''' 

■&c. 

: EXEMPLUM  L 

Interpolare  hanc  ferient: 

^c. 

Sit  2 huius  feriei  terminus  refpondens  indici  u,  & 
cum  haec  feries  formata  fit  ex  fummatione  huius: 

* ~+"  t “4“  i “4“  TT  “f“  Ttr  H“  &c. 

cuius  terminus  indici  w refpondens  eft  =r  ^ erit 

' Z = 
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xrrr. 

ii9 

Zr=-4-  * . -H  ~ "H 

-r  t 

~ -4-&C. 

i 

' ‘ t X 

X ‘ 

5 — -.—Scc. 

(i-i-w)*  (a+«)* 

(3»* 

(4+w)’^ 

Quod  fi  ergo  (eriei  propofitac  quaeratur  terminus  indi- 
ci i reipondens,  poni  debit  «rrr-i)  fietque: 

2—  r — I -f-  — tV  -H  i — -+-&C.  fiue 

S=4a  — — xV-H  xV—  * 

^ • 

Cum  igitur  fit  i — f -h  f ^ — x V "+“  ®rit 


2 — 4 ~ ^ 

nus  indici  -I  reipondens.  Hinc  ergfo  rclpondebunt 
Indicibus  1 i • f ' 

Termini  4-  i»* ; t + ^ — j tfJ  + xV  — x’*’*  i 


t 

I 


-...EXEMPLUM  II. 
Interpolare  hanc  .feriem:  ~ 


Cl-4-f)  j (l-i-f 


-4-xt)  ) (* 


V ' 


<^C. 


Sit  S terminus  refpondens  indici  cuicunque  w,  & 
cum  haec  l^eis.  formata  fit -ex  fummarione  huius: 

X H-  i -H  x’t  -H  ?V  “+"  TT  + 

. cx  qua  fit  terminus  indici  00  reipondens  Z ~ ^ 

(2Wf  (20)4- 3)»  * ^ .*”(2“+j)* 

- &C.  . 

. . Lll  11  a Quam- 
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Quamobrcm  habebitur: 


I 

I 


I 

I 


49 

1 


&C. 

(l-f2W)*“(^W)*"^“20.))a  “(7^  2«)»  &C. 

Ponamus  w=:i,  vt  inucniamus  terminum  fcrici  propo- 
fitae  refpondentem  indici  J , qui  erit  : 

2=1 ^-4-&c  — — 

f“9  16^25  36^  —71» 

ex  quo  termini,  qui  medium  interitcent  inter  binos  quos- 
vis d«os,  fequenti  modo  exprimentur.  Refpondebunt 
Ind.  T ; 4 ; 4 ; i - Scc, 

4 12^4  i^*ia’4*i6T35T  J 

EXEMPLUM  IIL  * 

Interpolare  hanc  feriem  : 

I a 3 4 

* K*  7^)  ’ 0 3^)  » 0 p + ;p)  > 

Sit  vt  ante  2 terminus  indici  ca  relpondcns , erit 

Z=  -V ; & TJ— 7-4-^ ; Z"= —1— ; z'"~  — ^ 

fc)J’  (i-l-w)-»  (2-fw)-’  “(3  + w)- 


&c. 


2 


I 

2" 

r 


hineque  habebitur: 
— -4-  — 

3»  4- 

r 1 


C‘  + ">"  (2+w)"  (3+w;"  (4 -}-«)" 


&c. 

&C. 


$i 
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Si  igitur  ddideretur  terminus  indici  i refpondens , erit 

2*  , 1 2»  , I 2* 

fcu  = p + j;  — p + i— &C.) 

Quare  fi  ponatur : 

Sfl  = * ~ ^ + js -t- 

erit  feriei  propofitae  terminus  qui  indici  i reipondet 
~ 2"  (i  — 91)  5 hincque  refpondcbunt 
Indic.  i ; 4 > *4 

Term.  a»-a»ail  i a»+ 

3 3 J • 


EXEMPLUM  IV. 

Interpolare  hanc  feriem  : 

<‘+r-)  * 0+f'+p)  > 0+? +f-+ p)’  *'■ 


Sit  S terminus  qui  indici  cuicunque  » reipondeat^ 
& cum  fit  "Lzz-r — , erit: 


7J  — 


TL  = 


(2W-}-l)' 

I 
t 


(20«»— l)»* 
jZ/^=r 


(»"  + 3) 
atque 

— Hc-  — 

3*  S" 

I I 


(2«-f  J)> 


(i-fafci)*  (3+a“^*  (s-faw)"  (?-f  aw;» 
LlllI  3 


; &c 

Scc. 

<&c. 

Po- 
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Ponarar  & prodibit  termiaus  indidi  refpohdens  ' 

r 


^ — ^+&c.'  = 3t, 


3*  ■ 3"  4" 

cx  quo  porro  erunt  reliqui  termini  inter  binos  datos  medii 
Indices:  | ; * > . i 5 &c. 

Termini:,  Jl;  . &c. 

r 

39 Ponamus  nunc  feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c, 
cx  cuius  fummauone  feries  interpolanda  formatur,  terr 
minos  infinitefimos  non  euanclcere,  fed  ita  elTe  conipa* 
ratos,  vt  eorum  differentiae  euanefeant f fitque  X huius 
feriei  terminus  refpondens  indici  >,  & Z terminus  res- 
pondens exponenti  f+w,  tum  voro  fint  X^,  X",  X''^,  X'"^, 
&c.  termini  ipfum  X fequentes,  & Z',  Z'',  7J‘* ^ &c. 
termini  ipfum  Z fequentes.  Quibus  pofids  propona^ 
tur  haec  feries  interpolanda;'  ..... 

I .a  < 3 ...  4^  ^ 

A;  (A-f-B)  ; (A-f-B-i-C)  ; CA-4-B-t-C-f-D) ; &c. 

cuius  terminus  indici  x refpondens  fit  =:  S , at  termi- 
nus indici  x -1-  w relpondens  fit  2 ; eritque  cx  iis, 
quae  Capite  praecedente  funt  tradita: 

2 = S -H  X'H-X//H-X"'H-&c. 

^ Z! — Z"  — Z/"  — &c.  . . 

[X/z-f-Xw-t-X^/ZH-  &C.1 

L-X' — X"~Xw — &C.J 


01« 


Quia 
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Qi^  aDfem  vt  ante  fjiffick  terminos  indicibus  vnitate 
minoribus  refpondentcs  inueftigalTe , ponamus  xzzo, 

’ vt  fit  S=:o,  X^  — A f X"=:  B,  &c.  eritquc  terminus 
indici'  w rcfpondens : ! - _ . . 

s = (A-ZOH-  (B-Z^O  -H  (C-Z''0  -f-  (D-Z//'0  &c. 

+ wA+«  [(B  - A) -+-(C  - B)  4- (D  - C) -H  (E- D)-f- &c.] 
Vel  fi  differentias  has  more  fupra  recepto  exprimere 
velimus  quo  cft  A A rz‘B — A j ^B  :rz  C — B ; &c. 
habebitur : • • . 

S = (A-Z0-»-(B-Z")-+-  (C-Z'")-»-  CD-Z"'0h-  &C* 
-t-  w (A^  A A-1- AB  -+- A C 7*-‘ AD  -h  &C.) 

3$y.  Sin  autem -^feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  ex 
cuius  fummatione  feries  interpolanda  formatur , termini 
infinitefimi  neque  ipfi  euanefcant,  neque  differentias  pri- 
mas habeant  euanelbentes ; tum  plures  feries  ad  valorem 
ipfius  2 exprimendum  adiici  debebunt , quoad  fcilicet 
ad  differentias  terminorum  infinkefimorum  cuarifefeentes 
perueniatur.  Sit  enim  vt  ante  feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c. 
terminus  indici  x refpondens  ~ X , eumque  fequentes 
X',  X'^  X^^',  &c.  indici  autem  x-hw  refpondeat  ter- 
minus Z,  quem  fequantur  Z',  Z",  &c.  atque  propo- 
natur haec  feries : . 

I 2 ' 3 . 4 

A 5 (A-t-B)  j (A-^-Bh-C)  i fA-t-B-i-C-4-D)  j &c. 
cuius  terminus  indici  x relpondens  fit 

S A “4-  B -+-  C -+-  D -i-  ....  -+-  X 


gj4  CAPUT  xni 

indici  vero  4r-f-w  refpondefle  terminos  S'  itt  vt 

indicibus  rclpondcant  termini 

jf-j-w-f-i 

jr-hu)-f-3  + 

&c.  &c. 

Si  iam  diiTerentiae  terminorum  ita  exprimantur,  vt  ft 

A Xz— Xzz-X';  Axzz—xzzz-xzz;  AXzzz— Xzzzz-Xzzz;  &c. 
Zi»Xz=:AX"-AXZ;  A*XZZ— AXzzz-AXzz;  A*Xzzz— AX"'z.axzzz5&c. 
A3X'=A»XZZ- A»XZ;  A3Xzz=A»X'zz- A»X";  &c. 

cx  §.  377.  terminus  2 fequenti  modo  exprimetur: 

2 = S -4-  Xz-h  Xzz-t-  xzzz-i-  XZZZ/-1-&C, 

— Z' — Zzz — zzzz — zzzzz — &C. 
-f-w[XZ  -4-AXZ-}-AXzz-f.AXzzz_f-AXzzz/-t-&c.3 
-f-^^^=li^|;AXZ+A»XZ+  A»X'Z|  A»xzzz-1-  A»Xzzz/-f&c.} 

[A*XZ-f-  A3  X'-|-  A3XZZ-I-  A3X'zz|A3X"Z'f  &c.) 

Jt  • 2«  ^ 

&C, 

397.  Sufficit,  vd  iam  notauimus,  tot  huiusmodi  fe- 
ries adieciffe,  donec  ad  terminorum  infinitefiinorum  dif- 
ferentias euanefeentes  perueniamr : fi  enim  has  ipfas  fe- 
ries quoque  in  infinitum  continuare  velimus,  vel  eo  vs- 
que  faltem , donec  terminorum  finitorum  differendae 
euanefeant ; tum  ob  * 

Z'  = 
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zy=x^+  A»x>+  A*  X'  + &c. 

tota  exprelUo  inuenta  contrahetur  in  hanc : 


s=s + AXM 

X»  2 


w(w— l)(w— 2) 

I.  2.  3 


A*X'4-&c. 


quae  terminum  fummatorium  feriei  A-f-B-l-C-»-D-4-&c. 
inuoluit ; qui  autem  fi  eflet  cognitus , interpolatio  nul- 
lam haberet  difficultatem.  Intcrim  tamen  & hac  for- 
mula vti  licebit,  quippe  quae,  quoties  abrumpitur,  quem- 
vis terminum  interpolandum  finite  & aJgebraicae  cxpres- 
fum  exhibet:  fin  autem  in  infinitum  progrediatur,  ple- 
rumque praeftat  priorem  formulam  adhibere,  in  qua  ra- 
do terminorum  infinitefimorum  habetur.  Haec  vero,  fi 
ponatur  x n o , vt  S denotet  terminum  indici  w res- 
pondentem» ob  S”o  hanc  formam  induet: 


S — -+-  A-j-  B-h  C-+-  D-1-&C. 

— Z^_  7JI-  7JII-  Z"//-&c. 

-+-w[A  -4-AA-4-AB+AC-4- AD-4-&C.] 

1.2  •' 

+5^^^^!^‘^C^»A--hA^AH-A3B.-l-^3C-+-A3D+&c.] 

I • 2*  3 

&c. 


M m m m m Vel 
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Vel  ff  ponamr  breuicads  graria : 

=f;  ~'=y; 


“(“-0  _ » . X“-a) 


I.  3 


&c. 


!•  2.  3 

erit: 

2 = «A-hffAA4-yA»A  + ^/lJAH-&c. 

-H  A + oA  A * A -t- yA  3 A — f- &c. 

•-f- B -+-aAB -f-y/l*B 

~4“C+etAC -{— ffA»C-f-yA*C -I-&C. — "ZJ^* 

8cc. 

quarum  fcrierum  horizontalium  numerus  in  inBm‘tum 
quidem  progreditur,  at  quaelibet  finito  terminorum  nu- 
mero confiat. 

EXEMPLUM. 

Interpolare  hanc  ferient: 

; » » 3 4 

T ; T-hf  ;■  i + T-4-}  } ; &C. 

Sit  huius  feriei  terminus  indici  w refpondcns  “2/ 
& cum  ea  oriatur  ex  fummatione  huius  feriei : 


> a 3 4 o 

T>  T'7’T*'- 


ent 


Z = --  j 

OJ+l  ^ 


& quia  termini  infinitefimi  differentias  luas  primas  iam 
habent  euanelcentes,  diff^endae  tannun  primae  funt  ac- 
cipiendae, quae  erunt: 

ob  An -i;  Bn-^i  ^=~  t D =: -i  j &c. 
a 3 ’ ^ ( J 

= ^=^5  AC  = -i-j  &c. 

• • Hinc 
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827 


^=1  — 
2 


t 

2 


4-  ~ -4-  X ± -I-&C. 

3 4 .5  > 

U>  ' td  (1)  M 

~3 M 7T,  -<-*=■ 

^i) OHi) 0;^) (t|^^ - 

w+a  w-f3  w-|-4  &i4j 

fcuob  erit 

2 3.3  3.4  4.J 


S:=  « -h-  H- 


y 4-  H-  Y 4-&C. 


(fi£0 ^i) ^+j) ,^+4) - 

w-j-2  ij-j-3  w44  w-fj 

Si  ergo  quaeratur  terminus  indici  i reipondens,  erit  is 

a'2  5*3  7 ,4  S^y 


2— -i » 'I 

a a.y  3*7 


t 


I 


II 

I 


4-9 

I 


5. II 
I 


6.13 

1 


) 

■&C. 


ideouue  ■ - — 

4 .4*5  ^*7  8.5  »o*n  I3.I3 


— &C. 


f*  U "i  2 ^ ^ ^ ® ^ ^ 

4 4 ^ 8 IO  I3~^  ^ 

H-  -7~h’-7“^T‘+“TT4 — “4“  &c. 

5 7 5 II  13  ‘ 


Mmm  mm  2 


Qua- 
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Quare  cum  fit  i — — r"f-&c.:r!/a 

erit  |S— /3— iH — L— -L_^ — l — &c.=:/2  — — , 

2 3 4 13*  - 

' ' 7 

ideoquc  S — i / 3 — — . 

398.  Pergamus  nunc  ad  feries  interpolandas,  qua- 
rum termini  ex  fa£loribus  funt  conflati,  fitque  propofita 
haec  feries  generalilfima : 

,A;  A*B  ; ABC;  AB*CD  ; ABCDE;  &c. 
cuius  terminus  indici  w rei{x>ndens  fit  Erit  ergo 

/ 2 terminus  refpondens  indici  co  in  hac  ferie : 

/A  ; (/A  + /B)  ; (/A  + /B-|-/Q  ; C/A  + /Bf /C  + /D) 

&c. 

Quodfi  ergo  ponamus  huius  ieriei  terminos  infinitefimos 
euanefcerc;  atque  feriei  A,  B,  C,  D,  E,  &c.  terminum 
indici  w refpondentem  eife  Z,  eiusque  fequentes  indi- 
cibus w-t-i,  w-»-2,w-i-3,  &c.  relfwndentes  clTe 
Z',  Z^^,  &c.  erit  ex  fupra  demonftratis: 

— ^ / A / B —i—  / C l D &c. 

— ITJ — ITJ' — ITJn  — IVttt  — &c. 

Hinc  igitur  ad  numeros  pn^ediendo  habebitur : 

5 — A i A 

~ z*  ' ’ Z'“  ' 

- “ ' 395. 
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355.  Quod/i  autem  terminorum  infinitefimorum 
ferici  A,  B,  C,  D,  &c.  logarithmi  non  euanefcant,  fed 
habeant  differendas  euanefcentcs , erit  vti  vidimus : 

/S  — H-  /A  -f-/B  -+-/C  -+-&C. 

— /Z' — ITJt — W“ — &c. 

hincque  ad  numeros  a logarithmis  procedendo  fiet 


a*-“b“  b*-"c“  c‘-V  d‘-“e“ 

S_A  . z//  • Tjn  ' zuu 

At  fi  illorum  logarithmoruro  infinitefimorum  differendae- 
demum  fecundae  euanefcant  , erit ; 

/2  = /A-1-/B  H-/C  H-/D  + &c. 

/Z ' — lU'  — ITJ»  — Wtn  - &c. 

^.c.) 

£x  his  itaque  obtinebitur : 

»(3—01)  w(co-i) 

2=A  * 

(fc)-iX<»~^)  «(a-w)  {«)(<«>— i)  Cci)-iX«»>**a)  fa)(M-i) 


I. 


B 


Z* 


C I.  a g I. 


Mmm  m 3 


D 


1.  a 


i// 


quae 


&c. 


• >. 
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CyfPU  T xni 
quae  fi  «<i  commodius  ita  exprimetur  : - 

w(2-C0)  «(2-W) 

a:  - I.  a T,  « I.  * „ 


B 


B 


w(l-w)  w(l— to)) 


B 


1.  3 


I.  3 


,Z' 


D 


w(i— cu) 

I.  3 


’ .&c. 


400.  Accommodemus  hanc  interpolationem  ad  is* 
tam  fericm : 

* a 3 4 

— • . "C*‘f‘^X"4'aOC'''l‘3^)  o 

cuius  faSores  dcfumd  funt  ex  hac  fcrie ; 


I 3 

a rt-4-f 

T > ’ 


3 

a-f-2c 

i-i-2C 


4 

o-f-  3C 


&C. 


Cuius  terminorum  infinitefimonun  logarithmi  funt  ~o. 

a -i-  c(t> 


— c-i-cca 

Enc  ergo  Z rr 


Z/  = 


&c. 


cw  ' i-f-ca 

Hinc  fi  illius  feriei  terminus  indici  u recondens  pona* 
tur  ~ 2 , erit  ex  §.  398  : — ^ 

2 — (rf-(-c)(^-f  cffh))  (g-f2f)(^-{-2f.}.f{o) 

^ (rt  -j-  f 00)  ‘ (^  -i-  0("  -j-  ^ i' w)  ’ 

Quare  fi  defidererat  terminus  indici  i refpondens,  fa£io 
«0  i~f.  erit  : 

2 (g-wQ(3^-t-3f)  (<T-f-2c)(2^-t-y<‘)  . 

~ ® 3 0 * "H af)  {3  «-+•  5 c) ’ 

•;  r .1  { 1 BKBM- 
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EXEMPLUM. 

Interpolare  hanc  ferient : 

* • * ^ , s 

JL  • bl  ^ . *.3-y-7  *.3>?-7-9  . t 

2 ’ 2.4  * 2.4.6  ’ 2.4.6.$  ’ 8.4.6.8.10  ^ 

Cum  hic  fit  /7~i,  i~a,  & r~8j  fi  terminus 
indici  cuicunque  ou  refpondens  ~ S , erit 


2rz  3(4-H2m)  5(6-4-2(.»)  7(3-H2U)) 

2(H-2W)  4(3 -+-2&))'  6(5  H-2G0)*  8(7H-2W)‘  ^ 

Hinc  fi  tennini,  qui  indicibus  m-hi,  w-+-2,  w-f-3,  &c. 
rclpondent , ponantur  2^,  2^^,  2w,  &c.  erit : 


2'  =I±i-“.s 

a— i— 8 w 

2/y  ~ _ 3-i-a«  ^ 

““  a-f-a  w ’ 4— |— a a» ' 

2/// 3-i-2U)  y-j-aw 

a— f”2w  * 4-t-a  w * 6-+- aw 


. 2 


&c. 


Si  itaque  dcfideretur  terminus  indici  i rdpondeus,  fu£k> 
w — T , erit : 


2 — ili  ili  ili  7i9  ii  - ‘ 

a. a ‘ 4.4  • 6.6  • 8.8  ' 10. 

Verum  pofito  ar  n:  femidrcumfinmtiae  ctrenli , cuius 
radias  cft  =:  i , fupra  ofiendimus  efie : , 

4*4  8.8  « - 

*-3  3-5  5.7  7^9  < >"-■ 

Hanc- 
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Hancobrem  termini  intermedii  indicibus  4,  i,  &c. 
per  peripheriam  circuli  exprimi  poterunt , hoc  modo  : 


Indices : 

- Termini : 


ii  ii, 

2 2 22.4  22.4.^  2 

T**"  ’ 3.5'  9 ’ 3-5. T**" 


&C. 


Quam  eandem  interpolationem  IVallifius  in  arithmetica 
infinitorum  inuenit. 


401.  Confideremus  nimc  iAam  feriem: 

* » 3 4 

j n(a-\-b^y  a(/t-\-h')(jf-\-2h')  ^ ^ StC. 

cuius  faftores  hanc  progrcflionem  aritlimeticam  confti- 
tuunt : a , (a-^-b)  , (j-l-ai)  , (a-h  ^b)  , («-+-4^)  , &c. 

huiusque  termini  infinitefimi  ita  funt  comparati , vt  eo- 
rum logarithmorum  differentiae  euanefeant.  Cum  igi- 
tur fit  7j  ~ a — b ■+•  b ct}  , & 

7J—n-hbu  ; ; TJ"~a-^ib-^bv^  8cc. 

fi  Z denotet  taminum  fefici  propofitae,  cuius  index  cfi: 
= od  , erit  : 

^ * a\bui  ' a\b\b(i)  ' a^2b  \ b\ti 

. &C. 

Hocque  valore  inuento , fi  w denotet  numerum  quem- 
vis fra£hira  vnitate  minorem , termini  fequentes  indici- 
bus iH-w,  2-f-«j  3-*-»>  &c.  relpondentc^ ita  deter- 
minabuntur , vt  fit  ■ . i 
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2'  = {a-\-hu>)  2 '■ 

2^^  m 2 ■■* 

(rt-J— ^ w}  (<*“4“2^*4“^w)  2 

&c. 

Quare  fi  defideretur  terminus  indici  { refpondens,  ft^o 
w — 4-  , erit : 

__  i a-^ia^-bf  {n^ih)\a^^b)^ 

^ * <»  + 4^  * + + 

ideoque  fumtis  quadratis : 

(£+^5+3^)  jp_ 

't , ^ 

402.  Ponatur  in  ferie  quam  fupra  tra£huimus: 

g ’ ^^■fi4)(^-f-3A)(5--|-3^)’ 

terminus  indici  i refpondens  ^ © , erit ; 
fi  _/k±ii)  (/+^)CirH^)  OiiiKiiii) 

~ gU  \ kk)'  {g\  2 i /,)  • 

ftatuatur  nunc  : f—  & bzzi\  . erit : 

^ a{/i-k-b)  (o-l— O 

ideoque  fiet  & SircV//©.  Quocirca  fi 

* huius  feriei : 

123  4 

i»  5 a(a-\-b')  \ n(/i~\-b')Qi-^2i') > &C. 

- .V  , Nnnnn  ter- 
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terminus  indici  \ rclpondcns  ftatuatur  ~ S j atque 
huius  fcriei : 

1 * 3 

&c. 

terminus  indici  i rcQ)ondcns  ponatur  :r:  © • erit 
SrzV^e.  . ' 

Cum  igitur  hic  ieriei  ibiorum  numeratorum  terminus 
indici  i rcljwndens  fit  — S , fi  in  ferie  denominato 
rum  terminus  indici  i rel|X)ndens  ponatur  rr  A j erit 

©— cft  0=z  — , vnde  fiet  feu 

a /V 

S A 3:  <7 , quibus  theorematibus  interpolatio  huiusmodi 
fericrum  non  mediocriter  illuitratur. 

EXEMPLUM  L 
Sit  propojita  haec  feries  interpolanda  : 

I,  1.2  , 1.2.3  , 1.2. 3. 4 , &C. 

Quia  hic  eft  « 3:  i , & ^ 3:  1 , fi  terminus  indici  w 
relpondens  ponatur  ~ S , erit : 

i—u  w I—U  U)  !—(•>  I— h)  la 

s=hir-  • hr--  • &<=• 

Hic  pro  w femper  fraftio  vnitate  minor  accipi  poteil 
nihilominus  enim  interpolatio  per  totam  ftriem  extende- 
tur. Nam  fi  termini  intheibus  i-f-w,  2-t-«,  3-4-«,  Scc. 
relpondcntes  ponantur  S ' , 2 " , 2 , &c. 

erit : 


Digitized  by  C' 


C A P V T XVII 


erit; 

S'  = S 

S"  = Ci4-w)CaH-«)  S 

&c. 

\ 

Serici  ergo  propofitac  terminu5  indid  i relpondcns  critr 


S = 


t 

.T 


T 

• T 


I 


t 

.T 


T 


5-S 


3-3 

Vnde  cum  (it  VZZ2 


3t 

g.8 

7.7 

2.2 


’ 3t  ’ 

8.10  . 

. &C. 

9.9 


(tue . 


erit  S * = - & S = 
4 

Indicibus : i 


1.3 

Vr 


4-4 

3-5 


6.6 


&C. 


hincque  reipondebunt 

14  4 

^ Vt.  3 V?r,3.y  Vjt  3.5.7  Vr  „ 

Termuu . — \ — • — j — • — 1 • — ; occ. 


exemplum  II. 

Sit  propofita  haec  feries  interpolanda  : 

13  3 4 

1 ; 1.3  ; 1.3. 5 ; 1.3 -S-7  } &C. 

A 

Quia  hiceft  fi  cenninus  indici  w res- 

pondens ponatur  r::  2 , erit : 

I— U W I— Ct)  u l—U  t») 

5 — 5_^S_  i .7  o 

Ib  »1  * I • OCv» 

I-i— 2W  3-I-2W  J— I-2W 

N n n n n 2 ter- 


\ 
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terminique  ordine  fequentes  ita  erunt  comparati: 

S"  zz  (i4-2")(3-h2«)  S 

(iH-aw)  (3-f-aw)  5-f-a«)  S 
&c. 

Si  igitur  ferid  propo/itac  defideretur  terminus  indici  { 
refpondens , isque  vocetur'  ~ S , erit : 

yi-%  V5.7  V7-9  » 

^ — -7-  • ——  • — . — - . &c.  ergo 

6^*^^  8*8  iT 

ideoque  habebitur  S — V — . At  refpondebunt 
Indicibus : i i i i &c. 

Termini:  V-|-;  a.y-|r;  a.4V-^;  a.4.(SV-^;  &c. 

Quodfi  ergo  prior  feries  & haec  inuicem  multiplicen- 
tur vt  habeamr  haec  feries : 

* » S 4 5 • 

»* ; i*.a.3;  i*.a.3».5>  i*.3.3*.4.5.7  ; i •.2.3*. 4.3 ».7.^; 

&c. 

cuius  terminus  indici  i refpondens  erit  rr  — . y— — _L  • 
. • a »■  Va’ 

quod  facile  peripicitur,  H ilH  feriei  haec  forma  tribuatur: 

* S J 4 

i«a^  i*2«3«4  i«a«3*4"y-^  i#a«3«4*y*^*7*8  n 
a*  ’ 1* > 

cuius  terminus  indici  i refpondens  manifdlo  efl  =r  ~ . 

V2 


*XSU’ 
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EXEMPLUM  m. 

,S!f/  ifta  feries  propojita  interpolanda  .* 

I » 3 4 

* • . »(»— . «(»— ^)(<>~^)(”~33  , 

T ’ I71(  * I.  3.  3 ’ I.  2.  3.  4 ’ 


Confiderentur  huias  fenei  numeratores  ac  d«iomuM- 
tores  feorfim , & cum  numeratores  fint : 

I a 3 4 

» ; n{n-\y  ; J n(n-i)(n-2)(a-3)  ; &c. 

fiet  applicatione  fa£la,  «“»,  & h~  — i,  vndc  huiua 
feriei  terminus  indici  a>  rcfpondens  erit  


« c»-3y  >-3) 


l-W. 


n — w 


a—  I — w 


a — a — a> 


■.&C. 


quae  autem  expreflio  ob  favores  in  negatiuos  abeuntes 
nihil  certi  monftrat,  TrmsformetiH-  ergo  feries  propo- 
fita,  ponendo  breuitatis  gratia  i.  3.  3 . . .«  — N» 

in  hmc : 

X « S 

^ 1 ^ I , 1 

1.2.3 ... (h“0  ^ ••3.3  • ■ • (®“^)  * 1.2.3. 1.2.3 .. .C®“3) 

cuius  dcnominatores  cum  conflent  duobus  fa£loribus  , 
alteri  conftitucnt  hanc  feriem: 

X • » 

X . 2. 3*  * • • (*■"*)  j r*  3. 3* • ■ • C®“*)  5 1.2. 3....  fff“3)  } Scc. 


cuius  terminus  indici  w 
mino  huius  feriei: 


refpondenS}  connenit  cum  ter^ 


Nnn  nn  3 
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t * i 4 , 

ij  i.aj  1.2.3;  1.2. 3. 4;  1.2.3.4.J;  &c, 

indici  a-w  refpondente  : qui  efl: 

i-a+w  a-w  i-B-fw  a-co  r-a+w  a-w 

i J l J 3 „ 

i+a-w  ' 2+a-w  • 3+n_w  ' 

Sit  autem  huius  feriei  terminus  indici  i w 'refpon- 

dens  “ 0 ; erit  : 


e = 


CO  I— W u l—Ui  W T—co 

* 2.3  3.4 


2— u 


3— w 


4— w 


. &C. 


atque  cum  refpondeant : 

Indicibus:  i-w  ; 2— u.  ; 3— w 

Termini:  0 ; (2-w)0  ; (2-«)(3-w)0  ; Sk. 

indici  a — w rcfpondebit  hic  terminus : 

(2 — w)(;3 — u,)(4 — w)  . , . Qn — u,)©. 

Deinde  illorum  denominatorum  alteri  faftores  coniti- 
tuent  hanc  fcriem : 

* * 3*4  S 

I ; 1.2  ; 1.2.3  ; 1-2. 3-4  ; I.2.3.4.J  ; &c. 
fi  terminus  indici  au  reipondens  ponatur  r::  A , erit : 


A = 


I— w Od 
I _ 2 


1—0)  U) 

2 . . 3 
2+U 


I—W  U) 

3 . 4 

3+ou 


. &c. 


Quibus  inuentis  fi  ipfius  feriei  propofitac : 

* a 3 4 

. »C”-0  , a(a-i)(a-2)  _ a(a-i) (a-2) (a-3) 
/ I ’ I.  a ’ I.  2.-  3 ’ I.  2.  3.  4 


&c. 

tcr- 
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terminos  in(£d  w reipondens  ponator  S»  erit: 

N 


A.(2-w)(3-w)(4-«")  • 
At  vero  cft: 
N 


(»-w)0‘ 


C*-«X3-«X4— w)  • ■ 
a 3 4 

a-w  ‘ 3 — ot '4— u ’ 

aeque 
2-  3 


(«-“>) 


n — th 


A0  r= 


1.2 


3-4 


&c. 


(i+ei)  C2-c.)’(2  + ft.)(3-«)'(3  + “0(4-ft)' 

Ex  quibus  terminus  indici  u refundens  quaefitus  erit  ; 

_ _a 3 4 5_ ” 

2— te*3— »‘4  — «’j— « n-(u' 

I.  2 2.  3 3"  4 

Indici  ergo  i refpondebk  ifle  terminus: 

4 5 8 10  12  2 n 

3 ' S ' 7 ' 9 ' II 

tl  Id  1:1  1:2. 

2.4 '4.5*  5.8  ’8.io 

4. 6. 8-10 


2 B • 


. &C. 


qui  reducitur  ad 


2 « 


3-5-7-  9 

. 2 2.4.5.8>io 

ent  = — 


(2»-i)’  ar  ’ 
. 2» 


I.3.J.7-9 


(2»-l) 


(ea 


Si 
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Si  fiierk  » = 2 , prodibk  ifta  feries  interpolanda  ;' 

O)  3j  4j  S y fitC* 

I,  3,  I,  O,  O,  O,  O,  &C. 

cuius  propterea  tenninus  indici  t rcipondens  eft  ~ . 


EXEMl^LUM  IV. 

Quatratur  terminus  refpondens  indici  — i in  hac  ferie  : 

o I • 3 « 


I 


I 

3 


t.i 


2.4 


2.4.5 


2. 4. 5.8 


“4-  &c. 


' Oritor  haec  feries  ex  praecedente  fi  ponatur  « 1=  { , 
eritque  propterea  tenninus  quaefitus,  qui  fit  = S : 


2 3. 4.^*8  • • 

^ i«3*5*7  • • 


Ponatur 


2 • a*  ^ • 8 . . 

i.3*S*7  • • 


. 3 ft 


pofico  nzz  i. 


. 3 n 

(2«-l) 


“ 0 fi  fit  » — i, 


eritque  6 terminus  relpondens  indici  i in  hac  ferie; 


2.4-5  . g-4  5.8  . - 
1 ’ 1.3  ’ I.3.J  1.3. 5.7  ’ 

qui  ex  fuperioribus  prodit  ir  . Quocirca  feriei  pro- 

pofitae  tenninus  indici  4 re(ix>ndens,  qui  quaeritur,  erit 
= I.  Quoniam  autem  in  ifia  ferie,  fi  terminus  indici 
cuicunque  w refpondens  ponatur  ~ ^ , fequens  eum  erit 
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g / — .1“*^  g • feries  propoitta  ka  mediis  termin» 

2-4-  2M 

interiiciendis  interpolabitur: 

Indices  * i * i 


Termini; 


Ii 


I) 


I -l.I  . 1.1.3  . 

a ’ ° ’ a.4  ’ ° ’ 2-4-«  ’ 


o \ &c. 


EXEMPLUM.  V. 

& 0 fiurit  numervs  quicunque  fraHus^  inuenire  terminum 
indici  u refpondentem  in  ferie  : 

• I » 3 4 

, ^ »(a— i)  ^ n(a—  i)  (a— 2)  . a^a— T)(a— a)  (a— 3) 

*’  * * I.  a ’ I.  2.  3 ’ I.  2.  3.  4 

^c. 

Si  expreffionem  ..... 

2-«  3-w  4-w  a-« 

cum  §.400.  comparemus,  fiat  aziij,  mi,  ^ = w, 

ibique  loco  w pofito  a,  erit: 

I 2 g __  iCi-M+a)  2(2-M-t-a)  ■. 

1-«‘2-«’3-w’  ‘ * ’ a-w  (l-wX*+”)' (2-“)(2+*)’ 

vnde  terminus  qtiaefitus  indici  u reipondens  fi  ponatur 

“ S , erit  : 

(i-w-|-a).2  (2''W-)-a)3  ,._(i+wX2-w)  (2+«X3-«)  o. 

(l+«Xi-“)'(2t»X3-«)  I.  2 * 2.- 

ideoque 

.^_C»+“Xl+«-«)  (2-H«>X2-|-a-w)  (3-fwX3+»-w)  o.. 

I (l-ha)  • 2(2-f«)  * 3(3+») 

. 0 0,0  0 O . quo- 
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^odes  ergo  » — w fuerit  nomerus  integer  valor.ipGus 
2 radonaliter  exprimi  poteft.  - 

Sic  n Gt  » (I)  erit  2 — t 

fi»=i-+-werit2  = » 

a ti  — 2 erit  S “ 

I.  2 

= »n>‘ 

' I.  2.  3 i.  •: 

. , , &C. , 

At  G Gierit  w — w numerus  int^;er  affirmaduus,'  erit 
femper  2 = o . 

....  - 


'v  . ' 

f CAPUT 
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CAPUT  XVIII 

DE  ESU  CALCULI  DIFFESENJIAUS 

IN  RESOLUTIONE  FRAC- 
TIONUM. 

■ 403. 

Methodus  fra£Honcm  quamuis  propofitam  in  frac- 
tiones fimpliccs  refoluendi,  quam  in  Introdu£iio- 
ne  expofuimus  etfi,  per  fe  feds  eft  facilis;  tamen  ope  cal- 
culi differentialis  ita  perfici  poeoft,  vt  faepcnumero  multo 
minori  negotio  in  vfum  vocari  poffit.  Praecipue  vero  fi  de- 
nominator frafrionis  rcfolucndae  fuerit  indefiniti  gradus, 
methodus  ante  expofita  plerumque  non  mediocriter  im- 
peditur, dum  loco  quantitatis  incognitae  fubftitutio  valo- 
ris,  quem  ex  quopiam  faffore  induit,  fieri  debet.  Im- 
primis autem  his  cafibus  diuifio  denominaturis  per  fr&o- 
rem  iam  muentum  nimis  fit  molelta.  Quae  operatio,  fi 
calculus  differentialis  in  fubfidium  vocetur,  euitari  pote- 
rit, ita  vt  non  opus  fit  alterum  denominatoris  fafforem, 
qui  oritur  fi  denominator  per  fa&orcm  iam  cognitum 
diuidatur,  node.  Hunc  autem  vfiim  praeftat  methodus 
determinandi  valorem  firafHonis,  cuius  numerator  ac  de- 
nominator certo  cafu  ambo  euanefeunt,  cuius  beneficio, 
quemadmodum  refolutio  fraflionum  -iam  fupra  tradita 
commodior  & traffabilior  reddi  queat , hoc  Capite  do- 
ceamus , fimulque  finem  huic  libro , in  quo  vfum  cal- 
culi differentialis  in  Analyfi  expofuimus,  imponamus. 

0 0 0 002  404. 
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404.  j Si  igitur  propofkft  < fuerit  £*a^o  quaecunque 
, cuius  numerator  ac  denominator  fint  fun^ones  va- 


riwilK  quantitatis  ranonales  & integrae  j primum  vi- 
dendum eft,  vtrum  x in  numeratore  P tot  pluresue  di- 
menfiones  habeat,  quam  in  denominatore  Quodfi  eue- 

niat,  compleretur  frario  in  fc  partem  integram  hu- 
ius formae  A —1—  hx  — ^ C4r*-f-  &c.  quae  diuiiionis  ope 
inde  erui  poterit : pars  reliqua  erit  fraSio  eundem  de- 
nominatorem  habens,  fed  cuius  numerator  erit  func- 
tio puta  R pauciores  ipHus  x dimenffones  continens, 
quam  denominator  ita  vt  vkerior  refoludo  inftitu- 

enda  ft  in  hraftione  Interim  tamen  non  opus  eft 

nofle  hunc  nouum  numeratorem  R,  fed  eaedem  fraTio- 
nes  iimplices,  quas  fraTio  fuppeditatura  effet,  dici 

p 

poiTunt  immediate  ex  frarionc  propo^ta  proud 
iam  fupra  norauimus. 

405.  Praeter  partem  interam  igitur,  fi  quam  con- 
tinet fraSio  erui  debent  frariones  iimplices , qua- 
rum denominatores  fint  vel  binoraiales  huius  formae 
vel  trinomiales  huiusmodi  /-+-2.rcof^.T^-l-^xx, 
vel  ciusmodi  formularum  quadrata,  cubiue  feu  altiores 
potefiates.  liique  denominatores  omnes  erunt  &rores 
denominatoris  Q^,  ita  vt  quilibet  denorainatoris  ipfius  Q 
finTor  praebeat  ^£Honem  fimplicem.  Scilicet  fi  deno- 

mi- 
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minator  Q^ftftorcm  habeat  ex  eo  nafcetur  frac- 

do  flmplex  huiusmodi 


Ha  autem  fuerit 
91  95 


binae  fciOiones 

Atque  ex  denominaroris  Q^faftore  oubico 
orientur  tres  fraSiones  fimplices  huius  formae  : 
91  . 95  . ^ . 

* & Ita  porro. 


if-^g^y  ' (J-\-gxy  ^ f-\-gx  ’ 

Quodfi  autem  denominator  Q^fafforem  habuerit  trino^ 
miniem  huiusmodi  ff‘—‘3.fgxzo{^-»t-ggxx^  ex  eo  orio- 

tor  fhiSio  fimplcx  talis  formae  i 

&,  fi  duo  huiusmodi  faSores  fuerint  aequales  vri 
Cff—2/gxcof^-i-ggxxy,  hinc  prodibunt  duae  fraftio* 
91  -4- tt X I 95  -4-bx 

Cf-2/gXCof^-hggXxy  f—  ^fgXCot<p-^ggXX 

Huiusmodi  autem  ftftor  cubicus  ^fgxcoC^-^ggxxy 
‘ dabit  tres  frafdones  fimplices  , biquadratus  quatuor , & 
ita  porro. 

P . 

4o5.  Refoludo  ergo  frafhonis  cuiuscunque  ita 

infiituatur.  Quaerantur  primo  omnes  faflores  tam  finr- 
piices  feu  binomiales , quam  trinomiales  denominatoris 
Q,  &,  fi  qui  fuerint  inter  fc  aequales  ^ ii  probe  noten- 
tur, & inftar  vnius  habeamur.  Tnm  ex  fingulis  his 
denominatoris  fa3^oribus  eliciantur  frafliones  fimplices, 
vel  modo  iam  fupra  ofienfo , vel  eo , quem  hic  fumus 

0 0 0 0 o 3 tra- 


Digitized  by  Googie 


g4«  CAPUT  XFIII 


tradituri , & qui  pro  lubitu  in  locum  prioris  fubftitut 
poterit.  Quo  fafto  aggregatum  omnium  illarum  frac- 
tionum fimplicium  vna  cum  parte  integra , fi  quam  con- 
tinet fraSio  propofita  ^ , huius  valorem  exhaurient.  In- 
ventionem quideq)  fagorum  denominatoris  Q hic  tan- 
quam  cognitam  alTumimus,  cum  pendeat  a rcfolurione 
aequationis  Q_—  o ; methodumque  hic  trademus  per  cal- 
culum differentialem  pro  dato  quouis  denominatoris  fte- 
torc  fraSionem  fimplicem  inde  ortam  definiendi.  Quod, 
cum  ^arum  fr^£Honum  fimplicium  denominatores  iam 
habeantur,  praeftabitur,  fi  numeratorem  cuiusque  fraQio- 
nis  inuefi^are  doceamus. 


4°7*  Ponamus  ergo  fraftionis^  denominatorem 

Q^fraorem  habere ita  vt  fit  Q^C/'-!-^’-*')  S 
neque  vero  hic  alter  faSor  S infuper  eundem  frftorem 
contineat.  Sit  fratlio  fimplex  ex  ifto  faSore 

~ f~\  ^ complcmenram  huiusmodi  formam 


1 1.  L-  V W V P 

hd>cb.e  Erit 

V _ P ■ % p — 5JS 

^ - Q.— /+51  - i 

p * 

^ ~ y-"l  • Cum  igitur  V fit  funaio  integra  ipfius 
jr,  necefle  eft  vt  P— 51S  fit  diuifibile  per  ac 


propterea  fi  ponatur  f —1—  g x _ o leu  x ~ , expres- 

. fio 
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fio  P— 5TS  euanefctt.  Fiat  ergo  *•==—,&  cum  fit 

S 

p 

P — 5lS  = o,  erit  51  — -g-,  vti  iam  fupra  inuenimus. 
Cum  autem  fit  S =r ^ , fiet  %zz,  — , fi 

vblque  ponatxu"  f-\rgx^o^  feu  x~  — . Quo- 

o 

niam  vero  hoc  cafu  tam  numerator  quam 

denominator  euanefeit  ; per  ea  , quae  de  valore 
huiusmodi  fra£Honum  inueftigando  expofuimus  , erit 

^ ponatur  x — 

Hoc  autem  cafu  ob  (f~\-gx)d?z=iOy  erit  ; 

a n ' 

ficque  per  differendationem  valor  numeratoris  51  expe- 
dite repetitur. 

p 

408.  Si  igitur  fraflionis  propofitae  ^ denomina- 
tor Q^faftorem  habeat  fimplicem  f-{~gx^  ex  eo  orie- 
tur fi:ii£Ho  fimplex  yqpjj»  exifteote  5l~^^,poft- 

quam  hic  vbique  loco  x valor  — ex  aequadone 

/•+•  gxzzo  oriundus  fuerit  fabftitutus.  Hoc  ergo  mo- 
do non  necelTe  eft,  vt  ante  quaeratur  alter  denominaro- 
ris  Q_fa£lor  S,  qui  oritur,  fi  Q^per  f-j-gx  diuidatur- 
Hinc  fi  Q_non  in  faftoribus  exprimatur,  hanc^diuifio- 
nem  fiiepe  non  parum  molefhun , praecipue  fi  ^ in  de- 

no- 
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nominatore  habeat  exponentes  indefinitos,  omittere 
poteiimus,  cum  valor  ipfius  5t  ex  formula  obti- 

neatur. Sin  autem  denominator  Q^iam  in  fo&oribus 
fuerit  expreflhs,  ita  vt  inde  valor  ipfius  S fponte  pateat, 
tum  praeferenda  erit  altera  exprefiio , qua  inuenimus 

= ponendo  pariter  vbique  x——,  Sicque  pro 

inueniendo  valore  ipfius  51  quouis  cafu  ea  formula  ad- 
hiberi poterit , quae  commodior  & expeditior  videatur. 
Vfum  autem  nouae  formulae  aliquot  exemplis  illuflra- 
bimus. 

EXEMPLUM  L 

propojtta  ifta  fradio  ^ , cuius  fraQicnm  fim- 

pliccm  ex  demminasoris  fodare  i-f-x  oriundam 
definiri  oporteat. 

Quoniam  hic  eft  i -f-  ar*  cuius  etfi  feSor 

t -f-  X confiat , tamen  fi , vti  prima  methodus  pofiulat 
per  eum  diuidere  velimus,  prodiret 
S zr  I ■—  Jr  -H  jf*  4-  . , . . 4-  ar**. 

Commodius  igitur  vtemur  noua  formula  51  ; 

quia  itaque  eft ob  </Q=i7a:‘ ®</r, 

I 

fiet  % — — ~ r , pofito  ar  ~ — 1 , vnde  fit 

51  = “^,  & firaSio  fimplex  ex  denominatoris  favore 
i-4-ar  oriunda  erit  ~ . . . 

I7(i+x)  EX- 
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EXEMPLUM  II. 

^ Itl  ^ 

Propojita  fra3ione  j— , froQiontm  fimpUcetn  e» 

denominatoris  f adore  \ — x oriundam 
tnueftigare. 

Ob  foaorcm  propofitum  i— erit  8c 
Tum  vero  denominator  Qp:  i-Af"  dat  JQ^—2nx*^tdx) 

xf» 

vnde  propter  Pzzjt"  obtinebitur  Pofi- 

toque  ex  aequatione  i— jr“o,  x~t,  fiet 

ita  vt  fra£Ho  fimplex  futura  fit  haec  — 7 r. 

^ • a«(i— jr) 

EXEMPLUM  III. 

Propojita  fradione  eius  fradioneth  Jim- 

plicem  ex  denominatoris  f ad  ore  i— x oriundam 
determinare. 


Hic  ergo  fit /m  ; g~-i\  P~Jr";  Qrri-4r*4-3jr» 

& vnde  fit  — t-TTT — 

& pofito  x~Xy  erit  Fraftio  ergo  fim- 

plex  ex  ifto  denominatoris  fa£fore  fimplici  1 —x  oriunda  * 

I 

erit  == 


(4A-3»)(i-x)' 


Ppp  pp 


405. 
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409.  Ponamus  nunc  fraGionis  denominatorem 
'Q^fattorem  habere  quadratum  & fraGiones 


fimplices  hinc  oriundas  efle  1 ^ — 

(j-hg^y^f-\-gx' 

Sit  Qjir  (/+^jr)*S  & complementum  — ^ ; ita  vt  ft 

V^P  S3  . » xr— P-«S-f8(/-f.gr)S 

s 0^  W+gxy  f-\-gx^  (j-^gxy 

Quia  nunc  V eft  funGio  integra,  necelTe  eft  vt  ft 
P — ^S3S  (/-1-^jr)  diuinbile  per  & 

cum  S faGorem amplius  non  contineat,  quo- 

p 

que  haec  expreflio  ^ 51  — 35  diuifibilis 


erit  per  CZ+^x)*;  ideoque  faGo  /+^x~ o,  feu  xrr-^ 

p ^ 

non  folum  ipfa,  fed  etiam  eius  dillferentiale  </.  ■= — %gdx 

o 

— / 

cuanefeet.  Fiat  ergo  x — — , eritque  ex  priori  aequa- 

p S 

tione  51  ; ex  pofteriori  vero  erit  95  — ~ d.  ; 

a gdx  S * 

quibus  valoribus  inuentis  habebuntur  ihiGiones  quae- 


Exeu- 
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EXEMPLUM. 


Propofita  fraSione 


xm 


— , cuitts  denommator  fa^td- 


i-4X^  + 3X^ 

rem  habet  (i-x)»,  inuenire  fr ad  totus  fimplices 
hinc  oriundas. 


Cum  hic  (it  f—iygzz.-'i,V~x’"  & + 

P X** 

erit  S “ I j ~ — — “ * ^ 


ST  H-20C-+-  ^xx  * 

<'  Hinc  pofito  2-  rr  I , erit : 

1 _ „ €trt  — % 4'— 3*» 

T ^^=-'—TS-=  n' 

vnde  frafHones  quaefitac  erunt: 

* P 

410.  Habeat  fra£Konis  denominator  tres 

feftores  fimplices  aequales,  feu  fit  Q = (/-4-|'2>)®,  fint- 
que  jfraaionb  fimplices  ex  hoc  faftorc  cubico  (f-^-gx)^ 

oriundae  hac  H-  7^^  ’ 

complementum  vero  harum  fraOionum  ad  fraOionem 
, ^ p -j . ..  y 

propofitam  conftituendam  fit  eritque  V zr 

P _ as  — g S — gsy-l-^^)- 

haec  expreflio  — % — S5  (f-rhgx)  — $ (/ 

. P P P P P 2 , diui- 


85* 
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diuifibilis  erit  per  (f-\-gxy  vndc  pofito  /-4-^xz=o. 
^ ipft  haec  expreffio,  ftd  edam 

cius  difTercndalc  primum  & fecundum  cuadet  ir  o.  Erit 
icilicet  ponendo  x — — ; 

P ^ 

^ g if^gxy  = o 
p 

— 2 ^g  dx(/-^gx)zz  o 
P 

Ex  prima  aequatione  ergo  erit  ^ ~ 

T P 

EIx  fecunda  vero  erit  53  =:  — d.  — 

gdx  .S 

I P 

Ex  tertia  denique  definitur  g “ — r-^  dd.  — . * 

2g^ax^  S 
p 

41 1.  Generaliter  ergo  fi  fraStionis  -g-  denominator 

Q faftorem  habeat  ita  vt  fit  Q.— (/-h?^)*S ; 

pofitis  fraftionibus  fimplicibus  ex  hoc  faftore  (f-{-gxy 
oriundis  his : 

a » I gi-  ' I g I fa 

quoad  ad  vidmam,  cuius  denominator  cfl:  f-\-gx,  per- 
veniamr,  fi  radocinium  vt  ante  infiituatur,  reperietur 
haec  expreifio : 

-91-55 

' ' diui- 
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diui^ibilis  cflc  debere  per  hinc  tam  ipla, 

quam  fingula  eius  differendalia  vsque  ad  gradum  a — i, 

Ex  quibus  aequa- 


cafu  euanefeere  debebunt 


g 

donibus  concludetur  fore  ponendo  vbique 

»= 

tj  rz  — dd.^ 

^ t.2g*dx>  S 

_ I p 

1.2.Sg^dx3  ' S 

p 

Vbi  quidem  notandum  eft,  differendalia  ifta  ipfius 

ante  capi  oportere,  quam  loco  x ponatur  — , alias  enim 

g 

variabilitas  ipffus  x tolleretur. 


413.  Facilius  ergo  hoc  modo  ifU  numeratores 
?l,  S5,  S,  &c.  ejq)rimontur,  quam  eo  modo,  qui 
in  Introdu£Hone  eff  traditus  , & faepenumero  quoque 
hac  noua  ratione  eorum  valores  expedidus  reperiuntur. 
Quae  comparado  quo  facilius  inffitui  queat,  valores  lit- 
terarum 9 , S , ^ , &c.  priori  modo  definiamus : 

Pppppj  Po- 
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Pofito  X ~ — 
g 

as=  I 

®=  I 

£)  _ S 

s = @ 
s 


Statuatur  relido  x variabili 

P—  ?IS  _ ^ . 

-7^- = ^ ent 


— JQ  erit 


ii— es  _ . 

^ . — 9?  ent 

-J+g^  = © enc 

& ita  porro.'* 


i I 

413.  Quodfi  autem  frafHonis  denominator  Q 

non  omnes  favores  fimplices  habeat  rcales,  tum  bini  imagi- 
nariorum iun£);im  fumantur,  quorum  produ^lum  erit  reale. 
Sit  ergo  denominatoris  Q/a6lor  ff"  — 2 /gxcof(p-\-ggxXf 
qui  poiicus  = b dat  hunc  duplicem  valorem  imaginarium : 


fm  fm 

ar»~  — cf«®  -H  — — Hq  . n (6  < 


ex  quo  ent 


Ponamus  efle  Q^=(/'— 2/^jrcof<p-|-^^2rx)  S,  atque  S 
praeterea  per  f—2fgxcor(^+ggxx  non  effe  diuiiibile. 
Sit  fraftio  ex  ifto  faftore  denominatoris  oriunda : 

?!  -f-  g-y 

f — 2fgxcof(p~\-ggxx  , 

& 
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* P V 

& complementum  ad  propofitam  fit  — -g-,  ent 

V - P— C^+aii)i_.  ^de  P— (9H-aA:)S 

""  ff — *fgxzoi<S)-\-ggxx^ 

P 

ac  propterea  quoque  diuifibile  erit  per 

P « 

ff — 2/^jTCof(p-+-^f  Euanefcet  ergo 

fi  ponatur  jT— 2/^-*^cof(^-l— hoc  eft  fi  ponatur 
f f 

vel  X — — cof  (P  fin  (p 

g S 

vel  X — — cof  (f) if—  fin  (p. 

g , gV-^ 

414.  Quoniam  P & S fnnt  fun£liones  integrae  ip- 
fius  X,  fiat  in  vtroque  feorfim  vtraque  fubftitutio ; & 

quia  pro  quauis  poteftate  ipfius  x,  puta  x"  binomium 
fn  y» 

hoc  X»  — — cof«®rt — h — fin.»®  fubftitui  debet. 

g"  g’‘V-i 

fn 

Ponamus  primo  vbique  ~cof(p  pro  x»,  hocque  fa£lo 
abeat  P in  , & S in  @.  Deinde  ponatur  vbique 
— fin»(p  pro  X",  hocque  foSo  abeat  P in  p & S in  g ; 

vbi  notandum  eft  ante  has  fiibftitutiones  vtramque  func- 
tionem P & S penitus  debere  euokii,  ita  vt , fi  forte 
fa£loribos  fint  implicatae,  ii  per  afhialem  multiplicatio- 
nem tollantur.  His  valoribus  ^ , p,  inuentis, 

manifeftum  erit,  fi  ponatur : 

X ^ coCi  ± fm  t, 
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fimaionem  P abituram  cffc  in  ® -f-  . & 

^ — v_i  » «■ 

fluifiionem  S abituram  effe  in  @ ± r~.  Hinc 
p 

■§■  — ?t  — ajf  feu  P — (%-Hajf)S  vtroque 
cafu  euaneicere  debeat , erit : 

^±jr'-=(5l+|'cora  ±^L  fin  $)  (@  ± 
vnde  ob  iigna  ambigua  hae  duae  aequationes  orientur : 
^ =:  4-^®  cof^,  — - <p 

g g ^ 

p z=:  % 6 -f.i/lcof(p-+-^^fin(p 

g g ^ 


cx  quibus  eliminando  21  eruiwr: 

8*) 

— fin  ^ ; ideoqne  erit 


@p  — 


g 


/(@*H-8*)fin(p’ 


a = 


Deinde  eliminando  fin  ^ erit : 

©^+«prr(@*-H«*X5fH-^cof®).  Ergo 

C@P— '8«P)cof<p  , 
(@*-h«*)'in^  • 

41  j.  Cum  iam  fit  Srr- 


~ff — ^fgxco^(f)~\-ggxx'* 
quia  pofi»  ff — ifgxzoi(^-\-ggxx  — o tam  numera- 
tor quam  denomiflator  euaheicent,  erit  hoc  cafiT : 


g dQidx  « 

iggx a/^cof^* 


Po- 
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'•  . f" 

Pnnamqg  nunc;  fi*‘vl)i<p}e  fabfUtuatur  cof» 

fonaionem  ^ abire  in  0;  Tm  autem  ftatuamr' 

» €X  1 . ^ . , . » . i 


jr»  — — fin  » ^ , eam  abire  in  q ; atque  manifeftum  eft 

f f 

n ponatur  — cof(pihjyr3j  & <P  . f. 

fiinaionem  ^ abire  in  jCl  it  • Ex  quo  flinaio  S 

abibit  in  ^ — • Cum  ergo  iit  S = @rty~ 

eodem  valore  pro  x poHto  , habebitur  : 
a ± |7~  = ± fin(p  — ifgiGatp.  ^ 

E*  '*  = ^ trh^,-'  ' 

Hisque,  valoribus  fubftitutis,  fiet  a = 

o c«r  a/^(^q-— a/>Cpq-4-^jCl)cofq> 

^ a I <.»  ' -4—  rt» 


0 


* ^ s,. 

41 5.  Hinc  ergo  idonea  obrinctur  ratio  ex  quotis 
&aore  fecundae  poteftads' fn»aionem  fimplicem  forman- 
di, hicque  cum  ipfe  fraaionis  propofitae  .denominator 
in  computo  retineatur,  diuifionem,  qua  vaior  litterae  S 
definiri  deberet , & quae  faepe  non  parum  eft  molefta, 

Qjqqqq 


m 


CAPUT  xmz 


p 

cmtamas.  Si  igimr  firtaionis  . denominator  &ao^ 

rem  habeat  talem  #— -2/^xcof(p-h^5-x:r,  f^quend 
modo  fraftio  llmplex  ex  hoc  favore  oriunda,  quam  fin- 

gamus  z=  /:H  , ~^gg^  ’ definietur.  Ponatur 

& pro  quauis  ipfius  r poteftate'^»  feri- 

fn 

batur  — cofa(p  ; quo  kEto  abeat  P in  & funaio 

in  O.  • Deinde  ibidem  ponatur  x:=z^(in(p,  & 

poteftas  eius  quacuis  x»r=.  ~Tm  »(P;‘  abeatque  P in  p , 

“ <r-  Inuentisque  hoc  modo  valoribus 'littera- 

nwn  «p , jCi , p & q quaimtates  91  & a ita  definientur, 
n ftt  * 91  = 2/^0T>jCi-l-i>a) cof(p 

pe) 

- 

Fraftio  ergo  eX  denominatoris  Q^faftoir  a/^jr 

(Hriunda  erit  ; - j . - , 

«/g(^q-~pj:i)  fin^  -h  a^C^j!l-+-pq)C^.r— /cof(p) 
(0*-h(j»)C^ — 2/^xcof<P-i-^^xx) 

- '■  '*  ' .f'”'-  .'  i,-.!  ....  . 


...  .fi 


f **  «;!i  VO!  'j  ^ V : 

.....  N 

J . • 


fXIM* 
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BXEMPXUM  I. 

X” 


S prcpofita  /iter it  haec  'froQio  V (Uius~  dmominA> 

/or  a-f-bx“  foQorm  haheat  hi»c : fF— 2%xf^+ggxx 
inuenire  fr asionem  Jtmplicem  hm  fa3ori 


conuementem. 

- -m  * ^ 


■ Quoniam  hic  cft''  P ^ x**  & Qiz  « H-  hx"  , 


erit  ^ X*-» , vnde  fiet  : 

ax 


® = — 
g’ 


. . s.-.'  »L  /■» 

cof»»<I)  ; p=  ^ {in  m 0 


0 = cof(«-<0(fi-  ; q — fin(g^O^. 

o . j;* 

n*h*f  • ("~0 

Ex  his  erit  ; _ 0*_-t-  q'  =.— '^.-o  ,i  „ 

a ^ 

^ — p 0 ==  -ijT^Lr  fin(a-«-i)(p  ; 

H i f>"+"- « _ - • 

atque  ^ 0 4-  p <»  = cof(»-*«- 1 ) <P . 

«5 

Quamobrcm  erit  fragio  fimplex  quaefita : 

nif"-"-'(jf—^2fgxco((p-i-ggxx) 

. ' ■ ' fea  ■ > ■■ 

aj^»-’"[gx  cof<g-CT—  O <p  -— ■■  /cof(«— 

B »-■->  (/— 2/f  xfcof^4-'^^xx) 


Qqq  qq  a 


EXEM- 
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EXEMPLUM  IL 
1 


&>  propofita  hatc  fr»Bh^  x,T(a4-bx°)’  dettomina- 
tor  faSorem  'habeat  fF-aFgxfoy?)tggxx,'  inuentre  ' 
fraSionm  fimplicem  inde  oriundam. 

Cum  iit  P:^i,  & Q^iix"  -f-  b x">+  " 

cnt  — m a x"-t b X ^ > ideoque 

. f " < ■ ■ 

pofito  X»  = ^cof»<p  ob  P = X»  & — I. 

i z’ 

-prr  cof(«^o<P-l--'  ^^V—. cof(”-i-«-0^ 

& p = o ; atque 


— + C0f«(p 

. (w“4“ i) 

T*  ^ 3(w  + »-^  ^ • . . 

^odH  vero  eft  ff — afgxxxd^^ggxx  diuifor  ipfia$ 

Iffw  > yfn 

«-4-^jr»,  erit  «H — ^cofn^=:o  & -^fins^zzo, 
. • , d S 


, vndc  . • *a 

' . i.  1 ‘ - 


' 1 


-b  bf* 

.>  Q 


Erit 


Digitized  by  Googie 


'CA  P UT'  nnjh  I«1 

Erit  ergo : 

^ W (2  »4-w)  /7j/»(»"-0 

^ J ^ ••^j(w4-»— 1)  * 

V nnaef  *("~0  nnh  ^/«(«"4-— i) 

Deinde  vero  erit:  ’ 

— f(„  ^ fin  (m + «- 1 ) (f) — m cof«  (p.  fin  (*»- 1 ) (P3 

» * l ^ ^ 

— Uaai^—  r»cof«^fin(Mr-i)^>+ c«»+»)  finff(pcoii:«w-i)<p3 


g 

' iy**+<*~* 


& 


0 -H  p q == 


; -L [(i»+B)C0f(OT+»-l)<P «C0f»^.C0f(«-t)^3 

gm+m  1 

Vel  cum  f — ifgcoCp-hggxx  fit  quoque  diui- 
for  ipfius  ax"-*  ^ jr»»+»-'  , erit; 

' cof(«~i) cof (w+«-i)  (p  = o 

o 

* rin(«--i)^  -t-  ~ fin(CT+«-i)  <p  = o, 

^ vnde  erit : 

0=-^:r^cir«+»-O(p  & «,=:-^~^-fin(«+»-i)(p 

-feu  • ' 

a = ^^^r^ol(m-iy(p  & q=Z^^Jfio(»-0^. 

. ^ . -o.  . *»;4  - 


afm^t 

T 


V 


'Q.qq  qq  3 


Ex 
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8«2  CAPUT  XVIII 

Ex  quibus  rcfultabit  fraftio  quacfita : 

I gg”  [/cofw(t> — 

• ■ ^Jgxcoi^-^ggxx)  * ■ 

Quae  formula  ex  priori  exemplo  fequitur,  fi  ponatur  m 
negariuum,  vnde  non  opus  fuiflet  hunc  cafum  peculia- 
rem conftituiffe. 


EXEMPLUM  III. 

Si  huius  fraaionis  denominator  habuerit 

' faSorem  fF — a fgx  cof  <p  -f-  ggxx,  /rasionem 

jimplicem  imejligare  ex  hot  fa£fore  - * 

oriundam. 

..  ' • tJ'. 

Si  ff-:-  ^fgx  cof  (p~\^ggx  X eft  faflon  denomina- 
toris  a -i-  b X"  -+-  c‘jr  »• , erit  vt  fupra  oftendimus : 


^ ■ C /**• 

'/1-4 — ^cof»<&H — - — cof2»®~i:o 

I . . - • / 

h c /'*■ 

. fin  n ©■-!-  — — fin  2 » ® :::  o. 

gn^  , g»m  , 

Cum  igitur  fit  P & Q^—  o . 

ferit  3 jf*-» -J-  a » fjr  *»-> ; vnd«  efficitur ; 


’ ■ *•  / 

fm  * " '■  fm 

^ — — cof «r © .&  - fin»»®: 

y.~  \-g^'  ■ -n  . g"  . 

a — -j;;3r<=of(«-0«>H — j7nr‘=o^C2»-0^ 

q — -prrCm(tt-i)(p-i fin  (a  «-!)©. 

^ -*  : ■ • • " "J  Quam- 
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Quamobrem  habebimus  r. 

fi'  + +1^’). 

At  ex  duabus  prioribus  aequationibus  eft : 

. 2^^/"  f ^ , rr/»»>v 

— l t i -4—  ■ cof  ^ (D  — — ) r~^  ; 


ideoque 

f„  g^n 

' quo  valore  ibi  lubftituto  erit: 

. £1«  = ^Z!nr  uL^--  ^hb+ 1^"') 

fcu 

( • Deinde  erit:  — pjQ  =~  r 


finC»-»»-i)$ +— 


r,irr7-  fin(2«-«-i)(^ 


^0  -H  pq  = 

rm(2«-«-,)(p. 

Quibus  valoribus  inuends  erit  fra£Ho  iimplex  quaerta: 
2/g^C^q — yCi)  fin(p-4-2^(^0-4-pq)(gj: — /cof(P) 


417. 


Digitized  by  Googie 


«64 


CAPUT  . XyilL 


417.  Hae  antem  firafbiones  &cilios  exprimentur, 
fi  ipfos  denominatorum  faftorcs  determinemus.  Sit  igi- 
tur denominator  fraftionis  propofitae ; ^ j - - 

a — f-  b X" 

cuins  ftftor  trinomialis  fi  ponatur  : 

ff  • — ifg  X cof(p  H-  ggxx  ' , ■' 

erit  vd  in  Introdu^one  ofiendimus  : 


bf 


bf 


«H — —(xXn(^-r:.o  & ^finw^iro, 

^ S g ‘ 

cum  igitur  fit  fin  » ^ — o,  erit  vel  » ^ :=r(2/i-i)  t , 
vel  n (^  — 2 kx,  priori  cafu  erit  cof»^— — r,  pofte- 
riori  cof«  <p  rr-+- 1.  Si  ergo  a 8c  b fint  quantitates 
afHrmatiuae,  prior  cafus  folus  locum  habebit,  quo  fit 
bf" 

M — ; ac  propterea  : 

f ~ a"  & g ~ h" 

redneamus  autem  loco  harum  quandtatum  irradonalium 
litteras  f & g,  feu  ponamus  potius  a—f"  & b~gr^ 
ita  vt  Adores  inucfiigarl  debeant  huius  fim^ionis : 

. /•  -h  g’*’ 

Cum  igitur  fit  vbi  k numerum  quem- 

cunaue  affirmariuum  integrum  defignare  poteft;  at  vero 
maiores  numeri  pro  k non  funt  fiunendi,  quam  qui  red- 
dant vnitate  minorem ; hinc  fraSionis  propo- 

pofitac  /T  rh*  g*  *"  , faftores  erunt  fequentes : 

ff-— 
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t 

f cof^^  ggxx 

99 

2fgx  cor—  -h  gg  XX 

2/g  X cof  ^ -h  ggxx 
&c. 

vbi  notandum  cft  fi  « fit  numeros  impar,  vnum  ftQ:o* 
rem  haberi  binomium  hunc : 

/ ■+"  g * 

fin  autem  n fit  numerus  par,  nullus  fa^or  aderit  bi- 
nomius. 


EXEMPtUM  I.  • 

X 

Refolutre  hanc  fraSiontm  — - — - ia  fuas 

fractiones  JimpUees. 

Cum  denominatoris  vnusquisque  fa^r  crinomialis 
contineatur  in  hac  forma: 

ff  2/^JfCOf^-^^^^  -4-  ggxx 

erit  in  §.  praecedente  Exempl.  i.  azzf*t  k—g"^  Sc 

® r=  ^ , vnite  cru : 

^ n 

fin(«— >a-i)<p  — fin (iw+i) ^ i:r  fin  & 

cof(«— iw— j)^)— — cof(w+ 1)^~— cof-^ . 

Rrr  fr Hinc 
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■ CAPUT  xnii 


Hinc  ex  ifto  faSorc  oritur  fra£Ko  iimplex  haec: 

‘ "/I  ~ 17k-l)~  X 

»/  S — ^^-^-ggxxj. 

Quamobrem  fra£h‘o  propofita  refoluetur  in  has  fimplices: 
”f  g {/'-^/g^COf— ggxxj 

,/fm  S . fi„  l(=±i>_  H) 

»/  g (f-‘fg*^t^+gg*^ 

^ . f„  _ acof  ^ 

■ »/  g 

&c. 


Si  ergo  » fuerit  numerus  par,  hoc  modo  omnes  oriun- 
tur fraaiones  fimplices ; fin  autem  m fit  numerus  impar, 
ob  fa£forem  binomium ad  fratHones  hoc  mo- 
do refultantes  infuper  addi  debet  haec ; 


M— T m 


”g  g (.f-^gx") 

vbi  fignum  -F-  v^,.  fi  m fuerit  numerus  par,  contrt 
fignum  — •' . Si  m fuerit  numerus  maior  quam  » , tuift 

ad 
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8^? 

has  fra£Hones  accedent  infuper  partes  integrae  huinsmodi 

m—m  k m^f»  m^4j» 

Ax  -f-Bx  -4-Cx  -4-Djir  H-&C.  > 
quamdiu  exponente  manent  afHrmadui , eritque : 

Ag-=fi  ; Ergo  .A=  ~ 

A/--hB^-  = o , . 

B/--hC^-=:o  . . C=+^ 

C/-r4-D^-=:o  . . D=-^ 

&c.  &c. 

EXEMPLUM  II. 

Refoluere  hanc  /rasionem  i«  fms 

fra^iones  fimplices. 

Quod  ad  faftores  ipfius  f"  g" x * attinet,  ex  iis 
oriuntur  eaedem  fractiones,  quas  exemplo  praecedente 
eruimus,  dummodo  ibi  fumatur  m negatiue  : iuper  efl  igi* 
tur  tantum,  vt  fraCtiones  fimplices  ex  denominatoris  altero 
f«9ore  X"  definiamus,  quod  hoc  modo  commodifiime 

gc  g|>  jf  j*  — w 

fit:  Itetuatur fraCtio propofita  — eritque 

?J/-  = X ; Ergo  Slrr  ^ 

. jm 

R r r r r 3 


Si 


8^8 


CAPUT  xnii 


Si  n-ni  adhoc  fuerit  numerus  negacinus,  fimfli  modo  erit 
operandum , ita  vt,  fi  ta  fiierit  numerus  ^uantumuis  ma- 
gnus, refultem  huiusmodi  frafliones  fimplices 

Xm 


f 


&c. 


X » X 

cuius  (eriei^tot  termini  fiint  iumendi,  quot  habentur  ipfius 
X exponentes  afiinnadui  in  denominatore»  £ritque 


51/"  zz  X ; Ergo  5J  — 


f 


5l^«-h55/*=  o 


58--^ 


55^-+®/-  = o . . €=+  — 

€^--+-J>/"  = o . . ©rr 
&c.  &c. 

Fraftio  ergo  propofita  omnino  in  has  fraftiones  fimpli- 
ces refoluetur: 


Jl 


g* 


gi. 


&c. 


' /"x"  /»"4:"-»  ' 

-a/g»fin  — . fin  — ^ - a^-cof  i— ^(^^jr-/cof~^ 

!•  + *•— I /-  JT  N 


Digitized  by  Googie 


C A P.U  T XFIIL 


t6^ 


&C. 

t , 

Quibus  formulis  fi  » fiicrit  numerus  impar,  ob  /■+■  g» 
fadorem  denominatoris , infuper  adiici  debet: 

± g"‘ . 

»/ 

vbi  fignorum  ambiguorum  ± fuperius  valet,  fi  m fiie* 
rit  numerus  par,  i^eruis  vero  fi  w impar. 

418.  Confideremus  nunc  quoque  formulam  n^^-hx", 
fi  ^ fit  numerus  neggtiuus,  fitque  propofitahaecflinflio: 

f»  __  gtf  X" 

cuius  primo  fcmpcr  erit  faftor  f—gx\  atque  fi  w fit  nume- 
rus par,  quoque  f^^-gx  eius  erit  faftor.  Reliqui  vero 
erunt  trinomides,  quorum  forma  generalis  fi  ponatur 

ff ^ fg  cof  (P  -h  jr  r 

erit  /■-/"cof»^~o  & /"fin«^“o  fiuc  fin«(przo 
& cof»(p  ~ I.  Quibus  vt  fatisfiat,  oportet  efle  ~ aix 
adfiente  k numero  quocunque  integro,  atque  propterea 
• ^kw 

erit  p 1=  . Fa^or  «rgo  generalis  erit : 

f — ^/g^fXiC^^-{~ggXX 

fumendo  ergo  pro  ak  omnes  nwneros  pares  exponente 
a minores , prodibant  Aftores  trinomiales  omnes : 

Rrr  rr  3 


87« 


CAPUT  XFIIL 


ff  — ^fgx  coC--\^ggxx 

ff *fg*  cof^  ggxx 

ff — ^fg  x co£~  ggxx 

&c. 


EXEMPLUM  1. 

Refoluert  hanc  fraSionem  n~^ 

, fraihotm  fimplices. 

Quoniam  denominatoris  faSor  cft  / —gx,  inde  orietur 
fraftio  huiusmodi  7-^ — , ad  cuius  numeratorem  inue- 
niendum,  ponatur  x"  — P & /" — ^"x«rrQ,  erit 
\/Q=r-»£»-jr»-»  fictque  31“ — — — 

^ ^ —ng"x"~*  ng"—'x"—*^ 

pofito  ^ = y • Ergo  erit  3J  = , hineque 

fraftio  (Implex  ex  &aore  / — -gx  orto  erit; 


m—m^t  m 


•,  g Cf—g*')  , 

Si  n fit  numerus  par,  quia  tum  denominatoris  faflor 
quoque  eft  f-\-g  x , ponatur  fraflio  fimplex  inde  ori- 
unda — ::r~-  , po- 

f-^g*  ng*x"-i  ng»-tx»~i^  ^ 

" . • . ' ' fto 
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971 


fito  jrrr— . Fiet  ergo  ob  i numerum  imparem 

-4-/*»» 

at  erit  jt»”— — , vbi  fignum  fu- 
perius  valet,  fi  m fuerit  numerus  par,  inferius  fi  w fit 
numerus  impar.  Quare  cum  fit  ^ — , erit 

fjj  » — • wi  — m ' 

fra^o  fimplex  ex  faftore  f-\~gx  oriunda  haec : . 


Mv  — t m 

..  ..  ”f  g • 

Demde  cum  fabrum  ainomialioni  ibrma  generalis  fit; 

ff *fgx^oi^,-\-ggxx^ 

fi  comparatio  cum  Exemplo  i.§.  416.  inftituatur,  erit  n — f*] 

h—-g’  & ([>=z^;  vnde  fin(pt=o  & coCatp  — i; 

atque  fin(«-i»-i)  ip  — - fin 

« 

& 'cof  (p  = cof  («B-f  0 (E)  = cof— . 

0 

Ex  quibus  erit  fraftio  fimplex  hinc  oriunda : 

' m-m-t  m ^ ^ T /T  T 

«/  g \f 2/g-rcof-^H-^^rxJ 

Hancobrem  firafliones  fimplices  quaefitae  erunt : 

• I 

»/  g (/ g*') 
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. a»  - a(«+i)r  .a(w-fi)T/'  ' . -aarN 

■4-a/fin  — .fin  >-  ^ 2cof-i^-^^-Q^4r-/cof— J 

I»— JW—J  W ^ X 

»/  ^ -^SS 

-l-./rmff.fin4?^-.cor^^^'(j^-/coff) 

»/•  g (f — ‘/g*<x{^-i-gexx^ 

”/  ’ g'  (f x/gxcot^^-ggxx'^  Jjj. 

quibus  ii  « fuerit  numerus  par,  infuper  addi  debet  haec 
fruftio : i 

nf»-m-i  g"  Qf-{-gx) 

cuius  fignum  fuperius  - eft  fumendum,  fi  i»  fuerit  nume- 
> rus  par,  inferius  fi  impar.  Praeterea  vero  fi  w fit  numerus 
. non  minor  quam  »,  adiiciendae  funt  partes  integrae: 

-4- Br"-»» -+•  -f- Djr»-4» -4-  &C. 

quamdiu  exponentes  non  fuerint  negadui , critque : 

— I feu  A 

% . S 

A/-  — Br  = o . . «.=-.77; 

B/-  — Cr  = o • C =z- 

C/-  — D^-  = o . . D =-  ^ 

&c.  * &C.  EX* 
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EXEMPLUM  IL 

Rtfolufre  hanc  fraaionm  ^ 

fradiones  Jimplices. 

FraSiones  quae  cx  dcnominatoris  ft^ore/" — g*x" 
oriuntor,  caedem  erunt  quae  ante,  dummodo  in  illis  for* 
muli»;  m negatiue  accipiatur.  Quare  ad  alterum  favo- 
rem jr"  eft  relpiciendum , cx  quo  fi  ponamus  has  frac* 
tiones  rcfultare : 


51 


95 


^-4- 


&C. 


X"  X*-"  ■ 

'quae  feries  cousque  eft  continuanda,  donec  exponentes 
ipfius  X fiant  ncgatiui.  Erit  vero 


91/-  = * 


Ergo  51  ~ 


/' 


95/-  — — o 

e/-  — 95^-  = O 

2)/-* 


a» 


«•  — pn 


©-  ii! 

" — /4» 
&C. 


<lg*  = O 

V.  - . . &C. 

Fra£Ho  ergo  propofita  refoluetur  in  has  fraSiones 
fimpUees 


il— 

f»x"~ 


/ » »x  » /4"  jr 


•ZT--4-&C. 


»/•+"-•  (/ — 

Sss  ss 
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-4-2/g- Cm^fm  — a cof -/cof 

»/"■♦■"-*  a/^-jr  cof^ -4-^ 

a/g*fin  ^ fin  — — a^  ■ cof  ~ ^ ^gx-/cof^^ 

»/»+"-1  — . a/^  jr  cof^ -+- ^^  X 4r^ 

4-a/r  rm  y fin  i^^a^>coff-^^(^x-/cofy) 

nf*-¥»-i  ifgx  cof  ^ -4“  4f 

&c. 


quibus  fi  a fuerit  numeras  par,  infuper  addi  debet  haec 
fraftio : 

quae  autem  praetermittitur,  fi  a fuerit  numeras  impar. 
Signorum  ambiguorum  vero  fuperius  — valet,  fi  « fit 
numerus  par,  inferius  vero -f-,  fi  «»  fit  numerus  impar. 

4>9*  Hoc  ergo  modo  omnes  fhiftiones, quarum  deno* 
minator  ex  duobus  conftac  membris  huiusmodi 
in  frafHones  fimplices  refoiuuntur.  At  fi  denominator 
confiet  tribus  huiusmodi  membris  a-+-ix"-i-  tum 

primum  videndum  efi,  vtrum  is  in  duos  faftores  reales 
prioris  formae  reiblui  poflit.  Hoc  enim  fi  eueniat,  relblu- 
do  in  fi-a£hones  fimplices  modo  ante  expofito  infiitui  po» 
terit.  Si  enim  proponatur  huiusmodi  fra^o 

- x<" 

(/*-+-^"  Jr")C/" -J- A- Jr»)  ea 


Digitized 


CAPUT  xyilj. 


87J 


ea  primum  in  duas  fm£liones  transformabirar  huhismodi : 

a X"  I 5 X" 

/■H-^*x"  /•  -4-  A»"x* 


eritque  «/■-!-  &/■  ~ i & o A»  -f-  rr  o,  vnde  fit 

ideoque  habebitur 


«::z 


/* 


e— 

e—  > 


ff  _ Rr  tL  ^ 

/-(A--r)  5-)* 

Si  exponens  m fuerit  maior  quam  transmutatio  in 
fequentes  fractiones  erit  commodior: 

ttx"-"  , , S*"~" 

/» -f- x"'^  /■-i-A»x* 

qua  fit  oH-6“o  & ideoque 


A-* 


Vtra  autem  transforma- 


tio adhibeatur,  vtraque  firaCtio  hoc  modo  oriunda  metho* 
do  ante  expofita  refoluetur  in  fuas  fnCtiones  fimplices,  quae 
iunCtim  fumtae  fraCtioni  propofitae  erunt  aequales. 


430.  Simili  modo  methodus  ha^enus  tradita  fuffi- 
ciet,  fi  denominator  ex  pluribus  membris  conftet  huius-  ' 
modi  rx*»-|-</xi»-|- rx4»-4-&c.  dum- 
modo is  in  faftorcs  formae  f"  refolui  queat. 

Ponamus  enim  occurrere  hanc  firaCtionem  in  fuas  foao* 
dones  fimplices  refoluendam : • 

X" 

(fl — *")  {i — jf»;  (c— — X")  (^— X*)* 


Sss  SS  2 


Haec 
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CAPUT  xnii. 

Haec  pritntun  refolue^  in  has : 
Ajt"  Bjt"  , Cx"  Dt" 


&c. 


a X*  ' b X"  c X*  d X* 

quarum  numeratores  fequenci  modo  determinabuntur,  vtfit 

I 


A = 
B = 
C = 


— {d~a) 
I 

(a b)  {c — b)  {d — 7) 

1 


&c. 


(a c)  (b c)  (d c) 

Hac  ergo  praeparatione  fefta,  fingulac  iftac  fra£Hones  me- 
thodo ante  expofita  in  fuas  fra£Hones  iimplices  refblacn- 
tur ; quae  cunelae  in  vnam  ilunmam  erunt  colligendae. 

421.  Quodfi  vero  huiusmodi  denominator  a-\-bx» 
&c.  non  omnes  favores  formae 
/»  -f-  g"  X*  habeant  reales,  bini  imaginarii  erunt  con- 
iungendi.  Ponamus  ergo  huiusmodi  binorum  faflorum 
produfhun  e(Te : 

/*» — cofw»+- 

& cum  haec  expreBio  nullos  habeat  fa^^ores  YimpUees 
reales,  ponamus  fa£lores  trinomiales  in  hac  ibrma  gene- 
rali contineri: 

ff — 

""  y ** 

quorum  numerus  erit  1=  ».  Polito  ergo  x"—~  cof»^, 

S 

orietur  haec  aequatio : 

X — - a cof w.cof » ^ H- cof  a » (p  o. 

De- 
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CAPUT  xnii. 

Deinde  pofito  x»=^fin»(p;  erit  qooque,: 

o 

•—  2 cof  w . fin  » — H fin  2 « (p  ~ o 
quae  diuifa  per  fin»^  dat  cofn(p“cofw,  ficque  fimul 
priori  aequationi  fadsfit.  Erit  ergo  n tpzz  2 kir 
denotante  k numerum  quemuis  integrum , ideoque  erit 

_ 2k»±ta  ^ fiaores  omnes  continebuntur  in  hac 

V a ’ 

forma:  ff — a/^jfcof — - — ’^rgex*  > : 

vnde  fequentes  habebuntur  factores  : 

ff  —^^2 s g X es**  ^ 

~2V—U  ^ . 

.ff — a/^jf  cof— ^ \rgg** 

-2S-+a>  , 

ff — cof— ^ \-gg** 

ff — tfgxco{^ i-gg^* 

■ 1 * , 

ff »fgx  co£^^^-{-ggxx  &c,r, 

quorum  tot  funt  fumendi,  donec  eorum  numerus  fiat  —ir. 

•^“•^482.  Si  igitur  proponatur  ifta  frafKo  in  fuas  frac- 
tiones fimpBces  liefelucnda: 

/>■—  zf"g"  cof  «i  >-4- 

quoniam  denominatoris  fa^or  trinomialis  quicunque  con- 
tinetur in  hac  forma ; ff-r  ^fgx  cof^i-H^^  > 

S s s ss  3 exi- 
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CAPUT  XFIIL 


® = conM^re™  ffl.  fi^aio  : 



illi  aequalis,  ac  ponatur  numerator  ^"zzP  ac  denomi 
n«o^/-.-a/.^-..-f. .cofco-f-^,.^..+.  ~ Q : erii 

lx—f*'‘  * ^®+0  Z*^*  4r»  cofw 

Hinc  ponendo  »•  z=:  ^ cnV  n th  . 

^ COI  « 9 j ent  . 

^ ^ cofw  d>  feu  ^ ^ 

O =/.«  C*-2C«+i)cofcocoi»(p  H-Ca^+Ocol-aJil. 

^ autem  ft  cof;.^=cof«,*  erit  cofa«<p=acfJ*-r. 
ideoquc  £1  =/-(-  = « + a « cofeo*;  = - a «/>-  fin  «»! 


Deinde  polito 


- f» 

0-*  rr  — 

— /-  ;r_  _ /- 


^ ^ I fiet : 


wCa^irH-t>il 

^ & 


— rm»ip 

<!—-/»-  C»C»+0cofa»fin»^^f2»+i)lrna»W 
P^fin.»<^==afm.,pcof«<p==«cor«fin«^,:  erit 

^77  ^*Z*"cofwfina^.  Cum  autem  fit  »®ssa*ir-+-u 
€rit  fin«?>r:-ifina.  & _«}  ~Vw»  fi„  «.  cof«| 
His  mucntis  erit : £1»-^.  q*  = 4«* /-4- fin  w» 

^ p£l  — (^^”P-fau.cC,u+Git>i(f).{h(i>)* 

<Pi~ 
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C A P V T xn II. 

— fmw.cof 

s 

<p£lH-pq=  (_cofw(pfinw’±fc»ip.lh«cfw^^ 

s 

^jCl-t-pq— + ^ — finw. fin(»»®+«)  fcu 

" . . . 2 »/■"+»"  ^ 2 kmv±iCm-n')B$ 

^ a -f-  p q=± — — fui w . fin — ; ^ •. 


, -2iw+«  , 

Hinc  ex  denominatoris  faftorc : ff—  »fg  ^ coi — -—  -kgg** 

nafcimr  iAa  frafiio  fimplex : 

~ . H n ~ « > n ^ 

feu 

±gxCm ^-±/rm-. 

' im—m  m—f  /■  _ ^aiT+W  N 

»/  g fmu\f-^fg^co(——igg*xJ. 


EXEMPLUM. 


Pefih$er*  hanc  fraaionem 

in  fuas  fhmSHeucs  Jhnplkes. 

Iftae  frafHones  fimplices  quaefitae  ei^  erunt : 

H-/  fin  -!i  + fin  (s  - — /cof 

' n n n \r  n ^ 

1(8  — 1»  »— I f U)  \ 

nf  g fmw^/^ra/^xcof-t^^JTjrJ 
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CAPUT  XFIIl 
_/fin  ~~  cof  - fio  Vcof 


*/  ^ fin  w i fgx  cof  — + gg**J 


+/fin 


ix  + u ^^^2mT■^■(m~t^)u 


J.  2WT+COT-»)wr  ■ _2»-+W'\ 

+ fm »-/c„f___) 


• >•— I ^ 2?r^6i)  ^ • 

»■/  ^ finw^#-  2/^A  C0f:__ 

_/fini^cofl=4—  - '■“>  ^(f  *-/cofl^^) 

w/  ^ fincol^jf-a/^^^cof — - — +ggxjrJ 

+ /f„  if+f!  cofg:ffe;>  4.  fin  4-”+(— “)“C  _/cofii-b''\ 

»/  ^ fin W (/■-  •ifgx  cof  -f 

&c.  ’ 

ficque  eousque  erit  progrediendum,  quoad  harum  fra£Ko* 
num  numenis  fuerit  ».  Si  »»  fuerit  numerus  vel  tnaior 
quam-an— I vel  numerus  negatiuus,  priori  cafu  panes 
integrae,  pofteriori  vero  fraftiones  infupec  fiinc  adiicien* 
dae,  quae  modo* ante  expofito  facile  inueniuncur. 
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